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iïtóVVÜNE  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 
op  Zaterdag  28  Jaanari  1888. 


Tegenwoordig  de   Heeren:    Buys  Ballot,  Voorzitter,  vak 

DlISEN,     MiCHAËLIS,     ScHOLS,     WeBEE,    VAN     DE    SaKOE     BaK- 

HiTYZEN,  Treub,  Enoelmank,  Hoek,  Hoffmank,  Pekelharing, 
DiBBiTs,  Martin,  Mac  Gillavry,  Zaauer,  Rauwenhoff,  van 
•t  Hoff,  Forster,  van  Dorp,  Beijerinck,  A.  C.  Oüdemans 
jR.,  Franchihont,  Lorentz,  Place,  Baehr,  Bierens  de  Haan, 

HUBRECHT,     VAN     DER     WaALS,     DoNDERS,     ScHOUTE,     StOKVIS, 

Zeekan,  Bosscha,  Grinwis,  J.  A.  C.  Oudehans,  Eortewegi 
Bbtjtel  de  la  Rivière,  van  Riemsdijk  en  G.  A.  J.  A.  Otjoe- 
MANS,  Secretaris;  van  de  Letterkundige  Afdeeling  de  Heer: 
Campbell. 

—  Het  Proces-Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankze^ng  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  A.  J.  Ensghedee,  Bibliothecaris  der  Stads-Bibliotheek 
te  Haarlem,  4  Januari  1888;  20.  G.  J.  W.  Brbmer,  Se- 
cretaris van  het  Bataafsch  Genootschap  der  proefondervin- 
delgke  W^sbegeerte  te  Rotterdam,  1  Januari  1888 ;  S^'.  H. 
ToNCKENs  jr.,  Voorzitter  der  koloniale  Bibliotheek  te  Pa- 
ramaribo» 1  December  1888;  aangenomen  voor  bericht. 
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—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1^.  het  Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken  te  'sGra- 
vénhatre,  2,  5  Januari  1888;  2^.  W.  H.  M.  Cheistib,  Di- 
recteur van  het  royal  Observatory  te  Greenwich,  1887 ; 
30.  F.  J.  DB  Feeitas,  Secretaris  van  het  Museu  nacional 
te  Rio  de  Janeiro,  21  Maart  1887;  40.  J.  F.  Bridb,  Bi- 
bliothecaris der  public  Library  te  Melbourne,  9  December 
1887;  waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftelijke 
dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  boekery. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren:  l^.  een  schrij- 
ven van  den  Minister  van  Waterstaat,  Handel  en  Nijverheid 
(2  Januari  1888),  ter  begeleiding:  a.  van  een  afschrift  van 
het  Koninklijk  Besluit  d.d.  27  Nov.  1887,  nO.  25,  waarbig 
de  Commissie  tot  het  overbrengen  naar  Nederland  van  den 
Standaardmeter  van  hare  taak  is  ontheven;  b.  van  een 
exemplaar  van  het  Staatsblad  n^.  168,  waarin  het  Eonink- 
Igk  Besluit  van  3  Oct.  1887  tot  aanwijzing  van  de  Ne- 
•derlandsche  Standaarden  der  maten  en  gewichten,  en  tot 
regeling  van  hunne  bewaring  is  opgenomen ;  c.  afschrift 
van  het  Koninklyk  Besluit  van  25  Nov.  1887  ifi.  28,  hou- 
dende benoeming  der  Commissie,  bedoeld  in  art.  3,  al.  2 
'van  het  sub  2  genoemd  Koninklijk  Besluit. 

De  Minister  deelt  verder  mede,  dat  de  platina  Standaard 
van  het  kilogram,  overeenkomstig  het  advies  der  Afd.  van 
5  Mei  1887  nO.  20,  aan  den  Hoogleeraar  Dr.  J.  A.  C. 
OuDEMANS  te  Utrecht  in  gebruik  gegeven,  door  dien  Hoog- 
leeraar in  handen  zal  worden  gesteld  van  bovengenoemde 
Commissie  van  Toezicht. 

Eindel^k  wenscht  de  Minister  te  vernemen:  »of  de  Aka- 
demie  er  prgs  op  stelt  dat  de  platina  Mètre,  vermeld  in 
art.  1  van  het  Koninklijk  Besluit  van  12  April  1839 
{Staatsblad  rfi.  13),  die  krachtens  art.  G  van  het  Konink- 
lijk Besluit  van  3  Oct.  1887  {Staatsblad  n».  168)  voor 
wetenschappelijke  doeleinden  bewaard  bl^ft,  onder  hare  be- 
waring blgft*'.' 

De  Voorzitter  stelt  voor,  den  Minister  op  de  laatste  alinea 
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te  antwoorden,  dat  de  Afdeeling  er  geen  prgs  op  stelt  met 
de  bewaring  van  den  platina  Meter,  vermeld  in  art.  1  van 
het  Koninklgk  Besluit  van  12  April  1839  {Staatsblad  jfi.  IS) 
belast  te  blijven,  nu  de  onlangs  tot  Standaard  verheven  pla- 
tina-iridium  Meter  aan  de  Polytechnische  School  te  Delft 
ter  bewaring  werd  afgestaan.     Aldus  wordt  besloten, 

2^.  eene  uitnoodiging  van  den  Rector  der  Universiteit 
van  Bologna,  aan  de  Akademie  gezonden  om  zich  bg  het 
achtste  eeuwfeest,  dat  op  12  Juni  gevierd  zal  worden,  te 
doen  vertegenwoordigen. 

Daar  op  dit  oogenblik  geen  der  leden  zich  bereid  ver- 
klaart, die  vertegenwoordiging  te  aanvaarden,  wordt  besloten 
de  gelegenheid  daartoe  tot  15  Febr.  a  s.  open  te  houden, 
als  wanneer  de  Secretaris  der  Letterkundige  Afdeeling  zich 
bereid  heeft  verklaard  een  Latgnsch  antwoord  op  de  in  het 
Latgn  geschreven  uitnoodiging  op  te  stellen. 

—  De  Heer  Bosscha  leest,  uit  naam  der  Commissie  voor 
de  bliksemafleiders  op  's  Rgks  Museum  van  schilderijen, 
het  antwoord  voor,  aan  den  Minister  van  Binnenlandsche 
Zaken  te  geven  op  Z.Exs.  brief  van  10  Aug.  11.  n^.  1739 
Afd.  Kunsten  en  Wetenschappen,  waarin  om  nadere  inlich- 
tingen aangaande  een  periodiek  onderzoek  naar  de  deugde- 
l^kheid  der  bliksemafleiders  verzocht  werd.  Het  antwoord 
wordt  goedgekeurd  en  zal  ter  kenuisse  van  den  Minister 
gebracht  worden. 

*  —  De  Heeren  Kobtbweg  en  Schoute  brengen  verslag  uit 
over  eene  verhandeling  des  heeren  Dr.  G.  Schouten,  en 
stellen  voor  die  in  de  werken  der  Akademie  op  te  nemen. 
Aldus  wordt  besloten.  Een  paar  opmerkingen,  door  de 
Commissie  gemaakt  en  die  wellicht  eenigen  invloed  op  de 
redactie  van  enkele  plaatsen  in  het  handschrift  zouden  kun- 
nen hebben,  zullen  ter  kennisse  van  den  Schrgver  gebracht 
worden,  vóór  tot  het  drukken  der  verhandeling  wordt  over- 
gegaan. 

—  De    Heer    Hoffhann  houdt  een  voordracht  over  den 
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oorsprong  en  de  beteekenis  der  zoogenaamde  vrge  kemeii 
en  van  den  voedingsdooier  bg  de  Beenvisschen.  Spreker 
zet  daarbg  uiteen,  hoe  de  verklaring  van  het  aanwezig 
zign  der  vrge  kernen,  in  de  volgens  vaste  wetten  plaats 
hebbende  aequatoriale  splijting  van  het  ei  gezocht  moet 
worden ;  hoe  verder  in  het  ei  vermeerdering  der  kernen  niet 
alleen  plaats  heeft  door  mitose,  maar  ook  door  eene  buiten- 
gewone fragmentatie,  en  hoe  eindelijk,  naar  aanleiding  van 
zgne  onderzoekingen,  de  aanleg  van  het  bloed  en  van  het 
bloedvatenstelsel  niet  in  den  mesoblast  gezocht  moet  wor- 
den. Over  de  beteekenis  der  fragmentatie,  die  meer  als  de 
uitdrukking  eener  degeneratie  der  kernen  door  de  meeste 
onderzoekers  wordt  aangezien,  en  den  oorsprong  van  het 
bloed  uit  den  mesoblast,  ontspint  zich  eene  korte  discussie, 
waaraan  de  Heeren  Mac  Gillav&y  en  Hxjbbecht  deelnemen. 

—  De  Heer  Treub  geefb  daarna  een,  door  afbeeldingen 
en  enkele  voorwerpen  toegelicht,  verhaal  van  zijn  bezoek 
aan  Erakatau  op  19  Juni  1886.  Dat  bezoek  had  vooral 
ten  doel  de  nieuwe  flora  van  Erakatau  te  leeren  kennen. 
Sedert  de  uitbarsting  van  den  vulkaan  aldaar  is  een  nieuw 
plantenkleed  ontstaan,  dat,  daar  de  bodem  met  eene  laag 
asch  en  puimsteen  van  1 — 60  meter  bedekt  is,  onmogel^k 
een  overblyfsel  eener  vroegere  vegetatie  zijn  kan,  evenmin 
als  het  op  dit  onbewoonde  en  onbewoonbare  eiland  door 
menschen  kan  zgn  voortgebracht.  Deze  nieuwe  flora  bestaat 
aan  het  strand  uit  de  bekende  vegetatie,  die  men  op  alle 
koraaleilanden  aantreft,  en  die  afkomstig  is  van  door  de  zée 
aangespoelde  zaden.  Op  de  hoogte  van  Erakatau  vindt  men 
een  geheel  anderen  plantengroei,  en  wel  uitsluitend  Varens. 
Elf  verschillende  soorten  van  die  plantengroep  werden  'daar 
door  den  Spreker  gevonden,  en  de  w^ze  waarop  zg  zich  daar 
ontwikkeld  hadden,  nader  bestudeerd.  Het  bleek,  dat  de  spo- 
ren dier  Varens,  eenmaal  ter  plaatse  aangeland,  aan  den 
voor  plantengroei  zoo  ongeschikten  bodem  werden  vastge- 
houden door  Draadwieren,  wier  versl^mend  omhulsel  een 
groenachtig  waas  aan  de  witte  asch,  die  het  eiland  bedekt, 
verleende. 
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Spieker  formuleert  de  uitkomsten  van  z^n  ter  plaatse 
ingesteld  onderzoek  in  deze  4  punten : 

P.  dat  men  —  op  veel  te  eenzgdige  manier  —  de 
karaal^eilanden  als  type  heeft  beschouwd  bg  het  bepalen 
der  wgze,  waarop  eilanden  door  planten  worden  bevolkt; 

2^.  dat  men,  door  die  eenz^digheid,  geheel  heeft  mis- 
kend de  hoogst  belangrgke  rol,  welke  Vaatcryptogamen  — 
en  in  het  bgzonder  Varens  —  bg  het  begroeid  geraken  van 
vulkanische  eilanden  spelen; 

30.  dat  ongetwijfeld  Vaatcryptogamen  —  en  weder  meer 
in  het  bgzonder  Varens  —  eene  even  belangrgke  rol  gespeeld 
hebben,  en  nog  zullen  spelen,  als  aanzienlgke  uitgestrekthe- 
den  van  een  vast  land  door  vulkanische  uitbarstingen  werden 
of  worden  verwoest  —  ten  minste  in  warme  luchtstreken ; 

40.  dat,  ten  minste  in  warme  luchtstreken  en  op  een 
volkanischen  bodem,  niet  Lichenen,  doch  Algen  den  groei 
van  Vaatplanten  mogelgk  maken  en  voorbereiden. 

Met  eenige  opmerkingen  omtrent  soortgelgke  vegetatiSn 
op  Ascension  en  Juan  Fernandez  wordt  deze  voorloopige 
mededeeling  besloten. 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de 
Vergadering  gesloten. 


RAPPORT 


OYEK   DE 

BEPROEVING  DER  BLIKSEMAFLEIDERS  OP  HET  RIJKS- 
MUSEUM TE  AMSTERDAM. 


Als  vervolg  op  ons  Rapport  over  de  plaatsing  en  in* 
richting  der  bliksemafleiders  op  het  Rgksmuseum  te  Am- 
sterdam en  ter  beantwoording  van  den  brief  van  den  Minister 
van  Staat,  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken,  dd.  10  Au- 
gustus 11.  nO.  1739,  Afdeeling  Kunsten  en  Wetensehappen, 
hebben  wfl  de  eer  aan  de  Natuurkundige  Afdeeling  dezer 
Akaderaie  het  volgende  voor  te  dragen. 

De  beproeving  der  bliksemafleiders  van  het  Bgksmuseum 
moet,  naar  onze  meening,  geschieden  op  gezette  tgden, 
naar  vaste  regelen,  door  een  persoon :  ervaren  in  het  samen- 
stellen en  plaatsen  dier  toestellen  en  tevens  bekwaam  in 
het  verrichten  van  eenvoudige  natuurkundige  metingen. 

Eene  keuring  eenmaal  'sjaars,  in  de  maanden  April  of 
Mei,  schgnt  in  den  regel  voldoende.  Bestaat  er  vermoeden 
of  zekerheid  dat  de  afleiders  of  het  gebouw  door  een  blik- 
semslag zijn  getroflfen  geworden,  dan  dient  een  onderzoek 
der  getroffene  deelen  zoo  spoedig  mogelgk  te  volgen. 

De  jaarlgksche  beproeving  moet  bestaan  in  eene  schou- 
wing van  het  geheele  samenstel  der  afleiding  van  het  ge- 
bouw en  in  eene  weêrstandsbepaling  van  bepaalde  deelen 
der  geleiding. 

Alvore7is  tot  de  schouwing  over  te  gaan,  moet  de  persoon, 
met  de  beproeving  belast,  zich  aanmelden  b^  den  Architekt, 
aan    wien    het   onderhoud    van    het  gebouw  is  opgedragen. 


(7) 

ten  einde  eene  opgaaf  te  yerkr^gen  van  alle  verbotwingen, 
veranderingen  en  herstellingen,  welke  sedert  de  laatstvoor- 
gaande  beproeving  aan  het  gebouw  hebben  plaats  gehad. 
Bg  de  algemeene  schouwinpr  moet  hij  meer  in  hetbgzonder 
nagaan,  van  welken  invloed  de  genoemde  werkzaamheden 
geweest  z^'n  op  de  samenstelling  en  het  veilig  behoud  der 
afleidingen. 

De  weêrstandsbepalingen  hebben  telken  jare  betrekking 
op  een  drietal  afleiders,  op  uiteengelegene  deelen  van  het 
gebouw  te  kiezen,  in  dier  voege  dat  telkens  in  drie  jaren 
alle  afleiders  van  het  gebouw  zgn  onderzocht  geworden. 

Die  bepalingen  bestaan  in: 

1^.  eene  weêrstandsmeting  van  de  geleidende  verbinding, 
die  het  gebouw  oplevert  tusschen  een  vast  aangenomen 
centraal  punt  van  het  dak  en  den  voet  van  elk  der  drie 
te  onderzoeken  afleiders; 

20.  eene  weêrstandsmeting  van  de  geleiding  tusschen  de 
spits  van  eiken  afleider  en  een  nab^gelegen  punt  van  het 
metalen  dak ; 

30.  eene  weêrstandsbepaling  van  de  aardgeleiding  van  elk 
der  drie  te  onderzoeken  afleiders. 

De  afleiding  van  de  directeurswoning  moet  telken  jare 
worden  geschouwd  en,  op  eene  dergelijke  wgze  als  hierboven 
werd  voorgeschreven,  door  weêrstandsmeting  worden  beproefd. 

Van  elke  beproeving  of  onderzoeking  zal  een  schriftelgk 
Terslag  worden  opgemaakt,  hetwelk  door  tusschenkomst  van 
den  Architekt,  die  met  het  toezicht  over  het  gebouw  is  be- 
last, aan  den  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken  wordt 
toegezonden. 

De  uitvoering  van  de  weêrstandsbepalingen  zal  kunnen 
bevorderd  worden  door  het  aanbrengen  van  vaste  geleidingen. 
Het  schijnt  wijders  wenschelgk,  de  metingen  telken  jare  te 
doen  plaats  hebben  met  behulp  van  dezelfde  werktuigen 
en  standaardweêrstanden,  welke  te  dien  einde  in  het  ge- 
bouw bewaard  big  ven. 

Naardien  de  bgzonderheden,  die  op  een  en  ander  be- 
trekking hebben,  voor  een  groot  deel  afhangen  van  plaat- 
selgke    omstandigheden    en    van   hetgeen   dienaangaande  bg 


de  eem^  beproeving  de  onderyinding  zal  leeren,  meent  de 
Commissie  te  moeten  aanbevelen  dat  de  persoon^  die  tot 
het  yerrichten  der  beproevingen  zal  worden  aangewezen, 
met  haar  in  overig  trede  tot  het  ontvangen  van  meer  be- 
paalde aanw^zingen  en,  zoo  noodig,  tot  het  ontwerpen  yan 
eene  nadere  instructie. 

Haarlem y  Amsterdam^  Leiden, 
20  Januari  1888. 

J.  BOSSCHA. 

J.  D.  VAN  DER  WAAIA 
H.  A.  LOEENTZ. 


VERSLAG 


OYEB  DB 


YBBHANDELiNG  DES  Heeren  Dr.  G.  SCHOUTEN: 

#DE  REGEL  VOOR  DEN  BAANVORM  EN  DE  EIGENSCHAPPEN 
DER  CENTRALE  BEWEGING  GRAPHISOH  TOEGELICHT". 

(Uitgebracht  in  de  Yetgadering  Tan  88  Janoari  1888). 


In  het  jaar  1855  is  door  Benjamin  Pbircb  in  zjne  »PAy- 

9ical  and  celestial  mechanics'^    eene  graphische  methode  ter 

bestadeering  van  centrale  banen  medegedeeld,  welke  meerdere 

aandacht    blgkt   te    verdienen  dan  er  tot  heden  aan  gew^d 

.  sch^nt  te  z^n. 

Zet  men  op  de  abscissen-as  van  een  rechthoekig  coördi- 
naten-stelsel het  vierkant  van  de  reciproke  waarde  vanden 
voerstraal  af,  en  gebruikt  men  als  ordinaat  de  waarde  van 
de  potentiaalfunctie  der  centrale  kracht  met  omgekeerd  tee- 
ken, zoodat  eene  kromme  (potentiaalkromme)  ontstaat,  wier 
gedaante  afhankelgk  is  van  de  heerschende  krachtenwet, 
dan  kunnen  verschillende  grootheden,  die  op  de  centrale 
baan  betrekking  hebben,  onmiddellgk  uit  de  figuur  a%elezen 
worden,  nadat  vooraf  in  die  figuur  eene  rechte  Ign  getrok- 
ken is,  die  op  bepaalde  w^ze  met  de  te  onderzoeken  baan 
samenhangt.  Deze  rechte  namelgk,  die  naar  de  zgde  der 
positieve  abscissen  stygende  zal  moeten  zgn,  behoort  tot 
richtingscoëfficiënt  te  bezitten  het  dubbele  vierkant  der  sec- 
torsnelheid, terwgl  de  ordinaat  van  haar  sngpunt  met  de 
ordinaten-as  bepaald  wordt  door  de  energie  in  de  baan  met 
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tegengesteld  teeken.  Banen  van  gel^ke  sectorsnelheid  wor- 
den dus  voorgesteld  door  evenwgdige  Ignen ;  die  van  gelgke 
energie  door  Ignen,  gaande  door  éénzelfde  punt  der  ordina- 
ten-as, lager  gelegen  naarmate  die  energie  grooter  is. 

Terwgl  de  snijpunten  dezer  rechte  met  de  potentiaal- 
kromme  apo-  en  pericentra  der  baan  aanwgzen,  zgn  alleen 
die  gedeelten  der  rechte,  waar  zg  zich  beneden  de  potenti- 
aalkromme  bevindt,  voor  de  centrale  banen  van  beteekenis. 
Zg  nu  A  (fig.  7  van  de  verhandeling  van  den  Heer  Schou- 
ten) een  punt  op  zulk  een  gedeelte  der  rechte  gelegen, 
bezittende  yi  tot  ordinaat;  C  het  punt  der  potentiaalkrom- 
me  'twelk  dezelfde  abscis  en  y^  ^  yi  tot  ordinaat  bezit ; 
wordt  voorts  door  J?,  het  snigpunt  der  rechte  met  de  ordi- 
naten-as eene  Ign  y  =  yo  getrokken ;  dan  wordt  de  radiale 
snelheid  in  het  met  A  overeenkomstige  punt  der  centrale 
baan  gemeten  door  |/2  (y^  —  y^,  de  totale  snelheid  door 
|/2  (yg  —  jq),  de  sinus  van  den  hoek  fi  tusschen  voerstraal 

en    raaklgn    door    j/lIE^^    -^   ^^^f^  ^^  kromtestraal  q 

der  centrale  baan  hangt  op  eenvoudige  wgze  met  de  figuur 
samen.  Trekt  men  in  C  de  raaklijn  aan  de  potentiaalkromme 
en  door  het  sngpunt  dier  raaklgn  met  de  ordinaten-as  eene 
Ign  y  =  yg,  dan  is: 

Het  is  van  deze  wgze  van  graphische  voorstelling  dat  de 
Heer  Schouten  gebruik  maakt  om  de  vroeger  door  hem 
{VersL  en  Meded,  3*«  Reeks,  Deel  IH)  en  door  den  eerst- 
ondergeteekende  (Versl  en  Meded.^  2*^»  Reeks,  Deel  XX) 
ontwikkelde  eigenschappen  der  centrale  banen  en  de  regels 
ter  bepaling  van  den  baanvorm  af  te  leiden,  en  het  moet 
erkend  worden  dat,  door  de  methode  van  Pbiece  toe  te 
passen  en  uit  te  breiden  op  de  wgze  zooals  zulks  door  den 
Heer  Schouten  is  geschied,  een  bgzonder  helder  inzicht  ver- 
kr^en  wordt  in  de  vroeger  gevonden  stellingen.  Zoo  blgkt 
het  dat   in    een  stabiliteitsgebied  de  potentiaalkronmie  hare 
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holte  naar  beneden,  in  een  iustabiliteit^ebied  naar  boven 
keert,  terw^l  uit  deze  omstandigheid  de  kenmerkende  eigen- 
schappen van  deze  beide  soorten  van  gebied  geheel  onge- 
zocht voortvloeien.  Eene  raaklgn  aan  de  kromme  stelt  na- 
melgk  in  het  eene  geval  slechts  eene  stabiele  cirkelbaan, 
in  het  andere  eene  cirkelspiraalbaan,  welke  baanvorm  aan 
PoBCB  onbekend  schgnt  geweest  te  zgn,  met  hareasympto- 
tische  instabiele  cirkelbaan  Toor. 

Op  één  enkel  punt  verschillen  wg  met  den  Heer  Schouten 
van  gevoelea.  Het  betreft  het  zeer  b^zondere  geval  dat  de 
eerste  a%eleide  van  de  kracht  naar  den  afstand  oneindig 
groot  wordt  en  de  snelheid  juist  de  waarde  en  richting  der 
cirkelsnelheid  bezit.  Volgens  Dr.  Schouten,  en  in  afwyking 
met  zijne  vroeger  uitgesproken  meening  {VersL  en  Meded.^ 
3d«  Reeks,  Deel  IH,  p.  408 ;  vergeligk  ook  2^»  Reeks,  Deel 
XX,  p.  265)  is  dan  toch  de  cirkelbaan  onmogelgk,  maar 
zal  eene  andere  baan  beschreven  worden,  die  met  de  cirkel- 
baan eene  aanraking  van  hoogere  orde  bezit.  Wg  meenen 
daarentegen  dat  hier  twee  banen  mogelgk  moeten  worden 
geacht,  zelfs  somtyds,  zooals  blgken  zal,  een  drietal. 

Laat  om  dit  toe  te  lichten: 

J==/'Q-|-il(r— ro)*+  termen  met  hoogere  machten  van  (r— ro) 

de  centrale  kracht  aangeven,  dan  zal  aan  de  bewegingsver- 
gelgkingen : 

d^r  /dg)\*  „    ^dr    dq>  d^(p 

dfi         \dt)  dt     dt^      dt^ 

voortdurend  voldaan  worden  door: 

mits: 

ro  G)*  =  ^0 
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en  het  sch^nt  ons,  dat  daarom  de  cirkelbaan  als  eene  mo- 
gelgke  baan  moet  worden  erkend.  Daarnaast  bestaat  nu 
echter  eene  oplossing: 

2 

r  =  r^j  +  a(±:  <)^— *   +  hoogere   machten   van  t 

<p  =  fi7«  +  /?(d:  i)ï-«  -f-  hoogere  machten  van  t 
alwaar  a  en  ft  moeten  voldoen  aan  de  voorwaarden: 

verkregen  door  op  de  laagste  machten  van  t  acht  te  slaan. 
Voor  a  vindt  men  hieruit,  behalve  a  =  O  welke  oplossing 
weder  tot  de  cirkelbeweging  terugvoert  en  met  de  andere 
gelgk  recht  van  bestaan  bezit, 

-         2(1+0 


Daarb^  zullen  nu,  aannemende  dat  e  een  meetbaar  ge- 
broken is,  verschillende  gevallen  te  onderscheiden  zgn,  naar 
gelang  teller  en  noemer  even  of  oneven  z^n.  Z^n  beiden 
bgv.  oneven  en  is  A  positief,  dan  wordt  deze  oplossing  on- 
bestaanbaar en  de  cirkelbaan  is  de  eenig  mogel^ke.  Inder- 
daad bevindt  zich  dan  aan  weerskanten  stabiliteitsgebied.  Is 
A  daarentegen  negatief,  dan  zgn  naast  de  cirkelbaan  twee 
banen :  eene  binnen-  en  eene  buitenwaartsche,  mogelyk.  In 
het  algemeen,  zal  eene  dergelgko  baan  steeds  gevonden  wor- 
den aan  de  zgde  waar  zich  instabiliteitsgebied  bevindt.  Daarbg 
dient  dan  ook  op  het  geval: 

gelet  te  worden. 

Wellicht    vindt   de    schrgver  in  het  bovenstaande  aanlei- 
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ding  tot  eenige  wgziging,  want  ook  afgezien  van  de  meer 
specalatieve  z^de  van  het  hier  opgeworpen  vraagstuk,  schgnt 
ons  z^ne  berekening  eenige  herziening  te  behoeven.  In  elk 
geval  betreft  het  geheele  punt  van  verschil  eene  bgzaak  en 
bevelen  w^  gaarne  zijne  verhandeling  ter  opneming  in  de 
Verslagen  en  Mededeelingen  aan. 

D.  J.  KOBTEWEG. 
P.  H.  SOHOÜTE. 


DE  REGEL  VOOR  DEN  BAANVORM 


SN  DE 


EIGENSCHAPPEN  DER  CENTRALE  BEWEGING. 


OBAPHISCH  TOEGELICHT  DOOK 


Dr.    G.    SCHOUTEN. 


I.     Inleiding. 

De  uitkomsten  gevonden  in  de  verhandeling  »Algemeene 
regel  voor  den  baanvorm  en  duur  der  centrale  beweging"*) 
zgn  hoofdzakelgk  afgeleid  uit  de  vergelijking: 

ro 

door  na  te  gaan,  óf,  en  zoo  ja,  op  welke  afstanden  tot  het 
centrum  de  radiale  snelheid  nul  wordt,  m.  a.  w.  door  de 
wortels  te  bepalen  van  de  vergelgking: 


r3 


In  de  volgende  bladz^den  zullen  deze  wortels  graphisch 
geconstrueerd  worden.  De  krommen,  wier  onderlinge  sn^- 
punten  de  wortels  zullen   geven,  kunnen  zoo  gekozen  wor- 


*)  Verslagen  en  Mededeelingen  der  KoninkL  Akad,  van  Weiemek.,  Afd, 
Nataurk.,  3^  Reeks,  Deel  lU. 
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den,  dat  een  er  van  in  een  rechte  lijn  overgaat;  de  rich- 
ting er  van  wordt  bepaald  door  de  sectorsnelheid  der  be- 
w^ing  (de  vlakte  n.1.  door  den  voerstraal  in  de  tgds- 
eenheid  beschreven^,  terwgl  overigens  hare  ligging  in  het 
vlak  enkel  afhangt  van  de  energie^  waarmede  de  beweging 
plaats  grgpt. 

De  andere  kromme  wordt  bepaald  door  de  krachtenwet 
alleen. 

Is  dns  deze  kromme  op  een  rechthoekig  coördinaten-stelsel 
geieekend,  dan  zal  elke  Ign  in  haar  vlak  getrokken  in  de 
punten,  waar  ze  deze  snijdt,  de  afstanden  geven,  waar  de 
peri"  en  apoceiitra  der  baan  gelegen  zijn.  De  sector  snelheid^ 
waarmede  de  beweging  in  die  baan  plaats  gr^pt,  zal  be- 
paald worden  door  den  hoek,  dien  de  l^n  met  de  abscissen- 
as  maakt,  terw^l  de  energie  van  't  bewegend  punt  gegeven 
wordt  door  het  sngpunt  der  lyn  met  de  ordinaten-as. 

Een  verplaatsing  van  de  lijn  in  het  vlak  zal  op  graphi- 
sche  wgze  het  verband  aanwijzen,  dat  er  tusschen  de  ligging 
efi  ajmeting  der  baan  en  de  seciorsnelheid  en  energie  van  de 
beweging  in  die  baan  bestaat,  en  ons  voeren  tot  een  alge- 
meenen  regel  voor  den  baanvorm,  die  overeenstemt  met 
dien,  welke  gegeven  is  in  §  51  van  bovengenoemde  ver- 
handeling. 

Verder  zal  de  kromme  blgken  eigenschappen  te  bezitten, 
wier  kennis  in  staat  stelt  een  menigte  eigenschappen  der 
centrale  beweging  uit  een  figuur  te  lezen.  Alle  eigenschap- 
pen der  banen  zoowel  in  bovengenoemde  verhandeling  als 
in  die  van  Prof.  Kortbwbg  »Ovèr  de  banen  beschreven  on- 
der den  invloed  eener  centrale  kracht"  ')  voorkomende, 
vinden  we  op  die  wijze  terug. 

Omdat  de  graphische  methode  uit  den  aard  der  zaak  niets 
leert  omtrent  den  duur  der  beweging,  en  de  kennis  omtrent 
het  al  of  niet  eindig  z^n  van  den  duur  toch  een  vereischte 
is  om  over  de  werkelijke  beweging  te  kunnen  oordeelen, 
zoo    zullen    we    door   de    notatie  {A.  R.  §)  verwezen  naar 


*)  Verüagen  en   Mededeelingen  der  Kon    Akad,  v.  Weiene.^  Afd.  N«« 
tuurk.,  2*e  Keek»,  Deel  XX, 
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de  §  van  den  »Algemeene   regel  voor  enz.",  Tvaar  de  bere- 
kening een  beslissing  geeft. 

De  eer  van  de  gelukkige  keuze  voor  de  krommen,  die  in 
dit  geval  de  wortels  der  vergelgking  bepalen,  komt  toe  aan 
B.  Peirce.  Althans  in  zijn  werk  A  aystem  of  Analytic  Mt" 
chanics  past  hi]  de  graphiscbe  methode  toe ;  en  hoewel  zgn 
onbekendheid  met  banen  met  asymptotische  binnen-  en  bui- 
tencirkels een  leemte  veroorzaakt  in  z^ne  toepassing,  zijn 
toch  de  uitkomsten  door  hem  gevonden  zoo  verrassend  een- 
voudig, dat  ze  mij  aanspoorden  een  poging  aan  te  wenden 
om  die  leemte  aan  te  vullen. 


ir'2  =  iro'^+   /  ^        dr: 


II.       De   POTElïTIAALKUOHME   EN    DB   8SCT0BLUN. 

1.  Stellen  we  in  de  formule  (6)  van  {A.  R.  §  2),  nl. 

j-Fdr  =  U, 

dan  gaat  ze  over  in 
of  ook,  omdat 

is,  in 

ir'«=£7-(F+üo_iV). 

Omdat    de    eerste    voorwaarde    voor    de  mogelgkheid  der 
beweging   is,    dat    r'^  geen  negatieve  waarden  mag  hebben. 


i 
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ZOO  zal  alleen  beweging  kunnen  plaats  grijpen  op  afstan- 
den, voor  welke 

is.  Wordt  nu  U  als  ordinaat  y  genomen  op  een  rechthoe- 
kig coördinaten-stelsel,  waarvan  r  de  abscis  is,  dan  zal 

y=  ü 

de  vergel^king  eener  kromme  voorstellen,  welker  gedaante 
alleen  afhangt  van  de  krachtenwet,  en  die  door  Peiecb 
fotenüaalkromme  is  genoemd. 

Wordt  evenzoo  F"  -J-  Üq  —  \v^  als  ordinaat  uitgezet, 
dan  stelt 

de  vergelijking  eener  tweede  kromme  voor,  welker  vorm 
alleen  zal  afhangen  van  de  sectorsnelheid  ^  (7,  en  daarom 
sectorkromme  genoemd  zal  worden. 

Zyn  beide  krommen  op  hetzelfde  coördinatenstelsel  ge- 
teekend,  dan  zullen  alle  deelen  der  potentiaalkromme,  wier 
ordinaten  grooter  zijn  dan  de  overeenkomstige  ordinaten 
der  sectorkromme,  of,  zooals  we  dit  in  't  vervolg  zullen 
uitdrukken,  die  boven  de  sectorkromme  gelegen  zgn,  de  af- 
standen aanwezen,  op  welke  de  beweging  alleen  mogelgk  is. 

C» 
2.  Daar   F'=  -— r  is,  zal  de  sectorkromme  in  een  rechte 
2r* 

1 

Ign  overgaan,  als  niet  r  maar  —  als  abscis  wordt  uitgezet. 

T 

Kiezen  we  dus  op  het  voorbeeld  van  Pbircb  —•  tot  abscis 


«,  en  dmkken  we  ook  ü  in  x  uit,  dan  stellen 

V—  ü 

.   .   (1^ 

i/       ^f  •  »  •                           .  .  .  . 

•  -(2) 

resp.  de   vergelgkingeu  voor  van  de  potentiaalkromme  en  de 
teetorlijn. 
3.    Wordt    aan    de   kracht   F  een  nieuwe  van  den  vorm 
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-r  toegevoegd,  dan  wordt  TJ  vermeerderd  met  ^  ol\fix. 

Laat  men  echter  ü  onveranderd,  maar  vermindert  men  V 
met  \  fi  Xj  dan  zal  dit  geen  invloed  op  de  waarde  voor  r'* 
hebben.  Die  vermindering  van  F"  zal  C^  in  C* — //  veran- 
deren,   zoodat  dus  het  vermeerderen  van  de  centrale  kracht 

met   de   waarde  -^  overeenkomt  met  een  vermindering  van 

C^  met  fi^). 

4.  Eigenschappen  der  potentiaalkromme. 

De    raakl^n    aan    de    potentiaalkromme    maakt    met    de 

abscissen-as  een  hoek,  welks  tangens  —  gegeven  wordt 
door 

dv       d  U    dx 

/  =  y-:-  =  4^»^ (3) 

dx        dr     dr 

Hieruit  volgt: 

De  potentiaalkromme  stijgt  bij  toenemende  abêcissen  voor 
aantrekkende^  daalt  voor  afstootende  krachten  f). 

Waar  dus  de  potentiaalkromme  evenwijdig  is  aan  de 
abscissen-as,  is  de  kracht  nul,  waar  ze  er  loodrecht  op  ge- 
richt 18  echter  oneindig  groot.  Voor  ^  =  "^  is  de  poten- 
tiaalkromme een  rechte  Ign, 

5.  Verder  is 


d^y       d^Ff^    dj^_       ^ 


dFf^ 


dx^  dr         dr  dr 


(4) 


Hieruit  volgt: 

Die  deelen  der  potentiaalkromme,  welke  hunne  bolle  zijde 
naar  de  ordinaten-as  gekeerd  hebben,  geven  de  aüstanden 
aan,  voor  welke  Fr^  een   wassende  functie  van  r  is;  daar- 


*)  Hiermede  is  de  stelling  van  A.  R.  {  4  bewezen.  Bovenstaand  bew^s 
komt  voor  by  Peiscb^  §  7ü7. 
f)  FxiXGB,  S  709. 
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ent^n  zullen  die  deelen  der  potentiaalkromme,  welke  hnnne 
hoUe  Tgde  naar  de  ordinaten-as  keeren^  de  afstanden  aange- 
ven, voor  welke  Fr^  een  afnemende  functie  van  r  is.  Elk 
buigpunt  der  potentiaalkromme  geeft  een  afstand,  voor  wel- 
ken Ff^  een  maximum-  of  minimumwaarde  bereikt. 

Deze  eigenschappen  laten  zich  op  de  volgende  w^ze  in 
irooiden  brengen,  als  w^  gebruik  maken  van  de  benamin- 
gen, die  Prof.  Kortbwbg  in  zijn  Verhandeling  gebruikt*): 

In  een  (zfstootingsgebied  is  de  potentiaalkromme  dalende  bij 
toenemende  abeciêsen* 

In  een  stcUnliteitsgebied  heeft  de  potentiaalkromme  haar 
BOLLE,  in  een  instabiliteitegebied  haar  holle  zijde  naar  de 
POsrriEVS  ordinaten-as  gekeerd.  Elk  buigpunt  in  een  stijgend 
deel  wyst  de  grens  aan  tusschen  een  stabiliieitS'  en  instabili" 
teiis-gebied. 

In  een  omgekeerde  derdemachtS' gebied  is  de  potentiaalkromme 
een  rechte  lijn. 

Ia  dus  de  potentiaalkromme  geteekend,  dan  zal  ze  de 
verschillende  soorten  van  gebied  aangeven,  waaruit  het  be- 
wegingsveld bestaat. 


Is  bovenstaande  kromme  de  potentiaalkromme  voor  zekere 
kiachtenwet,  dan  zal  rondom  het  centrum  tot  op  een  af- 
stand, aangegeven  door  het  punt  ^,  een  stabiliteitsgebied 
gelden  zgn.  Daarop  volgen  in  volgorde  naar  de  oneindige 
ruimte  een  instabileitsgebied  AB,  een  afstootingsgebied  BC^ 
een  stabiliteitsgebied  CDy  een  instabiliteitsgébied  DE^  een 
staliliteitsgebied  EF^  en  eindel^k  een  instabiliteitsgébied  F  O. 


•)  KoBTBWEG  §  3.  Het  gebied,  waar  de  kracht  af  stoeiende  werkt,  heet 
een  aftiootingtgebied;  waar  ze  aantrekkende  is,  een  stabiliteitsgebied  in- 
geral  Fr*  een  wassende,  een  instabiliteitsgébied  als  Ff*  een  afnemende 
fanctie  van  r  is.  Is  Fr^  standvastig,  dan  heet  het  gebied  een  omgekeerde 
derdemaekU^ebied, 
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6.  De  weg  naar  het  centrum  ligt  voor  't  punt  open,  als 
voor  r  =  O  of  a?  =-  00 

—  dr  en   U-'Uq:=:z  l    F  dr 

O  o 

is,  gaat  deze  ongel^kheid  nu  over  in 


Fdr>j    -d 


00^ 


welke  volgens  de  notaties  van  (A.  A.  §  44)  op  de  volgende 
wgze  kan  geschreven  worden: 

Dit  stemt  volgens  (A.  R.  §  51)  met  de  berekening  over- 
een. Volgens  (A.  R.  §  52)  zal  de  spiraalvormige  tak,  die 
naar  het  centrum  voert,  een  eindig  of  oneindig  aantal  win- 
dingen hebben,  naar  gelang  q)(o)  {Fr^  =z  g){r)  stellende) 
oneindig  groot  of  eindig  is,  d.  w.  z.  naar  gelang  de  poten- 
tiaalkromme  voor  oneindig  groote  abscissen  de  ordinaten-as 
tot  grensrichting  heeft  of  niet.  Het  laatste  moet  het  geval 
wezen,  als  het  centrum  omgeven  is  van  een  stabiliteits-gebied^ 
het  eerste  kan  alleen  *t  geval  wezen  als  om  het  centrum 
een  instahiliteiUgehied  ligt. 

Gevolg.  Omdat  de  potentiaalkromme  voor  alle  afstanden, 
op  welke  de  beweging  plaats  grijpt,  boven  of  op  de  sector- 
Ign  moet  gelegen  z^n,  zoo  zal  noodzakelijk 

(?<q>{o) 

zgn,  als  de  baan  zich  tot  in  het 
centrum  uitstrekt.  Doch  deze 
voorwaarde  is,  wat  C*  =  g)(0) 
betreft,  niet  voldoende.  Wordt 
toch  het  centrum  door  een  in- 
siahiliteitsgébied  omringd,  dan  zal 
de  potentiaalkromme  een  asymp* 
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toot  hebben.  Heeft  nn  de  sectorlgn  de  richting  van  die 
asymptoot,  maar  ligt  ze  boven  deze,  dan  zal  ze  de  poten- 
tiaalkromme  zeker  sneden,  zoodat  de  weg  naar  het  centrum 
is  afgesneden. 

Dezelfde  nitkomst  is  door  berekening  gevonden  in  (A.  B. 
§  33 — 36),  waar  is  aangetoond,  dat  voor  C®  =  qt)  (0)  het 
centram  dan  alleen  bereikt  wordt,  als  tegel^kertgd  A^A^ia. 

7.  De  w^  naar  het  oneindige  ligt  voor  het  punt  open, 
als  voor  r  =:  oo    of  ar  =:  O : 

is.    Nu  is  voor    r  =  oo     V=  O  en   ü—  U^  =  —  j    Fdr^ 
zoodat  de  ongelgkheid  ovei^aat  in 

00 

iV- j    Fdr>0, 
of  ook  in 


kvo^+  r^'i^yij  ^^' 


welke  met  behulp  van  de  notaties  in  (A.  R.  §  44)  als  volgt 
geschreven  kan  worden: 

Dit  stemt  overeen  met  de  berekening  (A.  B.  §  51). 
Gevolg.  Wordt  het  bewegingsveld  begrensd  door  een  «te- 
liliteitsgAiedj  dan  zal  voor  A  =  A^  noodzakelgk 

(?<9)(oo) 

moeten  zgn,  terwgl  C^  >  9  (  oo)  alle  be- 
weging op  zeer  grooten  afstand  van 't  cen- 
trum uitsluit.  Dit  stemt  overeen  met 
(A.   R.  §  IS).     Is   echter   op    oneindigen 
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a&tand  een  instabUiteitagMed  gelegen,  dan 
zal  voor  -4  =  -4^  noodzakelgk : 

C2<9(oo) 

moeten  zgn,  daar  C*  >  9  (oo  )  de  bewe- 
ging op  zeer  grooten  a&tand  uitsluit. 
Dit  stemt  overeen  met  (A.  B.  §  43). 

8.   ElOSNSCHAPFEN   DER   SECTOELUy. 

De  sectorlfln  maakt  met  de  abscissen-as  een  hoek  q>,  welks 
tangens  gelgk  ^  (?  is,  terw^l  ze  de  ordinaten-as  sngdt  in 
een  punt,  dat  op  een  afstand  Üq—^  vq^  van  den  coördinaten- 
oorsprong  ligt. 

Hieruit  volgt: 

1.  Een  verplaatsing  van  de  sectorlijn  evenwijdig  aan  zich 
zelve  zal  alle  banen  leeren  kennen^  die  met  dezelfde  sector^ 
snelheid  worden  beschreven. 

Geschiedt  de  verplaatsing  van  de  sectorl^n  zóó,  dat  haar 
sngpunt  met  de  ordinaten-as  zich  in  de  negatieve  richting 
van  deze  verplaatst,  dan  zal  de  energie  van  de  overeenkom- 
stige beweging  van  't  punt  toene.men. 

2.  Een  wenteling  van  de  sectorlijn  om  een  punt  van  de 
ordinaten-as  zal  alle  banen  doen  kennen,  welke  met  dezelfde 
energie  beschreven  worden. 

9.   In    elk  punt,  waar  de  sectorlgn  de  potentiaalkromme 

snfldt,  is  r'  =  O,  maar  i  C®  ^  i  Ff^,  of  ook,  daar  volgens 

(A.  R.  §  2,  formule  (4)) -.—  =  r"  is,  r"  J  0. 

Zulk  een  sn^punt  geeft  dus  een  afstand  aan,  waar  de 
baan  een  apo-  of  pericentrum  heeft,  daar  de  berekening 
heeft  geleerd,  dat  zulk  een  afstand  steeds  door  het  bewe- 
gende punt  wordt  bereikt. 

Wg  vinden  dus: 

Elk  snijpunt  van  de  sectorlijn  met  de  potentiaalkromme 
geeft  een  apo-  of  pericentrum  van  de  baan;  «en  akwbntktjh, 
als  de  potentiaalkromme  zich  boven,  een  febicentbuu,  ais  ze 
zich  ONDER  de  sectorlijn  voortzet. 
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10.  In  elk  punt,  waar  de  sectorlgn  de  potentiaalkromme 
raakt,  ia  niet  alleen  r'  =  O  maar  ook  r"  =  0. 

Ligt  zulk  een  raakpant  in  een  stabiliteitsgebied,  dan  kan 
de  beweging  op  den  afstand  door  het  raakpunt  aangegeven 
slechts  cirkelvormig  wezen. 

Ligt  het  raakpunt  echter  in  een  in- 
stabiliteitsgebied,  dan  bestaat  de  mo^ö- 
lijhheid^  dat  het  punt  de  cirkelbaan 
verlaat. 

Teneinde    dit  nader  te  onderzoeken, 
stellen  we  de  functie  C^  —  9  (r),  welke 
voor   r  =  ro   gel^k    nul   is,  onder  de 
volgende  gedaante: 

C*  —  qp  (r)  =  -4  r^  Q{r — r^f  +  termen  met  hoogere  machten 

van  (r— ro). 

A  stelt  een  constante  voor  en  q  een  functie  van  r,  die 
zoowel  op  als  even  buiten  de  cirkelbaan  eindige  positieve 
waarden  heeft.  Verder  is  6  in  zooverre  willekeurig,  dat  ze 
grooter  dan  O  moet  zgn  en  voor  q){r)  dus  ook  voor  F  een 
bestaanbare  waarde  levert  voor  r  <^  tq. 

Is  €  b.  V.  een  breuk  met  oneven  teller  en  noemer,  dan 
ligt  de  cirkelbaan  in  een  stabiliteitsgebied  voor  J.  <^  O,  in 
een  instabiliteitsgebied  voor  A^Q\  is  de  teller  echter 
eoen^  de  noemer  dus  oneven,  dan  vormt  de  cirkelbaan  de 
grens  tosschen  een  stahiUteitS"  en  een  instdbiliteUsgebied^  het 
laatste  buitenwaarts  voor  A  >•  O,  echter  binnenwaarts  voor 
4<0. 

In  de  gemaakte  onderstelling  voor  C^ — q>{r)  volgt  uit 


r8 
ro 


waaruit  op  nieuw  blgkt  dat  voor  ^  4^  O  de  beweging  bui- 
ten de  cirkelbaan  onmogelgk  is. 
Verder  is 
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r'=±Xir-r^)^    + (a) 


waar  X  een  veranderlijke  factor  is. 

Wordt  deze  vergelgking  geïntegreerd,  dan  komt  er 

l—l 
t-to  =  X^(r-ro)^    + (6) 

als  €  ongelgk  aan  1  is;  echter 

<-«o  =  ^ii(^-^o)+ W 

voor  €  =  !• 

Hieruit  blgkt,  dat  voor  £  >  1  de  eenig  mogelflke  oplos- 
sing is  r  =  ro ;  dat  voor  €  ^  1  de  onderstelling  r:=:rQ 
uitgesloten  is.  Deze  is  een  singuliere  oplossing  van  de  bewe- 
gingsvergelykingen,  wat  zoowel  uit  de  algemeene  oplossing 
(b)  als  uit  de  differentiaalvergel^king  (a)  blijkt. 

d  r  dr 

Volgens  (b)  is  —  op  het  teeken  na  gelijk  aan  — ,  zoodat 
dtQ  d  t 

dr  ^  1±L 

—  =  =p  A  (r— ro)  2    +  . . . 

dr 
is.   Omdat   deze   uitdrukking    voor  —  nul  is  voor  r  =  rQ, 

d  tQ 

zal  de  oplossing  r  =  r^  een  singuliere  wezen. 

Evenzoo  volgt  uit  (a): 

dr'        r"  «r± 

—  =  -7  =  =*=  i"  (^— ^o)  ^    +  • .  . 
ar        r 

dr' 
zoodat  —   voor    r  =  ^q   een   oneindig   groote  waarde  ver- 
dr 

krggt,   als   6  <^  1    is,   waaruit  op  nieuw  blflkt,    dat  r  =  ro 

een  singuliere  oplossing  is. 

(Vergelgk  Boolb,  A  Treattse  on  Differmtial  Equations, 
Chap  VIII,  art.  11). 

In  het  laatste  geval  moet  de  baan,  die  het  punt  be- 
schrijft, met  de  cirkelbaan  een  aanraking  van  hoogere  orde 
hebben.  Terwyl  bg  de  singuliere  oplossing  r  zizr^  alle  a%e- 
leiden    r(«)    van   r    naar  den  tyd  nul  zgn,  zal  dit  niet  het 
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geval  kunnen  z^n  met  alle  afgeleiden,  zooals  die  door  di£Pe- 
rentiatie  uit  de  bewegingsvergel^kingen  Yoortvloeien,  als 
daarin  r  =  rQ  gesteld  wordt.  Is  r^i*)  de  eerste  onder  deze, 
die  niet  nul  wordt,  zal  de  aanraking  van  de  (n — 1)®  orde 
wezen. 
Omdat 

dr 
is,    zal    de    exponent  van  de  laagste  macht  van  (r — Vq)  bg 

6  +  1 

elke  volgende  afgeleide   met  1  verminderd  doch   met  -— — 

1—6 

vermeerderd,  dus  in  't  geheel  met  — —  verminderd  worden, 

a 

1—6 

Die   exponent    is    bg    r(")    6,   dus  bg  r(«)  6^{n — 2)——  of 

n  n — 2  . 

-  6  —  — — .  Hieruit  volgt : 

2  2 

O  >  n—2 

r^i»)  =  eindig   voor  6  = 


00 


<      n    ' 


.^.  >n— 1 

rQ(«+*)  =  emdig  voor  e  =  , 

00  -<  n+1 

zoodat  de  aanraking   van    de  n®  orde  zal  wezen,  als  e  vol- 
doet aan  de  ongelgkheid 

n— 2    ^       ^  n— 1 

<«<  -TT» 

n  =  n+1 

welke  ook  op  de  volgende  wgze  kan  geschreven  worden: 

2 

waar    (1—6)    den    graad    van    oneindigheid    van    —  qp'  (tq) 
voorstelt. 

Is  dus  —  qo'  (ro)  =  oo  ,  dan  zal  het  punt  de  cirkelbaan 
onmiddeligk  verlaten;  of  het  zich  buiten  dan  wel  binnen 
deze  zal  gaan  bewegen,  blgft  onbeslist;  beide  richtingen 
zgn  even  goed  mogelgk,  onverschillig  van  welke  orde  de 
aanraking    zg.    Vormt  de  cirkelbaan  evenwel  de  grens  tus- 
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Bchen  een  stabiliteits-  en  een  instabiliteitsgehied,  dan  zal 
de  beweging  in  biet  laatste  plaats  grepen. 

Anders  is  het,  als  het  punt  gedurende  z^n  beweging  op 
de  cirkelbaan  komt  in  den  toestand  r'  =  O  en  r"  =  0.  Dit 
zal  het  geval  zgn,  als  de  sectorsnelheid  en  energie  van  de 
beweging  gelijk  z^n  aan  dezelfde  grootheden  bg  het  begin 
der  beweging  op  den  cirkel.  Is  de  aanraking  van  evmorief 
dan  zal  het  punt  de  cirkelbaan  overschrijden^  is  ze  van  ort- 
even  orde,  dan  zal  het  punt  terugkeeren,  na  de  cirkelbaan 
bereikt  te  hebben.  De  cirkelbaan  is  dan  de  omhidlende  van 
alle  mogelyke  banen,  die  het  punt  onder  dezelfde  krachten- 
wet  kan  beschrgven. 

De  gevonden  uitkomsten  laten  zich  in  de  volgende  woor- 
den samenvatten,  als  onder  (C^Vq)  een  cirkelbaan  verstaan 
wordt  met  den  straal  r^,  waar  langs  het  bewegende  punt 
voortbewogen  wordt  met  de  sectorsnelheid  4  C. 

Ligt  de  cirkelbaan  ((7,  ro)  in  een  stabiliteitagebiedj  dan  is 
ze  de  eenig  mogelijke  baan. 

Ligt  ze  in  een  instabüiteitegebied^  dan  evenzoo  als  —  q)'  (ro) 
een  eindige  waarde  heeft.  Is  echter  —  qo'  {tq)  een  oneindig 
groot  van  de  orde  )?,  dan  zal  de  cirkelbaan  niet  beschreven 
worden.  De  baan  van  het  punt  zal  met  de  cirkelbaan  een  aan^ 
raking    hebben^    waarvan    de    orde  wordt  aangegeven  door  het 

2 

grootste  geheele  getale  dat  kleiner  is  dan  -  *). 

Voor  elke  cirkelbeweging  vinden  we: 

De  sectorsnelheid  ^  C,  waarmede  de  cirkelbeweging  op  eeni- 
gen  afstand  plaats  grijpt^  wordt  bepaald  door  den  hoek  <p 
=  Are.  Tg,  J  C*,  dien  de  raaklijn  aan  het  overeenkomstige 
punt  der  potentiaalkromme  met  de  abscissen^as  maakt. 

11.  De  afstand  van  het  raakpunt  tot  de  Ign,  die  even- 
wgdig  aan  de  abscissen-as  getrokken  wordt  door  het  sng- 
punt  van  de  raaklgn  met  de  ordinaten-as,  wordt  gege- 
ven door 


*)  Deze  uitkomst  kwam  oo):  voor  in  de  verhaadeling,  zooaLa  ik  die 
voor  de  werken  van  de  Kon.  Akad.  van  Wetenschappen  aanbood;  even- 
wel was  ze  daar  op  een  andere  w^ze  afgeleid. 
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als  Ve  de  snelheid  der  cirkelbew^ng  voorstelt. 

Set  halve  vierkant  van  de  snelheid^ 
waarmede  de  cirkelbeweging  op  zekeren 
afstand  plaats  grijpt^  wordt  gegeven 
door  den  afstand  van  het  overeenkom- 
stige punt  der  potentiaalkromme  tot 
de  lijn,  die  evenwijdig  aan  de  abscis" 
sen-as  getrokken  wordt  door  het  snij'- 
punt  van  de  ordinaten-as  met  de  raak- 

lijn  aan  de  potentiaalkromme. 

12.    De  afstand   van  een  punt  der  potentiaalkromme  tot 

de  Ign,  die  evenwgdig  aan  de  abscissen-as  getrokken  wordt 

door   het  sngpnnt  der  sectorlgn  met  de  ordinaten -as  wordt 

bepaald  door 

ü- (üo  -  *  V)  =  *  V  +  pfdr  =  i  ««  *). 

r 

Bggevolg: 

Het  halve  vierkant,  waarmede 
de  beweging  op  zekeren  afstand 
plaats  grijpt,  wordt  gegevendoor 
den  afstand  van  het  overeenkom^ 
stige  punt  der  potentiaalkromme 
tot  de  lijn,  die  evenwijdig  aan  de 
absdssen-as  getrokken  wordt  door 
het  snijpunt  van  sectorlijn  en  or^- 
dinaten-as. 

Tevens  blflkt,  dat  de  inJioud  van  den  driehoek,  die  door  de 
ordinaat  wordt  afgesneden  van  den  hoek,  dien  de  sectorlijn  met 
bovengenoemde  lijn  maakt,  gelijk  is  aan 

het  vierkant  van  de  halve  hoeksndheid,  waarmede  de  voeretraal 
van  het  bewegende  punt  wentelt. 


*)  Pmbcb  §  712. 
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13.  De  hoek  t/s  dien  de  verbindingslijn  van  een  punt  der 
potentiaalkromme    mei    het   snijpunt   der  sectorlijn  en  de  ordi- 

C naten^as  maakt  met  de  abscissen^aSf 

wordt  bepaald  door 

tg  ip^=z =  i  t?*  r*. 

x 

14.     Is   (r,  s)  de  hoek,  dien  de 
Yoerstraal    van  't  bewegende   punt 
^     met  de  raaklgn  aan  de  baan  maakt, 
dan  volgt  uit  het  beginsel  der  vlakten,  nl.  «r«n(r,«J=  C: 

m»(r,«)z=  —- =  - — *) 
t?*  r*       tg  lp 

als  lp  de    hoek   is  in  §  13  genoemd,  en  9  =  Are*  Tg  ^  C^ 

de  hoek,  dien  de  sectorl^n  met  de  abscissen-as  maakt. 

15.     Is  ^  de    kromtestraal    van    de  baan,  dan  volgt  uit 

o» 

—  =  Fsin{r^s): 

Q 

^8in{r,s)  _  ili  _  £i  . V 

r         ~  Fr~  v^  ^^^ 

Bijgevolg:  de  projectie  van  den  kromtestraal  der  baan  op 
den  voerstraal  staat  tot  dien  voerstraal  zelf  als  het  vierkant 
der  snelheid  tot  dat  der  cirkelsnelheid. 


III.    Eigenschappen  van  be  banen  ber  centrale  beweging. 

16.  Met  behulp  van  de  ontwikkelde  eigenschappen  van 
potentiaalkromme  en  sectorlijn  worden  de  volgende  eigen- 
schappen der  banen  uit  een  figuur  a%elezen. 


*)  Peiece  geeft  sin-  (r,  s)  =  ■— . 

f)  Peibce  geeft  in  §  712  een  ecnigsz'ms  andere  uitdrukking  voor  den 
kromtestraal. 
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a.  Elke  cirkelbaan  in  een 


stabiliteitS' 
instabüiteitS' 
gebied  snijdt  alle  banen  in  dat  ge- 
biedj  die  met  dezelfde  sectorsnelheid 
als  deze  maar  met  grootere  energie 
beschreven  worden. 

In  het  snijpunt  is  de  radiale  sneU 


heid 


.  maximum 


A.  R. 


§12en§19 


)• 


minimum    \  §  29 

Volgt  hieruit  (A.*  R-  §  19),  dat 
alle  banen,  die  met  dezelfde  sector- 
snelheid  beschreven  worden  volgens 
de  krachtenwet  fir^^j  gelgke  para- 
meters hebben,  toegepast  op  de 
krachtenwet  fir  leert  de  eigenschap,  dat  alle  ellipsen  met 
dezelfde  sectorsnelheid  l)eschreven  geleken  inhoud  hebben. 
Zgn  toch  a  en  6  de  halve  assen  der  ellips,  dan  is  de  radiale 
snelheid  het  grootst  als  de  voerstraal  j/ o^  lang  is.  De  om- 
loopstijden zgn  dus  ook  gelijk. 

stabiliteitS'        , .   _       ...       ,, 
6.     Elke    cirkelbaan  in  een   ,       _,.    .       gebied  snijdt  alle 

mstabiliteitS' 

banen  in  dat  gebied,  die  met  dezelfde  energie  als  deze  maar 
met  kleinere  seciorsnellmd  beschreven  worden.  In  hei  snij- 
punt is 

V  =  Vc> 

maximum 


2. 


V  r 


minimum 

minimum 


3.  sin  (r, «) 

maximum 

4.  De  projectie  van  den  kromtestraal 
der  baan  op  den  voerstraal  gelijk 
aan  den  voerstraal. 

De  stellingen  onder  1,  2  en  3  komen 
overeen  met  de  stellingen  II  en  III  van 
Prof.  KoRTBWEG,  die  daaruit  afleidde,  dat 
alle    elliptische   banen,  die  met  dezelfde 


energie  beschreven  worden  onder  de  werking  van  een  kracht 
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fir-^^  gelgke  groote  assen  hebben;  worden  ze  echter  be- 
schreyen  onder  de  werking  van  de  kracht  ^r,  dan  zal  de 
diagonaal  van  den  rechthoek  op  de  assen  beschreven  b^  elke 
ellips  evenlang  zgn. 

De  stelling  onder  4  toegepast  op  de  krach  ten  wet  fir^"^ 
geeft,  dat  het  krommingsmiddelpunt  van  een  punt  eener 
ellips,  dat  gelegen  is  in  een  der  uiteinden  van  de  kleine 
as,  het  sn^punt  is  van  deze  as  met  de  loodlgn,  uit  eender 
brandpunten  opgericht  op  de  1^'n,  die  dat  brandpunt  met 
het  beschouwde  punt  der  ellips  verbindt.  Toegepast  op  de 
krachtenwet  fir  leert  ze,  dat  het  krommingsmiddelpunt  van 
een  punt  in  een  der  uiteinden  van  de  gel^ke  geconjugeerde 
middellonen  gelegen  gevonden  woi*dt  in  het  snijpunt  van 
twee  loodl^nen,  de  eene  opgericht  uit  het  middelpunt  der 
ellips  op  de  middellgn  van  *t  punt,  de  andere  uit  het  punt 
neergelaten  op  de  geconjugeerde  middellön. 

c.  In  een  stabiliteitsgebied  kan  de 
beweging  nimmer  cirkelvormig  worden, 
In  een  instabiltteitsgebied  zal  elke 
drkelbaan  aeymptotische  binnen-  of 
buitencirkel  wezen  voor  alle  banen  in 
dat  gebied^  die  met  dezelfde  energie 
en  sectorsneUieid  als  deze  beschreven 
worden  *)• 

Uit  de  figuur  blgkt,  dat  de  cirkelbaan 
in  een  instabiliteitsgebied  vanweers- 
zgden  kan  genaderd  worden,  en  de  be- 
rekening in  (A.  R.  §  28  en  §  30)  heeft 
doen  zien,  dat  daartoe  een  oneindig 
groot    tgdsverloop  noodig  is,  behalve 

dF^^ 

wanneer  op  de  cirkelbaan  oneindig  groot  is,  in  welk 

dr 

geval  het  bewegende  punt  de  cirkelbaan  zal  bereiken*  Op 
dat  oogenblik  is  r'  =  O,  r"  =  O,  sin  (r, «)  =  1  en  de  krom- 
testraal van  de  baan  gelgk  aan  den  straal  des  cirkels,  zoo- 


dF 


*)  Zie  voor   r~  =  «>  op  de  cirkelbaan  {  10. 
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dat  deze  de  kromtecirkel  yan  de  baan  is  ter  plaatse,  waar 
het'  pnnt  de  cirkelbaan  betreedt.  Op  dat  oogenblik  heeft 
dos  het  punt  een  beweging,  die  in  alle  opzichten  gelyk  is 
aan  de  cirkelbeweging,  zoodat  om  die  reden  in  (A.  B.  §  28) 
beweerd  werd,  dat  het  punt  de  cirkelbaan  voortaan  zal  be- 
schreven *). 

Verder   moge    nog   de   opmerking  gemaakt    worden,  dat 

dFr^ 

▼oor  =  —  00     de    potentiaalkromme  in  het  overeen- 

dr 

komstige  punt  een  oneindig  groote  kromming  zal  hebben. 

Als  nu  bg  een  buigpunt  de  kromming  nul  is,  zal  een 
cirkelbaan  op  de  grens  van  een  stabiliteits'  en  inetahüüeiUgehied 
eaymptotieche  cirkel  wezen  van  alle  hanen  in  het  instabüiteite- 
gebied^  die  met  dezelfde  sectorsnelheid  en  energie  als  de  ctr- 
kelbaan  beschreven  toordenf). 

d»  Een  geringe  storing  van  een  cirkelbeweging  in  e-en  stabi- 

Uteitsgelned   zal    aanleiding    geven  tot  een  nieuwe  beweging  in 

een    regelmatig  gegolfde    baan^    wier  peri-   en  apocentra  zeer 

toeinig   verwijderd   ztdlen  liggen  van  de  oorspronkelijke  cirkel- 

baan  (A.  B.  §  20). 

Bestaat    de    storing    alleen   uit    een 

vermeerdering 

van  de  tangentiale  snelheid, 
vermindering 

dan    zullen  de  centra  der  nieuwe 

apo' 

baan    op  de  oorspronkelgke  cirkelbaan 

gelegen  zgn. 

Veroorzaakt  de  storing  slechts  een 
radiale  snelheid,  dan  zal  de  nieuwe  baan 
hare  pericentra  binnen,  hare  apocentra 
nagenoeg  even  ver  buiten  de  oorspron- 
kelgke  cirkelbaan  gelegen  hebben. 

Veroorzaakt  de  storing  zoowel  een 
verandering  van  de  tangentiale  als  een 


♦)  Zie  echter  voor  dit  geval  }  10.  . 
f)  EosTBWXo,  stellhig  YI,  gevolg  a. 
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radiale  snelheid,  dan  zal  de  nieuwe  baan  de  cirkelbaan  regel- 
matig snijden. 

e.  Een  geringe  storing  van  een  cirkelbeweging  in  een  instor 
biliteitsgebied  zal  een  nieuwe  beweging  geven  in  een  baan^  die 
zich  bf  naar  den  binnenkant^  bf  naar  den  buitenkant^  b f  naar 
beide  kanten  tot  op  eindigen  afstand  van  de  cirkelbaan  zal 
verwijderen  {k,  R.  §  24)*). 

Geeffc    de    storing    alleen    een 

vermeerdering  ^  .  _ 

.   ,    .         van  de  tangentiale 
vermindering 

snelheid,  dan  zal  de  nieuwe  baan 

pcri* 
een  centrum  op  de  cirkelbaan 

hebben,    en  overigens  het  gebied 

buiten'' 
aan  de     .  zijde  verlaten,  of 

binnen" 

zich    tot    het  ^     uitstrek- 

centrum 

ken,   als   dit  met  het  gebied  het 

geval  is. 

Geeft    de    storing    slechts    een 

radiale  snelheid,  dan  zal  de  nieuwe 

/^^  ^^^^    geen    apo-    of  pericentrum 

in  het  instabiliteitsgebied  kunnen 

hebben. 

Is    eindelgk   de  storing  geheel 

willekeurig,    dan    zal    de  nieuwe 

baan    behalve    de    vormen   in  de 

vorige  gevallen  nog  een  asympto- 

tischen    binnen-    of   buitencirkel    kimnen  hebben  in  plaats 

van  een  apo-  of  pericentrum. 

ƒ.  Een  storing  van  een  cirkelbeweging  op  de  grens  van  een 

stabiliteitê'    en  instabiliteitsgebied  zal  een  nieuwe  beweging  ge 

ven    in   een    baan^    die   altijd   een  apO'  of  pericentrum  heeft^ 


*)   Deze   en   de  vorige   stelling  komen  overeen  met  stelling  lY  van 

Prof.  Ko»TBW*Q. 
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ook  beiden  kan  hebben  ^  of  ook  een  van  beiden  met  een  aeym^ 
piotiechen  cirkel, 

g.      Voor    de    spiraal^    die    naar 
het  centrum  voert  geldt 


Urn  sin  (r,  *)  = 
limQ 


9(0) 
=     0. 


') 


Met  het  oog  op  (A,  R.  §  52)  vin- 
den we: 

Een  spiraal,  die  met  een  eindig 
aantal  windingen  (dns  voor  9  (0)  =  00)  naar  het  centrum 
Yoert,  zal  in  de  richting  van  den  voerstraal  in  het  centrum 
komen. 

Een  spiraal,  die  met  een  oneindig  aantal  windingen  naar 
het^  centrum  voert  (dus  voor  O  <^  9  (0)  <^  00  ),  zal  onder 
een  scherpen  hoek  met  den  voerstraal  in  het  centrum  ko- 
men als  C^  <:^  9  (0)  is,  daarent^en  onder  een  rechten  hoek, 
als  C«  =  9  (0)  is. 

De  tijdruimte,  waarin  het  punt  de  spiraal  naar  het  cen- 
trum doorloopt,  is  eindig,  tenzij  het  centrum  omringd  wordt 
door  een  instabiliteitsgebied,  A=:Aq  (dus  9'  (0)  =  9"  (0)  =  0) 
is,  en  daarenboven  ook  9"'  (0)  =  O  is,  in  welk  geval  het 
centrum  asymptotisch  genaderd  zal  worden  (A..  R.  §  35). 
h.  De  tak,  die  naar  de  oneindige  ruimte 
voert,  heeft  de  volgende  eigenschappen: 

Is  A^  A^,  dus  de  tak  hyperboolvor- 
mig  (A.  R.  §  52),  dan  is  Urn  sin  (r,  s)  =  0. 

IsA:=zA;  dan  is /im«m(r,<j)=-^ . 

9(  c») 

Is  dus 9  (  00)  .•=  00,  de  tak  b^gevolg  para- 
boolvormig  (A.  R.  §  52),  dan  is/im  (r,9)=0. 

Is  echter  9  (00  )  <^  00,  dus  de  tak  een 
spiraal  met  oneindig  veel  windingen  (A. 
R.  §  52),  dan  voert  deze  onder  een  scher- 
pen   hoek   met   den  voerstraal  naar  het 

*)  Kovsxwao,  stelliDgen  X«,  X*,  X<',  X**. 
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oneindige.  Alleen  wanneer  het  be- 
wegingsveld eindigt  in  een  instabili- 
teitsgebied  kan  C^  =  9  (  oo)  zgn,  in 
welk  geval  Km  sin  (r,  «)  =  1  is. 

Tevens  doen  de  figuren  zien,  dat 
zoowel  de  hyperbool-  als  de  parabool- 
vormige  takken  naar  het  oneindige 
toe  steeds  steiler  worden,  evenals  de 
spiraalvormige  tak,  die  in  een  staK- 
liteitsgebied  ligt;  terwfll  zulk  een  tak 
in  een  inatabiliteitsgebied  op  grooteren 
afstand  minder  steil  zal  ziyn  dan  op 
kleineren.  * 

k.  Worden  alle  raaklgnen,  die  een  hoek  q>  =:  Are  Tg  ^  C^ 
met  de  abscissen-as  maken,  aan  die  deelen  der  potentiaal- 
kromme  getrokken,  wier  holle  z^de  naar  de  positieve  ^ordi- 
naten-as gekeerd  is,  dan  zullen  de  raakpunten  alle  afstanden 
geven,  waarop  de  cirkelbeweging  met  de  sectorsnelhcid  ^  C 
mogelgk  is.  Deze  afstanden  worden  natuurlijk  gegeven  door 
de  positieve  wortels  van  de   vergelijking  i^r^— 0^  =  0,  die 


dr 


-<  O  maken. 


Is  bovenstaande  kromme  lijn  de  potentiaalkromme  voor 
zekere  krachtenwet,  dan  zullen  uit  een  punt,  welks  afstand . 
tot  het  centrum  door  het  punt  A  wordt  aangegeven,  twee 
banen  met  asymptotischen  binnencirkel  en  geen  enkele  met 
asymptotischen  buitencirkel  kunnen  afgezonden  worden  met 
een  sectorsnelheid  i  C. 

De   figuur    doet    tevens   zien,  hoe  de  baan  van  het  punt 
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gew^zigd  wordt,  als  de  eneigie  der  beweging  bg  standvas- 
tige  sectorsnelheid  langzamerhand  toeneemt. 

Is  de  energie  het  kleinst,  dus  de  beweging  loodrecht  op 
den  Yoerstraal  van  't  punt,  dan  ligt  het  pericentrum  van 
de  baan  in  ^.  Bij  toenemende  energie  van  de  beweging  zal 
het  pericentrum  allengs  alle  afstanden  A  B  verkrijgen  ter- 
w^l  in  B  de  eerste  binnencirkel  ligt;  daarna  zal  het  plot- 
seling overspringen  in  C,  zoodat  op  5  C  geen  pericentrum 
kan  gelegen  zjn,  en  verder  zich  over  CD  verplaatsen,  in 
D  den  tweeden  asymptotischen  cirkel  naderen,  om  daarna 
weer  over  te  springen  tot  E^  van  waaruit  het  zich  allengs 
verder  tot  het  centrum  zal  verplaatsen.  De  baan  zal  in  alle 
geyallen  met  een  hyperboolvormigen  tak  naar  het  oneindige 
voeren  *). 

Een  beschouwing  van  de  figuur  geefl  de  volgende  stel- 
ling: 

_  _  ,  ,    _      binnen* 

Het  aantal  banen  met  asymptoUsciien  ,    .  cirkel^  die  met 

butten- 

ëtandvaetige  eectorsnelheid  beschreven  van  uit  een  punt  kunnen 

a/gezonden  worden^  is  gelijk  aan  het   aantal  cirkelbewegingen^ 

die  in  een  instabiliteitsgebied  met  dezelfde  sectorsnelheid,  maar 

centrum 
in  volgorde  van  het  punt   tot  het         .    „      geteld,  met  steeds 

oneindige 

grootere  energie  beschreven  worden. 

Daar  volgens  (A.  R.  §  47,  form.  (14)) 


/ 


r^  <p  (r)  —  C^ 
(if» 


het  bedrag  voorstelt,  waarmede  de  energie  van  de  cirkel- 
beweging, die  op  den  afstand  r»  met  de  sectorsnelheid  i  C 
plaats  grgpt,  die  van  het  punt  overtreft,  als  het  zich  op 
den  afstand  r  met  dezelfde  sectorsnelheid  en  loodrecht  op 
zgn  voerstraal  beweegt,  zal  deze  stelling  het  volgende  ana- 
lytische kenmerk  geven: 


*)  Yergeiyk  $  4  van  de  verhandeling  van  Prof.  Koatsweg. 

8* 


(  36) 
Bepaal  van  alle  waarden,  die  de  integraal 
(P<p{r)  —  C^ 


f 


dr 


verkrijgt^    als    daarin    voor  ()  achtereenvolgens  de  wortels^  ge- 

_ ._      ,  ,      centrum 

rangschikt   in    grootte  van  r^  tot  het        .    ,.    i  van  de  verge^ 

oneindige 

dF'fi 
lijking  Fr^  —  C^  =  O  genomen  worden^  welke  — ; —  ^  O  ma- 

dr 

keny  diegenen^  welke  een  klimmende  reeks  van  positieve  waarden 

vormen.  Het  aantal  termen  dezer  reeks  is  gelijk  aan  het  aantal 

_  .    ,      binnen-     .  ,  ,      ,. 

banen  met  asymtotischen      ,  cirkel^   die   van  uit  een  piuit 

buiten^ 

op  den  afstand  ri  met  de  sectorsnellieid  \  C  kunnen  afgezon* 

den  worden. 

l.  Uit  de  figuur  blijkt  tevens,  dat  er  banen  mogelijk  zgn, 
die  zoowel  een  asymptotischen  binnen-  als  buitencirkel  hebben. 

Elke  l^n  toch,  die  twee  deelen  der  potentiaalkroinme 
raakt,  welke  hunne  holle  zijde  naar  de  positieve  ordinaten* 
as  gekeerd  hebben,  terwgl  het  tusschen  de  raakpunten  ge- 
legen deel  geheel  boven  de  raaklijn  is  gelegen,  zal  in  de 
raakpunten  de  afstanden  geven,  waarop  de  cirkelbanen  ge- 
legen zijn,  die  door  het  punt,  dat  zich  tusschen  deze  in 
beweegt  met  een  sectorsnelheid  en  energie  gelijk  aan  die, 
waarmede  elk  dier  cirkels  doorloopen  wordt,  asymptotisch 
zullen  genaderd  worden. 

Het  analytische  kenmerk  voor  het  bestaan  van  zulke  ba- 
nen bestaat  hierin,  dat  in  de  integraal 


f 


dr 


voor    ^    twee  wortels,  de  een  grooter  en  de  andere  kleinei 

dan  rj,  van  de  vergel^king  Fr^  —  C^  =  0  gekozen  kunnen 

.   dFr^  .  , 

worden,  die  — ; —  <^  O  en  tevens  de  waarde  van  de  integraal 
dr 

positief  en  gel^k  maken. 
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Het  aantal  paren  van  zulke  wortels  geeft  het  aantal  banen, 
die  uit  een  plaats  op  den  afstand  r  van  het  centrum  met 
de  sectorsnelheid  i  C  kunnen  afgezonden  worden,  en  zoowel 
in  de  richting  van  het  centrum  als  van  het  oneindige  een 
cirkelbaan  asymptotisch  zullen  naderen. 

m.  Worden  van  uit  een  punt  der  ordinaten-as  onder 
een  scherpen  hoek  met  deze  as  alle  lignen  getrokken,  die 
de  potentiaalkromme  in  deelen  raakt,  welke  hun  holle  z^de 
naar  de  positieve  ordinaten-as  gekeerd  hebben,  dan  zullen 
de  raakpunten  de  afstanden  aangeven,  op  welke  de  cirkel- 
bewegingen met  dezelfde  energie  plaats  grgpen. 


B,J 


P^P,       ^ 


Stelt  bovenstaande  kromme  Ign  de  potentiaalkromme  voor 
een  zekere  krachtenwet  voor,  dan  zallen  van  uit  een  plaats, 
aangegeven  door  A^  een  baan  met  een  asymptotischen  bin- 
nen- en  een  met  een  asymptotischen  buitencirkel  kunnen 
a%ezonden  worden  met  een  snelheid  j/  2  P~Q. 

Ook  hier  zien  we  hoe  de  ligging  en  grootte  van  de  baan 
gewiyzigd  wordt  met  de  sectorsnelheid  van  de  beweging. 
Is  deze  het  grootst,  dan  heeft  de  baan  in  P^  en  peri-,  in 
A  zelf  een  apocentrum.  Wordt  de  sectorsnelheid  allengs 
kleiner,  dan  zal  het  pericentrum  zich  verplaatsen  over  den 
afstand  P  P^^  en  het  apocentrum  gel^ktgdig  over  den  a&tand 
A  Bi^  terw^l  in  ^i  de  buitencirkel  ligt,  die  asymptotisch 
genaderd  wordt.  Neemt  de  sectorsnelheid  nog  meer  af,  dan 
zal  de  baan  geen  apocentrum  meer  hebben ;  het  pericentrum 
echter  zal  zich  verplaatsen  over  den  afstand  P^b^  terwfll 
in  bi  de  asymptotische  binnencirkel  gelegen  is.  B^  nog 
kleinere  sectorsnelheid  zal  de  baan  ook  geen  pericentrum 
meer  hebben. 

üit  de  figuur  blgkt  de  waarheid  van  de  volgende  stelling. 
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.  -t     hinnenr     .71,. 
Het  aantal  banen  met  asymptotischen      .  cirkel^  die  met 

êtandvastiffe  energie  beschreven  van  uit  een  punt  kunnen  a/ge^ 

zonden  worden^  is  gelijk  aan  liet  aantal  cirkelbewegingen^  die  in 

een    instabiliteitsgebied   met  dezelfde  energie  maar  in  volgorde 

_  _       centrum  t    r  t  • 

van  het  punt  tot. het        .    .,     geteld^  met  steeds  kleinere  seC' 
oneindige 

torsnellieid  plaats  grijpen. 

Omdat  volgens  b  op  de  cirkelbanen,  die  in  een  instabi- 
liteitsgebied plaats  grepen,  het  produkt  vr  een  minimum- 
waarde heeft  voor  alle  banen,  die  met  dezelfde  energie  als 
de  cirkelbeweging  beschreven  worden,  zoo  vinden  we  het 
volgende  analytische  kenmerk: 

Het    (uinial    banen  met  asymptotischen  cirkel^   die 

buiten' 

van  uit  een  afstand  r^  met  de  snelheid  v^  kunnen  afgezonden 

worden^  is  gelijk  aan  het  aantal  onder  de  minimum^waarden^ 

die  V  r  verkrijgt^   welke   kleiner  dan  Vi  r^  zijn^  en  geteld  van 

7      centrum  ,  ,     ,         , 

den    afstand  r^  tot  het        .  een  dalende  reeks  van  post' 

oneindige 

tieve  waarden  vormen  *). 

Ook  hier  blgkt,  dat  elk  paar  gelijke  minimum-waarden, 
die  in  beide  reeksen  voorkomen^  w^'st  op  een  baan  met 
asymptotischen  binnen'  en  buitencirkel. 

m.  Uit  *  volgt  met  in  achtneming  van  §  6  en  §  7  de 
volgende : 

B.EOEL  VOOR  DEK  VOBH  DER  BAKEK,  DIE  MET  STANDVASTIGE 
SEGTORSNELHEID    ^    C  WORDEN    BESCHREVEN. 

Bepaal  de  positieve  wortels  van  de  vergelijking  Fr^ —  C*  =  0. 

Deze    wortels    bepalen  de  afstanden  y  op  welke  de  eenparige 

cirkelbeweging  met  de  sectorsnelheid  \  O  alleen  mogelijk  is  f). 

Beschrijf  in  het  vlak  van  beweging  de  cirkelbanen^  op  welke 


♦)  KoETEWEO,  stelling  VII. 

dF 
t)  Zie  voor  T"  =  «  op  de  oirkelbaan  j  10. 
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Het  punt  zal  geen  dezer  cirkelbanen  kunnen  overschrijden^ 
als  niet  zijn  totale  arbeidsvermoffen  dat  der  betreffende  cirkel* 
beweging  overtreft.  Is  het  er  aan  gelijk^  dan  nadert  het  dien 
cirkel  asymptotisch^  is  het  kleiner^  dan  keert  het  terug  vóór 
den  cirkel  bereikt  te  hebben.  Vindt  het  punt  in  de  richting 
naar  het  centrum  of  het  oneindige  geen  drkeïbaan  op  zijn 
weg^  dan  nog  zal  zijn  baan  niet  tot  het  centrum  of  liet  on* 
eindige  voeren^  als  zijn  totale  arbeidsvermogen  kleiner  is^  in 
het  eerste  gevolg  dan  dat  der  kraclu  (?  r— ',  in  het  tweede 
gevalt  dan  dat  der  beweegkracht  *). 

n.  Evenzoo  volgb  uit  l  met  inachtneming  van  §  6  en 
§  7  een  regel  voor  den  vorm  der  banen^  die  met  dezelfde 
energie  worden  beschreven. 

Vervangt  men  de  cirkelbanen,  in  den  vorigen  regel  be- 
schouwd, door  de  cirkelbanen,  die  met  gelgke  energie  wor- 
den beschreven,  en  wier  stralen  gegeven  worden  door  de 
wortels  van  de  vergelgking 


iFr  + 


rFdr=ivi^ 


als  vi  de  standvastige  snelheid  is,  waarmede  de  beweging 
op  den  afstand  r^  plaats  gr^pt,  dan  zal  geen  van  deze  cir- 
kelbanen door  het  punt  overschreden  worden,  als  de  sec- 
torsnelheid van  zgn  beweging  grooter  is  dan  die  van  de 
betreffende  cirkelbeweging.  Is  die  er  aan  gelijk,  dan  zal 
de  cirkelbaan  asymptotische  cirkel  wezen;  is  die  kleiner, 
dan  zal  de  cirkelbaan  overschreden  worden.  Voor  't  overige 
moet  de  regel  gel^kluidend  z^n  met  den  vorigen. 


dF 
•)  Zie  {  10  voor  't  geval,  dat  —  op  de  cirkelbaan  oo  is. 

ar 

Deze  regel  komt  overeen  met  (A.  ft.  {  51). 
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IV.       T0EPA.8SIKGBN. 


a.  Is  het  geheele  veld  yan  be- 
weging een  afstootingagebied^  dos 
de  potentiaalkromme  dalende  bg 
toenemende  abscissen,  dan  heeft  de 
baan  altyd  een  pericentrum  en  hyper- 
boolvormigen  tak.  Omdat  q  sin  (r, «) 
hier  negatief  is,  zal  de  baan  hare 
zgde  naar  het  centrum  gekeerd  hebben.  (A.  B.  §  9). 

b.  Is  het  geheele  veld  van 
beweging  een  omgekeerde  derde- 
machte-gebiedj  dus  de  beweegkracht 
van  den  vorm  /ur—^  en  de  poten- 
tiaalkromme een  rechte  Ign,  die 
met  de  abscissen-as  een  hoek  ge- 
Igk  Are.  Tg  \  /lc  maakt  en  door 
den    coördinaten-oorsprong  gaat, 


dan  geeft  de  figuur: 


Voor  C^  =  /u: 


A=:  Aq=:  A^:  Overal  slechts  eenparige  cirkelbeweging. 

A^  Aq  =  A^  :  ^Sc  —  -ffy,  de  baan  wordt  naar  het  cen- 
trum heen  steeds  minder  steil,  en  is  in  het  centrum  zelf 
loodrecht  op  den  voerstraal.  De  radiale  snelheid  is  stand- 
vastig. 

Voor  C^</ui 

il<^^=z^o-*'Sc-il,de 
baan  wordt  van  het  apocen- 
trum  af  steeds  steiler ;  in  het 

centrum  is  KmMfi(r,«)  =  - — . 

Verder  is  Vc^  —  v^  standvastig,  en  de  projectie  van  den 
kromtestraal  der  baan  op  den  voerstraal  steeds  kleiner  dan 
de  voerstraal. 
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•5«— »S 


'oo' 


Mf^UreTtiiC' 


langs  de  geheele  baan  is  Vc=^v 
en  vr  constant ;  de  baan  overal 
even  steil,  zoodat  ze  een  lo- 
-X  garithmische  spiraal  zal  z^n. 
De  kromtestraal  van  de  baan 

■-A  de  baan  wordt  naar  het  cen- 
trum toe  steeds  minder  steil, 

in  het  centrum  is  Urn  dn  (r,  *)  = — .  Verder  is  t?*— Vc* = r   *. 

dus   de    projectie    van    den    kromtestraal  op  den  voerstraal 
steeds  grooter  dan  de  voerstraal. 

Is   eindelgk    C^>^,   dan  moet 
A^A^  zign,  de  baan  is  P  —  Hy. 
De  uitkomsten  in  (A.  R.  §  46, 
tabel  B)  komen    met   de   hier  ge- 
vondenen overeen, 
c.     Is    het   bewegingsveld  een  êtaUliteiUgebiedy  dan  heeft 
de   potentiaalkromme    overal  hare  bolle  zijde  naar  de  posi- 
tieve ordinaten-as  gekeerd. 


De  figuur  geeft  nu: 


Voor  9(00  )>C»>9(0): 
A<^A^i  P-A,  de 

cirkel  ingesloten. 
A  =  A^x  P-<-S^ 

als  9(00  X  00   is. 
P — Par  als9(cx>  )=oo 

is. 

De   baan    wordt  van 

bet  pericentrum  af  steeds 

steiler ;    Hm  sin  (r,  5)   is 


voor  r  =  00 


aan 


C^ 


AyA^iP-H. 


9(00)' 


/ 
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Voor  C*<9(0): 


^<^a,''^Sc—A,  de  baan 
wordt  van  het  apocentnim  af 
tot  op  zekeren  afstand  steeds 
steiler,  om  daarna  tot  het  cen- 
trum toe  weer  voortdurend  min- 
der steil  te  worden ;  in  het  cen- 

trum  IS  Urn  sin  (r,  s) 


A  =  A^ 


"5.-*5, 


9(0) 


^e-    ^^     voor 


'^  g(oo  )<Coo  ,  Urn  m(r,  s)  = 


9(«) 


op  oneindigen  afstand ;  naar  het  centrum  toe  wordt  de  baan 

steeds  minder  steil,  en  nadert   sin  (r,  s)  tot  — ;r7. 

9  (0) 

^Sc — Par   voor  9  (oo  )  =  00  . 

A  y  A^i'^Sc—Hy. 

Eindelijk   voor    C^  >  9  (oo  )  moet  A^  A^  zgn,  en  is  de 

baan  P — Hy, 

De  uitkomsten  (A.  R.  §  46,  tabel  C)  komen  met  de  bo- 
gevondenen  overeen.  Vergelijk  ook  Pbiecb  §  708. 

d.  Is  het  geheele  bewegingsveld  een  insiabiliteitsgebied^ 
dan  heeft  de  potentiaalkromme  hare  holle  zgde  naar  de 
positieve  ordinaten-as  gekeerd.  De  figuur  geefk  nu  voor 

<p  (00  )<C*  (=»(«))<  V(0): 

é 

4  <^  -4^ :  */Sö— Aj  de  spi- 
raal wordt  naar  het  centrum 
heen  steeds  steiler;  in  het 
centrum  zelfs  is  Urn  sin  (9*,9)= 

= -— jzoodat  voor  9(0)=oo 

•X Urn  (r,  s)  =z  O    is;    in    dit 
geval    alleen    is  het  aantal 
windingen    van    de    spiraal 
édndiff. 
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^  «  >  4  >  4^ :  "5,-^  en  P-H^, 

e 
e 

Voor  C2<9(oo): 


A<A^ 

'."Sc-'A    , 

A  =  A„ 

:  "Sc- "5^, 

A>A^ 

:  "««-fl,. 

Voor  C»  > 

j»(0)moet^>^ 

zyn;  de  baan  i 

IS  altgd  P—Hg. 

Ook  voor  C*  = 

=q)(0)moet/l>^ 

zyri. 

A<Ao 

:P-H„ 

-4  >  ^0  5  "^Sc—Hy. 
De    uitkomsten   in   (A.  B.  §  46,  tabel  D)  stemmen  met 
de  hier  gevondenen  overeen,     Vergel^k  ook  Peirce  §  708. 


PROCES-VERBAAL 
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GKWONE  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 
op  Zaterdag  25  Februari  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren:  Buys  Ballot,  Voorzitter,  A.  C. 
OüDBMAKs    JE.,    Hoek,    van  Doep,  Mac  Gillavrt,  Fobstbb, 

P£KKLHABn7G,  BeUTEL  DE  LA  RiVlÈRE,  BlEBENS  DE  HaaN,  BeIJE- 
RINCK,  TeEÜB,  ScHOLS,  VA.N  DEE  WaALS,  VAN  DiESEN,  RaUWEN- 
HOFP,     VAN     't     HoFF,     MaETIN,    DB    VeIES,    WeBEE,    FeaNCHI- 

MONT,  Loeentz,  Stokvis,  Place,  Rijke,  Baehe,  van  de  Sandb 
Bakhuyzen,  Muldee,  Zeeman,  Schoute,  Koeteweg,  J.  A.  C. 
Oüdemans,  Bosscha,  Hubeecht,  Dibbits,  Engelmann,  van 
Bemmelen  en  C.  A.  J.  A.  Oüdemans,  Secretaris;  van  de 
Letterkundige  Afdeeling  de  Heer:  Boot. 

—  Het  Proces-Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de    navolgenden: 

10.  de  Gedeputeerde  Staten  van  Friesland  te  Leeuwarden, 
16  Februari  1888;  2^  C.  Ph.  Slüitee,  Batavia,  21  Februari 
1888;  30.  W.  ToNCKBNS  Jzn  ,  Voorzitter  van  de  koloniale 
Bibliotheek  te  Paramaribo,  19  Januari  1888;  4^.  Th.  L- 
MoNTOOMEEY,  Secretaris  van  het  Wagner  free  Institute  of 
Science  te  Philadelphia,  18  Januari  1888  ;  aangenomen  voor 
bericht. 
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—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1^  het  Ministerie  van  Binnenlaudsche  Zaken  te  's  Graven- 
hage,  9,  13  Februari  1888;  2°.  Montpellïbb,  Directeur  der 
Revue  Intematiooale  de  TElectricité  te  Pargs,  30  Januari 
1888;  30.  GiLBERT,  Directeur  der  kon.  Universitats-Biblio- 
thek  te  Greifsvrald,  9  Januari  1888  ;  4^.  Conwbntz,  Secre- 
taris der  naturforschende  Gesellschaft  te  Dantzig,  15  Januari 
1888;  5®.  Steickbb,  Bibliothecaris  der  Senckenbergische 
naturforschende  Gesellschaft  te  Frankfort  a./M.,  20  Januari 
1888 ;  6^.  A.  Grigoriev,  Secretaris  der  Société  impériale  de 
Géographie  te  St.  Petersburg,  15  Januari  1888;  7^.  den 
Directeur  van  het  Musée  public  te  Moskou,  5  Februari  1888  ; 
8^.  den  Directeur  van  het  geological  and  natural  History 
Sorvey  te  Sussex,  1888;  9o.  J.  J.  Beide,  Bibliothecaris  der 
public  Library  te  Melbourne,  21  December  1887;  waarop 
het  gewone  besluit  valt  van  schriftelijke  dankbetuiging  en 
plaatsing  in  de  Boekerij. 

—  Ingekomen  z^n:  1^.  eene  uitnoodiging  ter  bewoning 
?an  het  Congres  géologiqne  international,  te  houden  te 
Londen,  van  17 — 22  September  e.  k  ;  20.  twee  manuscrip- 
ten van  den  Heer  Delaürier  te  Parijs,  getiteld :  >£xpérien- 
ces  chimiques  sur'  Ie  poids  de  TEther  des  physiciens"  en 
>Observations  sur  la  note  de  Mr.  G.  Govi  publiée  dans  la 
Revue  internationale  de  TElectricité".  Zg  zullen  aan  de 
chemische  en  physische  leden  der  Afdeeling,  die  daarin  be- 
lang stellen,  ter  kennisneming  worden  toegezonden. 

—  De  Heer  Martin  vertoont  eene  door  hem  vervaardigde 
geologische  kaart  van  den  loop  der  rivier  Suriname,  en 
knoopt  daaraan  de  mededeeling  vast^  dat  het  hem  gelukt 
is,  gedurende  z^n  verblijf  in  West-Indië,  de  geologische  for- 
matie te  vinden,  waarin  het  goud,  'twelk  in  die  streken 
voorkomt  en  reeds  lang  als  waschgoud  bekend  staat,  oor- 
Bpronkelgk  werd  neergelegd.  Die  formatie  is  de  kristallijne 
Schieferformatie:  eene  laag,  waarin  ook  in  Brazilië  het 
meeste  goud  wordt  aangetroffen.  Tusschen  Brazilië  en  Suri- 


MoLgev. 

C,sH28  0„+     3H2O 

396 

O18H38O16+    öHjO 

594 

C86H64O32+  lOHjO 

1188 

(  46  ) 

name  bestaat  voor  het  overige,  meent  de  Spreker,  zeer  veel 
overeenkomst  in  de  opeenvolging  en  den  aard  der  lagen, 
waaruit  de  vaste  bodem  gevormd  is. 

—  De  Heer  de  Veies  spreekt :  Over  de  bepaling  van  hei  mole- 
culaire gewicht  der  raffinoee  volgens  de  physiologische  methode. 

Over  het  moleculaire  gewicht  der  raffinose  (mélitose,  gos- 
sypose)  bestaan  drie  verschillende  meeningen,  die  haar  uit- 
drukking vinden  in  de  formules,  die  door  verschillende 
schrgvers  voor  deze  stof  worden  opg^even.  Deze  zfln: 

Beethblot  en  Ritthaüsbn 
LoisEAU  en  Scheibler 
Tollens  en  Rischbiet. 

Deze  formules  drukken  dezelfde  elementaire  samenstelling 
der  gekristalliseerde  stof  uit;  haar  verschil  berust  ten  deele 
op  de  verschillende  bepalingen  van  het  gehalte  aan  kristal- 
water, dat  door  Beethelot  en  Ritthausbn  ==  13,6 1  pCt , 
doch  door  Loiseau  en  Scheibler  =  15.15  pCt.  gevonden 
werd.  De  formule  van  Tollens  en  Rischbiet  neemt  het 
laatstgenoemde  c^fer  als  juist  aan,  doch  tracht  rekening 
te  houden  met  de  samenstelling  van  het  natriumderivaat 
(Ci2H2iNaOii,  bevattende  6,32  pCt.  Na)  en  met  de  hoe- 
veelheid slijmzuur  (22 — 23  pCt.),  die  door  de  inwerking  van 
salpeterzuur  op  de  genoemde  suikersoort  ontstaat. 

Om  de  vraag  te  beantwoorden,  welke  van  deze  formules 
de  juiste  is,  heb  ik  gebruik  gemaakt  van  de  stelling,  dat 
organische  stoffen  denzeltden  isotonisehen  coëfficiënt  bezitten. 
Hieruit  toch  volgt,  dat  oplossingen,  die  per  liter  evenveel 
grammoleculen  der  opgeloste  stof  bevatten,  ongeveer  dezelfde 
osmotische  spanning  hebben.  Ik  heb  daarom  de  concentratie 
gezocht  van  eene  oplossing  van  raffinose,  die  dezelfde  osmo- 
tische spanning  heeft,  als  eene  oplossing  van  0.1  MoL  riet- 
suiker. 

Ik  heb  daartoe  gebruik  gemaakt  van  de  plasmoljtische 
methode  en  gezocht  naar  de  concentratiën  van  rietsuiker  en 
raffinose,    die    met    bet    cel  vocht    van    Tradescantia  discolor 
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iBotonisch  waren.  Als  zoodanig  beschouw  ik  de  gemiddelden 
tnsschen  de  hoogste  concentratie  die  geene,  en  de  laagste, 
die  in  alle  cellen  plasmolyse  doet  ontstaan.  In  vier  proe- 
ven, elk  met  een  afzonderlyk  blad  genomen,  Tond  ik  als 
isotonisch  met  het  ceWocht: 


Mol.  rietsuiker. 

pCi  raffinose. 

pui.  ramnose  isoi 
0.1  mol.  rietsui 

0.19 

10.5 

5.526 

0.17 

10.5 

6.176 

0.17 

10.0 

5.882 

0.20 

12.5 

Gemi 

6.250 

ddeld:  5.957 

Eene  oplossing  van  5.957  pCt.  raffinose,  die  dus  5.957 
gram  der  kristal waterhoudende  stof  per  100  CC.  beyat« 
is  dus  met  eene  oplossing  van  0.1  Mol.  rietsuiker  isoto- 
nisch. Zy  moet  dus  ook  ongeveer  0.1  Mol.  per  liter  be- 
vatten. Het  moleculaire  gewicht  moet  dus  ongeveer  595.7 
zgn.  Dit  komt,  zooals  men  ziet,  voldoende  overeen  met  de 
formule  van  Loissau  en  Scheibleb,  en  slechts  deze  kan  dus, 
volgens  de  wet  der  isotonische  coëfficiënten,  juist  zyn. 

—  De  Heer  Hübrbcht  behandelt  de  gegevens,  die  in  de  latere 
jaren  aan  het  licht  gekomen  zgn  over  de  vroegste  ontwikke- 
lingsstadiën  van  de  zoogdierkiemblaas  en  geeft  een  overzicht 
van  de  resultaten  waartoe  hy  gekomen  is,  met  betrekking 
tot  de  ontwikkeling  van  den  Egel,  Erinaceus  europaeus,  waar- 
van de  embryologie  tot  heden  nog  niet  onderzocht  is. 

De  centrale  positie  die  de  Insectivora  onder  de  Zoogdieren 
en  die  de  Egel  (met  Gymnura)  onder  de  Insectiyora  inneemt, 
gaven  hoop,  dat  de  ontogenie  van  deze  diersoort  uit  een 
vergelgkend  oogpunt  belangrgk  zou  kunnen  wezen. 

Ten  aanzien  van  meerdere  punten,  acht  spreker,  dat  de 
uitkomsten  van  zgn  onderzoek  dit  vermoeden  versterken. 

Met  name  wordt  in  de  allervroegste  stadiën  de  w^ze  van 
ontstaan  van  het  binnenste  kiemblad  afwekend  gevonden 
van  wat  dienaangaande  voor  de  overige,  te  dier  zake  on- 
derzochte. Zoogdieren  tot  nu  toe  beschreven  is. 

In  plaats  van  zich  tegen  den  binnenwand  der  aanvanke- 
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l^k  éenbladige  kiem  blaas  gaandeweg  uit  te  breiden  en  door 
peripheren  groei  eindelgk  den  geheelen  binnenwand  te  be- 
kleeden,  is  het  hypoblast  van  den  Egel  in  den  aanvang  een 
groepje  cellen  in  moerbeivorm,  waarin  zich  spoedig  eene 
centrale  ruimte  vertoont,  die  toeneemt  in  grootte,  naar- 
mate de  wand  van  dezen  » hypoblastzak"  toeneemt  in  opper- 
vlakte. 

Aanvankelyk  dus  geheel  zelfstandig  van  het  epiblast,  heeft 
het  er  8omtgd.s  den  schyn  van  alsof  het  hypoblast  eerst 
tengevolge  der  preparatie  daarvan  heeft  losgelaten.  De  jong- 
ste stadiën,  zooeven  vermeld,  bewyzen  dat  deze  interpretatie 
onjuist  is,  terwgl  latere  stadiën,  wanneer  de  allereerste  aan- 
duiding van  de  vorming  van  primitiefstreep  en  mesoblast 
begint,  aantoonen,  dat  eerst  op  dat  oogenblik  epiblast  en 
hypoblast  van  het  embryo  in  enger  verband  treden,  en  zich 
ook  over  de  geheele  peripherie  van  de  kiemblaas  tegen  elkaar 
sluiten. 

Het  epiblast  is  van  den  beginne  af  meerdere  cellagen  dik. 
Deze  woekeren  verder  en  vergroeien  over  den  geheelen  om- 
trek der  kiemblaas  met  het  moederl^ke  deciduale  weefsel. 
De  kiemblaas  is  daarbinnen  opgenomen  onder  vorming  eener 
decidua  reflexa.  Op  één  punt,  dat  altijd  ten  opzichte  van  de 
as  van  den  uterus  eene  vaste  ligging  heeft,  splijt  van  den 
epiblastischen  kiemblaaswand  een  celplaat  af,  die  daarna  in 
omvang  belangryk  toeneemt  en  het  epiblast  van  het  embryo 
wordt,  maar  aan  den  rand  met  den  kiemblaaswand  blgft  sa- 
menhangen. 

Het  mesoblast  ontstaat  allereerst  in  de  primitiefstreep 
door  woekering  van  het  epiblast.  Eort  daarna  neemt  men 
waar,  dat  in  dat  gedeelte  van  de  kiemsch^f  vóór  de  primi- 
tiefstreep, waar  het  embryo  zich  zal  gaan  vormen,  ook  het 
hypoblast  aan  de  vorming  van  het  mesoblast,  en  wel  door 
directe  afsplyting,  aandeel  neemt. 

Verder  achterwaarts  versmelten  de  z^delingsche  mesoblast- 
platen,  die  uit  het  hypoblast  ontstaan,  met  het  mesoblast 
van  de  primitiefstreep. 

£r  ontstaat  reeds  vroeg  eene  area  vasculosa,  die  zich 
t^en  den  kiemblaaswand  aanlegt.  De  bloedr^kdom  van  deze 
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laatste,  ook  in  vroege  stadiën,  werd  door  injecties,  van  de 
moederlijke  aorta  uit,  vastgesteld. 

Een  sterk  ontwikkeld  proamnion  is  aanwezig. 

De  allantois,  die  tot  het  ontstaan  der  schijfvormige  pla- 
centa medewerkt,  blijft  een  ruime  holte  bevatten. 

De  segmentaal-gang  ontstaat  ook  bg  den  egel  uit  het 
epiblast. 

De  vroegste  stadiën  der  egel-kiemblaas  maken  eene  inter- 
pretatie van  de  jongste  kiemblazen  van  den  mensch,  die  tot 
nu  toe  bekend  zijn,  gemakkelijker.  In  overeenstemming  met 
His  is  het  waarschynlijk  te  achten,  en  thans  door  het  fei- 
telyk  voorbeeld  van  den  egel  gestaafd,  dat  de  dojerblaas  van 
den  mensch  door  uitholling  van  een  aanvankelijk  solide  cel- 
groep  ontstaat.  De  vorming  van  het  epiblast  van  het  embryo 
zal  echter,  in  afwyking  van  His,  veeleer  als  een  afspl^tings- 
proces  in  den  kiemblaaswand,  zooals  thans  bij  den  egel  is 
waargenomen,  moeten  worden  opgevat. 

De  vasthechting  van  het  embryo  aan  den  kiemblaaswand, 
die  men  by  het  vroege  menschelijk  embryo  waarneemt  en 
waaraan  His  den  naam  >  buiksteer'  gegeven  heeft,  is  ook 
bij  Erinaceus  van  den  aanvang  af  aanwezig,  als  gevolg  van 
de  boven  beschreven  ontwikkelingsverschynsels  der  primaire 
kiembladen.  Alleen  langs  dien  weg  kan  de  vorming  van 
dien  buiksteel  op  afdoende  wijze  verklaard  worden  en  moeten 
de  onderling  afwijkende  interpretaties  van  His,  Kölliker  en 
Hertwio,  voor  de  hier  aangegevene  plaats  maken. 

—  De  Heer  Teeub  deelt  mede,  dat  het  hem  gelukt  is, 
eene  som  van  f  2400  bijeen  te  brengen,  waaruit  reeds  dade- 
lijk de  onkosten  bestreden  kunnen  worden  voor  de  uitzen- 
ding van  een  Nederlandsch  natuuronderzoeker  naar  het 
Buitenzorgsche  Station.  Des  sprekers  keuze  viel  op  den 
Heer  Dr.  Boerlaoe,  Conservator  aan  's  Rijks  Herbarium  te 
Leiden,  voor  wien  een  bezoek  aan  Buitenzorg,  om  er  de 
Javaansche  en  andere  plantenvormen  in  levenden  staat  te 
onderzoeken  en  na  te  gaan,  zeker  een  leerzame  afwisseling 
zou  z^n  met  zgne  tegenwoordige  betrekking,  die  hem  slechts 
met  gedroogde  voorwerpen  in  aanraking  brengt. 
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Spreker  dankt  de  Afdeeling  voor  den  stenn»  hem  verleend 
bij  de  pogingen  om  zjjne  plannen  verwezenl^kt  te  zien,  en 
beveelt  bet  Buitenzorgscbe  Station  bg  voortduring  in  hare 
belangstelling  aan. 

De  Voorzitter  dankt  den  Heer  Trbüb  wederkeerig  voor 
den  doortastenden  ^ver,  waarmede  hg  een  voor  de  weten- 
schappelgke  eer  onzer  natie  gewichtig  plan  in  vervalling 
heeft  weten  te  doen  overgaan,  en  wenscht  hem,  by  eene 
voorspoedige  reis,  ai  verder  toe,  dat  hij  moge  blgven  voort- 
gaan de  botanische  wetenschap  te  dienen,  zooals  hg  tot  hiertoe 
op  uitnemende  wgze  gedaan  heeft. 

—  Ter  plaatsing  in  de  werken  der  Akademie  worden 
aangeboden: 

1.  door  den  Secretaris  een  opstel  van  den  Heer  Dr. 
Jan  de  Y&ies,  leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Kampen:  >Over 
vlakke  configuraties"  ; 

2.  door  den  Heer  Büts  Ballot  eene  verhandeling  van 
den  Heer  Dr,  J.  D.  van  der  Plaats,  leeraar  aan  de  Vee- 
artsengschool  te  Utrecht:  lOver  Standaardbarometers,  in  het 
bgzonder  over  dien  van  het  Eon.  Ned.  MeteoroL  Insti- 
tuut"; 

3.  door  den  Heer  van  deb  Waals  een  opstel  van  den 
Heer  Dr.  Ch.  M,  van  Devbntbe  te  Amsterdam:  »Overeenige 
belangrgke  thermodynamische  vergelgkingen" ; 

4.  door  den  Heer  Loeentz  eene  verhandeling  van  den 
Heer  Dr.  V.  A.  Jülixjs,  leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Breda, 
>Over  de  lineaire  spectra  der  elementen"; 

5.  door  het  lid  der  Akademie  Dr.  P.  H.  Scuoute,  een 
opstel  van  hemzelven:  >Het  lineaire  complex  en  de  con- 
gruentie (I,  1)"; 

6.  door  den  Heer  Engelmann,  uit  naam  van  den  Heer 
Donders,  eene  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  J.  L.  Hoor- 
weg: » Experimenteel  onderzoek  naar  de  polsbeweging". 

—  Tot  rapporteurs  worden  benoemd: 

a.  over  den  arbeid  van  den  Heer  de  Vries,  de  Heeren 
BiERENS  DE  Haan  en  van  den  Berg; 
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b.  oTer  dien  yan  den  Heer  van  dbh  Plaats,  de  Heeren 
Bosscha  en  vak  bb  Saitdb  Bakhuyzbk  ; 

c.  over  dien  van  den  Heer  van  DeventeBi  de  Heeren 
VAN  DEB  Waals  en  Lorbntz  ; 

d.  over  dien  van  den  Heer  Julius,  de  Heeren  Gbjnwis 
en  LoBXNTz; 

e.  over  dien  van  den  Heer  Hoobwbq»  de  Heeren  Placb 
en  KoBTBWBO* 

—  Yoor  de  bibliotheek  der  Akademie  wordt  aangeboden: 

1.  door  den  Heer  Fbakchimont,  uit  naam  van  de  redac- 
tie, het  6^0  deel  van  het  »Recneil  des  tra  vaut  chimiqaes 
dans  les  Pays-Bas*'; 

2.  door  den  Heer  Stokvis  diens  voordrachten :  >  Over 
Homoeopathie*',  gehouden  aan  de  Amsterdamsche  univer- 
siteit. 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  sluit  de  Voor- 
zitter de  vergadering. 


UEBER  DIE  ANWENDÜNG  DETl  PLASMOLYTISCHEN 
METHODE 

ATJ7  DIE 

BESTIMMUNG  DES  MOLEKÜLARGEWICHTS 
CHEMISCHER  SUBSTANZEN 


VON 


HU60  DE  VRIES. 


Die  relative  Grosse  der  osmotischen  Spannkrafi;  chemischer 
Verbindungen  in  verdünnten  wassrigen  Lösungeu  wird  durch 
die  Zahlen  angegeben,  für  welche  ich  den  Namen  der  iso- 
tonischen  '^CoëflBcienten  gewahlt  habe.  Diese  Werthe  sind 
für  sammtliche  Glieder  einer  und  derselben  Gruppe  nahezu 
dieselben  *).  ünd  da  diese  Grappen  ausserst  natürliche  sind, 
so  kann  man  für  sammtliche  za  ihnen  gehörige  aber  bis- 
jetzt  daranf  noch  nicht  geprüfte  Korper  den  isotonischen 
Coëfficiënten  im  Voraus  angeben. 

Ist  nun  das  Molekulargewicht  des  betreffenden  Körpers 
bekannt,  so  kann  man  aus  diesem  und  dem  Coëfficiënten 
die  Concentrationen  berechnen,  welche  dieselbe  osmotische 
Spannkraft  besitzen,  als  irgend  welche  verdünnte  Lösung 
einer  anderen  gegebenen  Substanz.  In  dieser  Weise  finden 
die  isotonischen  Coëfficiënten  bei  plasmolytischen  Versuchen 
regelmassig  Anwendung. 

Ist  aber  das  Molekulargewicht  einer  fraglichen  Verbin- 
dung  noch  nicht  bekannt^  so  wird  man  offenbar  umgekehrt, 


•)  PEliraHWic's  Jahrbücher  für  wiu.  BoL,  Bd.  XIV,  S.  614. 
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au8  ihrem  isotonischen  Coëfficiënten  und  dem  Resultate 
einer  experimentellen  Ermittelung  ihres  isotonischen  Werthes 
die  Grosse  dieses  Molekulargewichts,  wenigstens  annahernd 
ableiten  können.  Die  Ermittelung  des  isotonischen  Werthes 
ist  aber  für  alle  Körper,  deren  Lösungen  in  Pflanzenzellen 
die  Erscheinnng  der  normalen  Plasmoljse  hervorrufen  kön- 
nen, eine  leichte  und  einfache  Operation,  welche  in  genau 
derselben  Weise,  wie  die  Bestimmung  der  isotonischen  Coëffi- 
ciënten, ausgeftthrt  wird. 

In  ahnlicher  Weise  wie  für  Gase  hat  die  Berechnung  des 
Molekulargewichts  auf  physikalischem  Wege  in  allen  jenen 
Fallen  Werth,  in  denen  das  Studium  der  chemischen  Eigen- 
schaften eines  Körpers  die  Wahl  offen  lasst  zwischen  mehre- 
ren,  aus  derselben  elementaren  Zusammensetzung  abgeleiteten 
Formeln,  welche  verschiedenen  Molekulargrössen  entsprechen. 
Und  WO  es  sich  um  wassrige  Lösungen  von  Substanzen 
handelt,  welche  als  plasmolytische  Reagentien  benutzt  wer- 
den können,  empfiehlt  sich  zu  diesem  Zwecke  also  dieplas- 
molytische  Methode. 

Ihre  Resultate  erreichen  denselben  Grad  von  Genauigkeit, 
wie  die  zur  Ermittelung  des  Molekulargewichts  vorgeschla- 
genen  rein  chemischen  oder  physikalischen  Methoden,  da 
die  Endreaction,  das  Eintreten  des  ersten  Anfanges  der  Plas- 
molyse,  sich  bei  den  von  mir  gewahlten  Indicatorpflanzen 
stets  mit  der  gewünschten  Scharfe  erkennen  lasst. 

Meine  Methode  weist  nicht  die  absolute  Grosse  der  Gs.no- 
tischen  Spannung  der  untersuchten  Lösung  an,  sondem  nur 
das  Verhaltniss  zu  dem  analogen  Werth  einer  anderen  Ver- 
bindung.  Denn  man  hat  für  zwei  Substanzen  diejenige 
Concentration  zu  ermitteln,  welche  grade  den  Anfang  der 
Plasmolyse  hervorruft.  Diese  sind  unter  sich  isotonisch, 
d.  h.  sie  haben  dieselbe  osmotische  Spannung.  Hat  man 
aber  beide  Substanzen  aus  derselben  Gruppe  gewahlt,  d.  h. 
besitzen  beide  denselben  isotonischen  Coëfficiënten,  so  ver- 
halten sich  die  Concentrationen  der  isotonischen  Lösungen 
offenbar  wie  die  Molekulargewichte.  Ist  dieser  Werth  für 
die  eine  der  beiden  Substanzen  bekannti  so  kann  man  ihn 
also  für  die  anderen  berechnen.  Trotzdem  sie  also  nur  rela- 
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tive  Zahlen  giebt,  .  ist  die  Methode  aber,  wie  man  sieht, 
eine  ausserst  einfache  und  vollig  sichere. 

Bei  der  hier  vorgeschlagenen  Anweodung  handelt  es  sich 
aber  stets  um  Eörper  deren  isotonischer  Werth  noch  nicht 
experimentell  bestimmt  wurde,  fïlr  welche  also  die  Gültig- 
keit  der  betreffenden  Gesetze  nicht  direct  bewiesen  worden 
ist.  Und  auf  die  Annahme,  dass  diese  Gesetze  auch  fBrsie 
gelten,  beruht  offenbar  die  Zaverlassigkeit  des  Resoltates. 

Es  ist  somit  erforderlich,  die  Berechtigung  dieser  An- 
nahme  ansführlich  zu  begründen.  Sie  beruht  in  erster  Linie 
auf  die  bedeutende  Anzahl  der  untersuchten  Substanzen,  und 
auf  die  Erwagung,  dass  Ausnahmen  von  den  betreffenden 
Gesetzen  bis  jetzt  nicht  aufgefanden  worden  sind  (1.  c.  S.  512). 
Zweitens  aber  auf  alle  jene  Falie,  in  denen  der  isotonische 
Coëfficiënt  im  Voraus  aus  den  Gesetzen  abgeleitet  und  nach- 
her  durch  das  Experiment  bestatigt  wurde  (1.  c.  S.  515). 
Zu  diesen  Beispielen  ist  jetzt  auch  das  Glycerin  zu  stellen  *). 

Die  Zuverlassigkeit  der  Gesetze  der  isotonischen  Coëffi- 
ciënten geht  aber  besonders  klar  hervor  aus  der  Bestatigung, 
welche  diese  nach  einer  ganz  andern  aber  gleichfalls  phy- 
siologischen  Methode  erfahren  haben.  In  seinen  Untersu- 
chungen  über  den  Einfluss  chemischer  Substanzen  auf  die 
Blutkörperchen,  und  über  die  Beziehung  dieses  Einflusses  zu 
den  Molekulargewichten  f )  hat  Hambuegjbr  den  Nachweis 
geliefert,  dass  die  Blutkörperchen  in  Lösungen  neutraler, 
unschadlicher  Verbindungen  ahnliche  Erscheinungen  aufwei- 
sen,  wie  die  Pflanzenzellen,  und  dass  sie  in  diesen  Lösungen 
nur  dann  unverandert  erhalten  bleiben,  wenn  deren  Concen- 
tration  mit  der  osmotischen  Spannung  des  Blutes  isotonisch 
ist.  Dabei  verhalten  sich  aber  verschiedene  Verbindungen 
quantitativ  in  derselben  Weise,  wie  gegenüber  Pflanzen- 
zellen, und  es  sind  somit  die  Gesetze  der  isotonischen  Coëffi- 
ciënten fur  diese  letzteren  dieselben  wie  filr  die  Blutkör- 
perchen. 


*)  Maandblad  voor  NatuurwetenBchappexi  1888,  N^  7,  Bot.  Zeitung 
1888,  1)0.  15  en  16. 

f)  H.  J.  Hambitb&eb  in  de  Ondeizoekingen  van  het  physiologiflch 
Laboratorium  te  Utrecht»  ade  Keeks,  IX,  bk.  2A,  1884. 
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In  meiner  >  Methode  znr  Analyse  der  Tun;orkrafl**  habe 
ich  hervorgehoben,  daas  die  Yerminderung  der  Dampfspan- 
nung  des  Wassers  durch  darin  geloste  Stofife,  die  Emiedri- 
gnng  des  Dichtigkeitsmaximums  von  Losungen  und  die  Er- 
niedrigang  der  Temperatur  des  Gefrierens  Erscheinungen 
sïndf  welche  als  Folgen  derselben  osmotischen  Eraftezu  be- 
trachten sind,  wie  die  Plasmolyse,  und  dass  eine  Verglei- 
chung  der  isotonischen  Coëfficiënten  mit  den  Resultaten  der 
Erforschong  jener  Yorgange  im  Allgemeinen  zn  einer  Be- 
statigong  der  betrefienden  Gesetze  fübrt  (1.  c,  S.  522). 

Diese  Bestatigung  ist  nun  durch  die  seitdem  veröffentlichten 
Besultate  Raoult's  über  die  molekulare  Gefrierpunktsemie- 
drignng  bedeutend  erweitert  worden,  und  etwaige  Zweifel 
über  die  Anwendbarkeit  meiner  Gesetze  auf  andere  als  die 
bisher  untersuchteto  Stoflfe  werden  durch  eine  Vergleichung 
der  Ton  Baotjlt  gewonnenen  Zahlen  yöllig  beseitigt.  Auch 
hat  dieser  Porscher  aaf  die  Bestimmung  der  Gefirierpunkts- 
emiedrigung  eine  Methode  gegründet,  welche  die  Ermitte- 
lung  des  Molekulargewichts  für  eine  aasserst  grosse  Beihe 
Ton  Eörpem  gestattet  und  welche  ohne  Zweifel  in  den 
meisten  FaUen  den  Vorzug  vor  der  plasmoljtischen  Methode 
verdient  *). 

Die  Yerminderung  der  Dampfspannung  des  Wassers  durch 
darin  geloste  Substanzen  ist  im  vergangenen  Jahre  von 
G,  TAKMAir  f)  studirt  worden,  und  auch  hier  verhalten  sich 
die  verschiedenen  Substanzen  genau  so  wie  bei  der  Plas- 
molyse  und  bei  der  Emiedrigung  des  Gefrierpunktes.* 

Schliesslich  finden  alle  diese  Einzeluntersuchungen  ihre 
theoretische  Grundlage  und  ihr  gemeinschattliches  Band  in 
den  üntersuchungen  von  van  't  Hofp  über  die  Grundge- 
setze    der  osmotischen  Spannung  verdünnter  Losungen,  und 


*)  F.  M.  Eaoült^  Methode  universeile  pour  la  détermitiaiion  des  poids 
moléeulairee;  Annales  de  cAimie  ei  de  pkysigite,  6de  Serie,  T.  VIII,  p.  29, 
JolUet  1886. 

f)  GüSTAV  Tamhan,  Die  Dampftensionen  der  Losungen,  in  Mémoiree 
de  PJcad,  d.  Se.  de  Si.  Péierebourg,  7de  Série,  T.  XXXV,  N».  9,  1887, 
8.  171. 
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in  dem  von  diesem  Forscher  gelieferten  Nachweis,  dass  die 
Gesetze  von  Boylb,  Gay-Lussac  und  Avogadeo  nicht  auf 
Gase  beschrankt  sind,  sondern  auch  die  sammtliclien  Span- 
nnngserscheinungen  in  verdünnten  Lösungen  beherrschen  *). 
Es  kann  somit  die  Berechtigung  der  bier  yorgescblagenen 
Anwendung  meiner  Methode  keinem  begründeten  Zweifel 
mehr  ausgesetzt  sein. 

Das  Jdolekulargewicht  der  Raffinose. 

Die  im  Vorhergehenden  betonte  Leistungsfahigkeit  der 
plasmolytiscben  Methode  wollen  wir  jetzt  durch  ein  Beispiel 
naher  begründen.  Ich  wahle  dazu  die  Raffinose,  und  werde 
zunachst  die  Gründe  auseinandersetzen,  welche  eine  Be- 
stimmung  des  Molekulargewichts  dieses  Körpers  erwünscht 
machen. 

Die  Biaffinose  ist  eine  Zuckerart,  welche  im  Jahre  1876 
von  LoisEAU  entdeckt  wurde  in  einer  kristallinischen  Kruste, 
welche  sich  in  der  RaflBnerie  von  Sommier  und  Co.  in  Paris 
allniahlig  aus  der  zuckerhaltigen  Mutterlauge  abgesetzt  bat- 
te f).  Sie  unterscheidet  sich  von  anderen  Zuckerarten  durch 
ihren  nur  wenig  sussen  Geschraack  und  durch  ihr  Vermo- 
gen, das  polarisirte  Licht  weit  starker  zu  drehen  als  der 
Rohrzucker. 

Seitdem  wurde  die  Raffinose  erkannt  als  die  ürsache 
einer  bis  dahin  haufig  beobachteten,  aber  noch  nicht  völlig 
aufgeklarten  Erscheinung.  Die  Mei  assen  der  Rübenzucker- 
industrie,  und  namentlich  die  durch  das  Strontianverfahren 
gewonnenen,  wiesen  haufig  im  Polarisations-apparate  einen 
grosseren  Gehalt  an  Zucker  auf  als  100  pCt.  Sie  mussten 
also  einen  unbekannten,  das  polarisirte  Licht  starker  drehen- 
den  Bestandtheil  enthalten.  Dieser  lange  Zeit  vorlaufig 
als  Plus-Zucker  bezeichnete  Stoff  stellte  sich  nun,  wenigstens 


*)  J.  H.  VAN  't  Hopp,  Lois  de  1'équilibre  chimique  dans  Tétat  dilué, 
gazeuz  OU  dissous.  —  Kon.  Svensk.  Vetenskap.  Akademicns  Eandlinger 
Bd.  21,  N».  17,  1886  und  JrcAives  NéerL,  T.  XX,  p.  239. 

t)  CompiM  rtndus  1876,  U,  Tom.  32,  p.  1068. 


der  Hauptsache  nach,  als  Raffinose  heraus,  und  es  gelang 
ScHBiBLER  ein  einfaches  Verfahren  anzugeben,  um  die  Raffi- 
nose ans  diesen  Meiassen  abznscheiden,  und  in  reiner  kris- 
tallisirter  Form  in  den  Handel  zu  bringen  *). 

Die  RaflBnose  entsteht  nicht  etwa  '^ahrend  des  Fabriks- 
processes ;  sie  kommt  bereits  in  den  Ruben  selbst  vor,  und 
zwar  in  bedeutenderer  Menge,  als  man  nach  dem  Gehalt  der 
Meiassen  annehmen  würde.  Sie  wird  also  bei  der  Zucker- 
gewinnung  theilweise  zersetzt.  Ausser  in  Ruben  wurde  sie 
von  RicHARDsoN  und  Crampton  im  Weizen  und  von  Sülli- 
WAN  im  Gerste  aufgefunden.  Sie  wird  demnach  voraussichtlich 
im  Pflanzenreich  wohl  eine  weite  Verbreitung  haben.  Dafür 
spricht  auch  der  Umstand,  dass  neuere  Untersuchungen  ihre 
Identitat  mit  den  aus  anderen  pflanzlichen  Produkten  berei- 
teten  Zuckerarten  Melitose  und  Gossypose  nachgewiesen  haben. 

Die  Melitose  wurde  von  Johnstok  aus  der  Australischen 
Eucalyptus-maxiuQ,  gewonnen  und  von  Bbrthslot  eingehend 
studirt  t).  Ihre  Identitat  mifc  der  Raffinose  wurde  von 
Tollens  und  Rischbiet  entdeckt  und  ausfiihrlich  nachge- 
wiesen §),  welche  Autoren  auch,  wie  wir  bald  sehen  wer- 
den, die  von  Beethblot  aufgestellte  Molekularformel  über- 
nahmen. 

Auf  die  IdentitSit  der  von  Ritihaüsen  und  Böhm  aus 
BaumwoUensamenkuchen  gewonnenen  Gossypose  mit  der  Raf- 
finose hatte  Tollens  bereits  früher  hingewiesen,  wahrend 
Scueibler  bald  darauf  den  endgültigen  Nachweis  dafür 
brachte  **). 

Die  Raffinose  muss  somit  eine  im  Pflanzenreich  ziemHch 
weit  verbreitete  Zuckerart  sein. 

Wahrend  ich  für  die  chemischen  Eigenschaften  dieses 
Körpers  auf  die  betreffende  Literatur,  und  namentlich  auf 
die  ausfiihrliche  und  gründliche  Zusammenstellung  in  Stam- 


*)  C.  SCHÊIBLER,  Beriehie  d.  d.  chm.  OeselUch ,  18   S.  1409. 
f)  JoHHSTON,   Fkilos.  Uagazine  1843,  S.  14;  Bebthelot,  Ann,  Chim. 
%»i  (3)  T.  46,  p.  66. 
§)  ToLLBMS  und  BiscHBiJST^  ZeiUchr,  /.  Zuekerindu^rie,  T.  35,  p.  1030. 
**)  SCHUBLBB,  B$r.  d.  d,  ekem.  GeêelUcA.,  Bd.  18,  S.  1779. 
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HE]i*8  T^JcAresberieht  über  die  Unterguchungen  und  Fortschritte 
im  Oesammtgébiete  der  ZuckerfabrikatiorC^  (Band  XXY,  1885, 
162 — 202),  verweiae,  werde  ich  jetzt  versuchen  eineüeber- 
sicht  desjenigen  zu  geben,  was  zu  den  yerschiedenen  An- 
sichten über  die  Molekularformel  unserer  Zuckerart  Yeran- 
lassung  gegeben  hat. 

Behthelot  batte  für  seine  Melitose  die  Formel  C^^  H^^Oi]  + 
3  H^  O  an%estellt,  und  zu  derselben  Zusammensetzung  war 
BiTTGLiusEK  fQr  die  Gossypose  gelangt.  Dagegen  batte 
LoisEAU,  welcher  der  Baffinose  seit  1876  eine  Reihe  gründ- 
licber  Arbeiten  im  Journal  des  fabricants  de  mcre  gewidmet 
hat,  für  diesen  Eörper  die  Formel  C^g  H32  Ojq  -|*  5  H2  O 
angenommen.  Beide  Formeln  entsprechen  demselben  Resul- 
tate  der  Elementar-analyse,  da  beide  =  n  (Cq  H14  O7)  sind, 
indem  n  Ton  Beethelot  und  Bitthausen  =2,  von  Loi- 
ssAU  =  8  gestellt  wurde.  Die  Entscheidung  hierüber  war 
in  beiden  Fallen  durch  die  Bestimmung  des  Gehalts  an 
Ejristallwasser  gewonnen,  welcher  Gehalt  für  die  erste  For- 
mel 13,64  pCt.,  für  die  zweite  aber  15,15  pCt.  betragt. 

Man  soUte  nun  glauben,  dass  die  Frage  nach  der  Eristall- 
wassermenge  sich  leicht  entscheiden  liesse.  Man  stösst  hierbei 
aber  auf  unerwartete  Schwierigkeiten.  Erwarmt  man  zu 
rasch,  so  schmilzt  die  Substanz  in  ihrem  Eristallwasser, 
und  eine  vöUige  Austreibung  dieses  ist  nicht  mehr  zu  er- 
reichen.  Weicht  man  dieser  Schwierigkeit  durch  sehr  lang- 
sames  Erwarmen  aus,  so  erhalt  man  bei  100^  G  allerdings 
einen  Wasserverlust  von  etwa  13 — 14  pCt.,  aber  dieser  wird 
nicht  constant.  Erhitzt  man  bis  zu  120—1300  G,  sofangt 
die  Baffinose  an  sich  zu  zersetzen  und  zu  caramelisiren, 
bevor  ein  Gewichtsverlust  von  15,15  pOt.  erreicht  worden 
ist.  Dabei  entsteht  Glucose,  wie  man  mittelst  FEHLTNa'scher 
Lösung  nachweisen  kann,  denn  die  Baffinose  reducirt  die 
Eupferlösung  nicht. 

ScHEiBLEA  hat  eine  Methode  gefunden,  urn  den  Eristall- 
wassergehalt  ohne  jegliche  Zersetzung  genau  zu  bestimmen. 
Er  lasst  die  fein-kristallinische  Substanz  im  Vacuüm  über 
Schwefelsaure  etwa  14  Tage  vortrocknen,  und  setzt  dann 
die  Operation  im  Waaserbade  bei  10 0^  C  fort,  bis  ein  v5l- 


(6d) 

lig  constantes  Gewicht  eingetreten  ist.  Der  Verlust  betrSgt 
dann  genau  15,15  pGt.,  und  Scheibleb  betrachtete  die  Frage 
damit  als  zu  Gunsten  Loisbau's  entschieden  *). 

Hun  gegenüber  vertheidigten  Tollens  und  Bischbiet  die 
Formel  Berïhelot's  f ).  Sie  behaupten,  »dass  man  je  nach 
der  Art  des  Trocknens  zu  recht  verschiedenen  Formeln  ge- 
langen  kann",  dass  mitunter  sogar  ein  Verlust  von  mehr 
als  15,15  püt.  gefunden  sei.  Sie  yersuchten  somit  eine 
Bestimmung  auf  rein  chemischen  Wege,  und  wahlten  dazu 
die  Darstellung  des  Natriumderivats.  Dieses  hatte  die  Zu- 
sammensetzung  C^^  H21  Na  0^^  (=  6.32  pCt.  Na),  oder 
Cjg  H33  Oji  Na  OH  (6.02  pCt.  Na),  und  entschied  also  fttr 
die  Formel  Ci^  Hg^  On  +  3  H^  O. 

Als  die  genannten  Verfasser  ihre  Untersuchungen  über 
die  chemischen  Eigenschaften  der  Raffinose  fortsetzten,  ge- 
langten  sie  aber  allmahlig  zu  der  Ansicht,  dass  die  Mole- 
küle  dieser  Verbindung  wahrscheinlich  grosser  seien,  als 
dieser  Formel  entsprechen  würde,  ja  sogar  grosser  als  von 
L018EAU  und  ScHBiBLEE  augenommeu  wurde.  Manches  schien 
darauf  hin  zu  deuten,  dass  die  Raffinose  sich  den  höher  in 
der  Reihe  stehenden  Stoflfen,  wie  Amylodextrin  und  Inulin 
nahert,  da  sie  sich  in  vielen  Hinsichten  diesen  ahnlich  ver- 
halt.  Namentlich  das  Verhalten  gegenüber  Salpeters&ure 
föhrte  zu  diesem  Schlusse,  denn  es  entstehen  dabei  22 — 23  pCt, 
Schleimsaure.  Dieses  ist  aus  dem  Formel  C^g  Hg^  O^  -f*  3  Hg  O 
nicht  zu.  erklaren,  wohl  aber  aus  C^g  H32  O^g -j- 5  Hg  O 
oder  deren  Polymeren,  wenn  man  annimmt,  dass  darin  eine 
Galactose-gruppe  Cq  H^g  Oq  vorhanden  ist,  oder  doch  durch 
die  Einwirkung  der  Saüre  daraus  entstehen  kann. 

Um  nun  sowohl  dieser  letzteren  Reaction,  als  dem  Na« 
triumderiyate  und  endlich  auch  dem  Eristallwassergehalt 
Ton  15.15  pCt.  zu  genügen,  schlagen  die  beiden  genannten 
Forscher  vor,  die  Formel  Loisbau's  zu  verdoppeln  und  das 
Molekül  der  Raffinose  als  der  Formel  CseHe4  08g+  10  Hg  O 
entsprechend  zu  betrachten. 


*)  L  a  S,  181—191. 

t)  Zcü^ch.  y.  Zuckerimduëiru,  T.  35,  0.  1Ö30. 
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In  eioer  spateren  ausfilhrlicheren  im  Jahre  1886  erschie- 
nenen  Arbeit  halten  sie  diese  Meinung  aufrecht,  indem  sie 
sagen  iDie  Formel  O^^Hq^O^^  +  10  Hg  O  ist  diejenige, 
welche  allen  bekannten  Thatsachen  genügt"  *). 

Ueber  die  Molekularformel  der  Raffinose  liegen  also  der- 
zeit  die  drei  folgenden  Ansichten  vor  f) : 

KrlsUllwM0cr-      Molekular- 
gehalt.  gewicht. 

l.CjjHjaOji-t-  3HjO  13.64  pCt.  396       Berthelot  und Ritthausbn. 

S.  GisHssOifi-f  5H,0  15.15    v  594       Loisbau  und  Scheibler. 

3.Cs8H84Osa-fl0H8O  1515    ,  1188       Tollens  und  Rischbibt. 

Diese  Formeln  entsprechen  derselben  elementaren  Zusam- 
mensetzung  der  kristallisirten  Substanz,  tragen  aber  ver- 
schiedenen  Bestimmungen  des  Kristal! wassergehaltes  und 
verschiedenen  chemischen  Reactionen  Rechnung. 

Bestimmung  des  MolekulargeuncliU  der  Raffinose 
nach  der  plasmolytiscken  Methode. 

üm  zu  einer  Entscheidung  über  die  schwebende  Frage 
zu  gelangen,  wollen  wir  jetzt  den  Satz  an wenden,  dass  or^ 
ganische  Körper  vi  verdünnien  Lösungen  hei  derselben  mo^ 
UJcularen  Concentration  anndhemd  dieselbe  osmotische  Spannung 
besitzen.  Dieses  Gesetz  ist  ein  Theil  meines  ersten  Gesetzes 
für  die  isotonischen  Coëfficiënten  §),  und  zwar  derjenige  Theil, 
welcher  sich  auf  die  erste  der  dort  unterschiedenen  Grappen, 
diejenige  der  organischen  metallfreien  Verbindungen  bezieht. 

Wir  haben  also  die  osmotische  Spannung  verdünnter 
Lösungen^  von  Raffinose  zu  vergleichen  mit  dem  analogen 
Werthe  für  irgend  eine  andere  organische  Substanz,  und 
wahlen  dazu  aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  den  Rohrzu" 
cker^  als  einen  genau  bekannten,  und  mit  der  Raffinose  am 
nachsten  ver  wand  ten,  also  am  besten  vergleichbaren  StofiF. 

Wir  haben  also  zu  erforschen,  bei  welchen  Concentrati- 
onen  die  Lösungen  beider  Substanzen  denselben  isotonischen 


*)  ZeiUehr.  f  Rübenzuckerindustrie,  T.  36,  S.  214. 
f)  Man  vergleiche  auch   die  Uebcrsicht  von  Lifpmann  über  diesen 
Streit  in  N'^.  39  der  Deutschen  Zuekerindustrie  (1885). 
{)  P&IN0SHEIH*8  Jahrbücher^  Band  XIV,  S.  514. 
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Werth,  d.  h.  dieselbe  osmotische  Spannung  besitzen,  denn 
Bolche  Losangen  werden  pro  Liter  annahemd  dieselbe  An- 
zahl  von  Molekülen  enthalten.  Es  reicht  hin,  f&r  eine 
Goncentration  des  Eohrzuckers  die  damit  isótonische  Gon- 
centration  der  Raffinose  zu  ermitteln. 

Als  Indicator  wahlen  wir  die  Eischeiuung  der  Plasmolyse. 
In  Lösungen,  welche  geringere  Auziehung  für  Wasser  haben 
als  der  Zellsaft  der  betreffenden  Zeilen,  wird  sich  der  den 
Safb  umscbliessende  Protoplast  nicht  von  der  Zellhaut  ab- 
heben,  in  hyperisotonischen  *)  Lösungen  wird  solcbes  wohl 
der  Fall  sein.  Die  auf  der  Grenze  stehende  Goncentration 
wird  offenbar  mit  dem  Zellsaft  isotonisch  sein;  bat  man 
diese  » plasmoly tiscbe  Grenzlösung"  für  zwei  Substanzen 
ermittelt,  so  sind  diese  Lösungen  auch  unter  sich  isotonisch. 
Es  kommt  nur  darauf  an,  eine  Pflanze  und  ein  Gewebe  zu 
wahlen,  in  denen  in  Tausenden  von  Zeilen  die  Grenze  bei 
genau  derselben  Coucentration  überschritten  wird,  und  diese 
Erscheinung  sich  leicht  und  mit  voller  Scharfe  beobachten 
lasst.  Solches  ist  aber  bei  den  sogenannten  Indicatorpflan- 
zen  der  Fall  f).  Unter  diesen  wahlte  ich  die  Tradescaniia 
discolor,  und  zwar  die  violette  Oberhaut  auf  der  ünterseite 
des  Mittelnerven  ausgewachsener  Blatter.  Dieses  Gewebe 
ist,  wie  meine  früheren  üntersuchungen  lehrten,  für  ahn- 
liche  Zwecke  durchaus  zuverlassig. 

Ich  habe  nun  in  verschiedenen  Versuchen  die  plasmoly- 
tische  Grenzconcentration  des  Rohrzuckers  für  dieses  Ge- 
webe, und  den  ihr  jedesmal  entsprechenden  analogen  Werth 
fur  die  Rafi&nose  bestimmt.  Aus  diesen  Zuhlen  lasst  sich, 
nach  dem  augeführten  Gesetze,  das  Molekulargewicht  der 
Raffinose  ohne  Weiteres  berechnen. 

Da  die  oben  mitgetheilten  Zahlen  für  das  Molekularge- 
wicht der  Raffinose  sehr  weit  auseinander  liegen,  müsste 
ich  durch  eiuen  Vorversuch  zunachst  entscheiden,  welche  von 
ihnen  der  Wahrheit  am  nachsten  entsprach,  ehe  ich  an  die 


*)  Haxbubgek   in   Onderzoekingen  van  Aet  Ph^siologUck  Laboratorium 
te  Vtreekt,  3e  Reihe,  Bd.  X,  S.  49,  1886. 
t)  PaiiroHEiic's  Jahrbücker,  Bd.  XIV,  8.  4tH. 
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genaue  Ermittelong  herantreten  konnte»    Ich  bin  dabei  tou 
folgender  Berechnung  ausgegangen. 

Eine  Losung  von  0.22  Mol.  Rohrzucker  pflegt  in  den 
erwahntea  Zeilen  von  Trcuiescantia  discolor  einen  schwachen 
Grad  von  Flasmolyse  hervorzurufen.  Eine  Losung  yon  0.22 
Mol.  Baffinose  muss  sich  also,  nach  dem  obigen  Gesetze, 
gleich  yerhalten.  Eine  solche  Losung  enthalt  aber,  je  nach- 
dem  man  eine  der  drei  Formeln  annimmt,  0.22  X  396, 
0.22  X  594  oder  0.22  X  1188  Gramm  pro  Liter,  ihre  Gon- 
centration  ist  demgemass  8.7,  13.1  oder  26.1  pCt.  der  kris- 
tallwasserhaltenden  Substanz.  Ich  bereiiete  mir  nun  eine 
Losung  Yon  13.1  pCt.  und  brachte  in  diese  ein  Fraeparat 
des  nahmhafi  gemachten  Gewebes.  Ist  das  Molekularge- 
wicht  =  396,  so  muss  darin  eine  sehr  starke  Flasmolyse 
eintreten;  ist  es  =:  594,  so  muss  diese  Erscheinung  in  schwa- 
cherm  Grade,  und  bei  einem  Molekulargewicht  von  1188 
muss  sie  gar  nicht  eintreten.  Nach  4  Stunden  zeigtesich, 
dass  der  zweite  Fall  vorlag;  in  sammtlichen  Zeilen  war 
der  Frotoplast  an  einer  kleinen  Ecke  von  der  Zellhaut 
abgehoben.  Nur  die  Ansicht  yon  Loiseau  und  Scheibler 
konnte  also  richtig  sein.  Zur  Controle  machte  ich  noch 
eine  Losung  yon  26.1  pCt. ;  in  dieser  war  nach  vier  Stun- 
den die  Flasmolyse  so  stark,  dass  die  Frotoplaste  sich  bis 
auf  etwa  die  Halfte  ihres  ursprünglichen  Yolumens  contra- 
hirt  batten.  Diese  Losung  hatte  also  eine  etwa  doppeltso 
grosse  Spannkraft  wie  der  Zellsaft,  was  mit  dem  Besultate 
des  ersteren  Yersuches  übereinstimmt. 

Für  die  genaue  Bestimmung  der  osmotischen  Spannkraft 
der  Baffinose  steUte  ich  mir  zwei  Beihen  yon  Losungen  her. 
Die  erste  yon  reinem  Eandiszucker ;  diese  wurden  der  ein- 
facheren  Berechnung  halber  gleich  nach  Grammolekülen 
(=  342  Gramm)  pro  Liter  gewahlt,  und  zwar  in  Concen- 
trationen  yon  0.16— 0.18— 0.20— 0.22— 0.24  und  0.26  Mo- 
lekül.  Für  die  zweite  Beihe  machte  ich  die  Losungen  nach 
Frozenten  der  kristallwasserhaltenden  Substanz.  Sieenthiel- 
ten  9,  10,  11,  12,  13  und  14  pCt.  Baffinose.  Für  jeden 
Versuch  wurde  yon  jeder  dieser  Losungen  2—5  CCm.  in 
einen  kleinen  Glascilinder  gebracht  und  mit  einem  Fraeparat 
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aas  der  violetten  Oberhaut  des  Blattnerven  von  Tradeseantia 
discolor  beschickt.  Und  zwar  wurden  die  Praeparate  in 
jedem  Yersuch  einem  und  demselben  Blatte  entnommen, 
und  aus  diesem  in  moglichst  geringer  Entfemung  yon  ein- 
ander  geschnitten.  Benachbarte  Schnitte  kamen  dabei  stets 
in  nahezu  isotonische  Lösiingen,  urn  die  Yergleichbarkeit 
eine  moglichst  yollstandige  zu  machen» 

Jeder  Yersuch  dauerte  4  Standen.  Dann  wurden  die  Prae- 
parate unter  dem  Mikroskop,  bei  etwa  100-maliger  Yer- 
grSflserung  untersucht.  Nach  weiteren  zwei  bis  vier  Stun- 
den  wiederholte  ich  diese  Prüfung  und  überzeagte  mich  in 
jedem  einzelnen  Fall,  dass  die  gesuchte  Grenze  sich  nicht 
Terschoben  hatte. 

Die  Besultate  der  vier,  mit  yerschiedenen  Blattem  aus- 
geführten  Yersuche  enthalt  die  folgende  Tabelle.  Am  Eopfe 
der  einzelnen  Spalten  findet  man  die  Concentrationen  der 
Losungen  in  obiger  Weise  ausgedrückt.  Es  bedeutet  I.  O. 
die  sich  aus  dem  Yersuch  ei^ebende,  mit  dem  Zellsaft  iso- 
tonische Concentration.  Das  Yerhaltniss  dieser  beiden  Zahlen, 
durch  10  dividirt,  gibt  die  mit  0.1  Mol.  Bohrzucker  iso- 
tonische Concentration  der  Baffinose  in  pCt. 

Es  bedeutet  femer:  n  keine  Zelle  plasmolysirt,  hp  etwa 
die  Halfte  der  Zeilen  und  p  sammtliche  Zeilen  plasmoly- 
sirt. Die  mit  n  bezeichneten  Losungen  waren  also,  in  Bezug 
auf  dem  Zellsaft  hypisotonisch,  die  durch  hp  angedeuteten 
isotonisch,  und  die  einen  p  führenden  hyperisotonisch. 

lm  Uebrigen  yergleiche  man  über  die  Bedeutung  solcher 
Tabellen  meine  oben  citirte  Arbeit  *). 
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tm  Mittel  ist  also  die  mit  0.1  Mol.  Eohrzucker  isoto- 
nische  Concentration  der  Raffinose: 

=  5.957  pCt. 

Zu  bemerken  ist,  dass  diese  Zahl  eine  rein  empirische 
ist,  und  dass  zu  ihrer  Ermittelung  keine  theoretische  Vor- 
aussetzung  erforderlich  war. 

Um  mich  von  der  Zuverlassigkeit  des  erhaltenen  Resul- 
tates  noch  weiter  zu  überzeugen,  habe  ich  noch  einige  Con- 
trollversuche  nach  genau  derselben  Methode  gemacht.  Erstens 
habe  ich  die  Versuche  wiederholt  mit  einer  im  hiesigen 
chemischen  Laboratorium  aus  Baumwolle  dargesteilten  Raf- 
finose, welche  nicht  so  schön  kristallisirt  und  nicht  so  v5l- 
lig  aschenfrei  war  als  das  oben  benutzte,  aus  dem  Handel 
bezogene  Muster.  Zweitens  habe  ich  die  Yerauche,  welche 
bei  15®  C  gemacht  waren,  bei  etwa  0^  C  wiederholt.  Drit- 
tens  habe  ich  statt  der  Tradescaniia  discolor  die  Begonia 
manicata  als  Indicatorpflanze  benutzt.  In  allen  diesen  Ver- 
suchen  fand  ich  das  mitgetlieilte  Resultat  bestatigt,  da  die 
Concentrationen  der  Raffinose,  welche  mit  0.1  Mol.  Rohr- 
zucker  isotonisch  waren,  nur  unerheblich  von  der  obigen 
Zahl  abwichen.  Da  die  Versuche  aber  nur  zur  Controle, 
und  also  nicht  mit  derselben  Genauigkeit  ausgeführt  wur- 
den,  unterlasse  ich  es,  auf  die  erhaltenen  Zahlen  naher  ein 
zu  gehen. 

Wenn  es  sich  nun  darum  handelt,  aus  dem  rein  empiri- 
rischen  Resultate  unserer  Versuche  das  Molekulargewicht 
der  Raffinose  zu  berechnen,  so  haben  wir  darauf  das  im 
Anfange  citirte  Gesetz  anzuwendcn.  Dieses  lehrte  uns,  dass 
die  mit  0.1  Mol.  Rohrzucker  isotonischen  Lösungen  anderer 
organischer  Verbindungen  gleichfalls  im  Liter  annahernd 
0.1  Molekül  enthalten  mussen. 

Hieraus  folgt,  das  für  Raffinose,  annahernd: 

5.957  pCt.  =  0.1  Mol.  pro  Liter 
ist. 

Das  Molekulargewicht  der  Raffinose  ist  also  annahernd 

=  595.7. 
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Die  Yon  den  yersclieideneii  Formeln  geforderten  Moleku- 
laigewichte  waren  aber: 

CisH23  0n+    3H3O 396 

C18H82O16+    5H2O 594 

CsöHe^Osa.H-  lOH^O 1188 

Wir  £nden  also  mit  der  zweitgenannten  Formel  eine  sehr 
genügende  Uebereinstimmung.  Es  folgt  daraos  aber,  dassi 
nach  dem  Gesetze  der  isotonischen  Coëfficiënten,  nur  diese 
Yon  LoissAU  aufgestellte  und  Yon  Scuëibleb  in  so  überzeu- 
gender  Weise  vertheidigte  Formel  die  richtige  sein  kann. 
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HET   LINEAIRE   COMPLEX 


EN  DB 


CONGRUENTIE  (1,1) 


DOOB 


P.  H.  SGHOUTE. 


Onder  een  complex  van  den  rfi^  graad  verstaat  men  een 
drievoudig  oneindig  aantal  lijnen  zoo  in  de  ruimte  gegeven, 
dat  er  door  elk  willekeurig  punt  P  in  elk  willekeurig  door 
dit  punt  aangenomen  vlak  n  een  aantal  n  dier  lynen  gaan. 
Hieruit  volgt  dan,  dat  de  door  een  punt  P  gaande  lijnen 
van  het  complex  een  kegel  van  den  »i^®°  graad  vormen  en 
de  in  een  vlak  n  liggende  l^nen  van  het  complex  een 
kromme  van  de  n^^  klasse  omhullen;  deze  kegel  heet  de 
complexkegel  van  het  punt  P  en  deze  kromme  de  compUx" 
kromme  van  het  vlak  n. 

Onder  een  congruentie  (m,  n)  verstaat  men  een  tweevou- 
dig oneindig  aantal  Ignen  zoo  in  de  ruimte  gegeven,  dat  er 
m  dezer  lijnen  door  elk  willekeurig  punt  P  gaan  en  n  dezer 
Ignen  in  elk  willekeurig  vlak  n  liggen;  van  deze  getallen 
heet  m  de  graad  en  n  de  klaeae  van  de  congruentie. 

Volgende  bladzijden  zullen  eerst  een  meetkundige  behan- 
deling bevatten  van  het  eenvoudigste  complex,  het  complex 
van  den  eersten  graad  of  het  lineaire  complex,  en  van  de 
eenvoudigste  congruentie,  de  congruentie  (1,1).  Daarbg  zul- 
len uitsluitend  bekende  uitkomsten  verkregen  worden,  maar 
langs  een  meer  rechtstreekschen  weg,  die  bg  het  onderzoek 
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van  het  lineaire  complex  geen  kennis  van  de  theorie  der 
reciprociteit  in  de  ruimte  onderstelt  en  bg  de  beschouwing 
van  de  congruentie  (1,1)  onafhankel^k  blijft  van  de  theorie 
van  het  lineaire  complex.  En  daarna  zullen  eenige  nieuwe 
uitkomsten  verkregen  worden  door  beide  vormingen  in  ver- 
band met  elkaar  te  beschouwen. 


I.     Het  lineaire  complex.' 

1.  Is  het  complex,  dat  we  beschouwen,  een  lineair  com- 
plex,* dan  herleidt  zich  de  complexkegel  van  elk  punt  P 
tot  een  vlak  door  P,  het  complexvlak  u  van  P,  en  de  com- 
plexkromme  van  elk  vlak  n  tot  een  stralenbundel  van  ly- 
nen  door  een  punt  in  tt,  het  comple^vpunt  P  van  n.  Daar 
dit  geen  verwarring  veroorzaken  kan,  vervangen  we  kort- 
heidshalve de  namen  complexpunt,  complexvlak  en  lijn 
van  het  complex  door  pool^  poolvlah  en  straal, 

2.  Ligt  het  punt  Q  in  het  poolvlak  n  van  het  punt  P, 
dan  ligt  P  ook  in  het  poolvlak  qt  van  Q.  Want  als  Q  in 
het  poolvlak  tt  van  P  ligt,  is  PQ  een  straal  en  als  PQ 
een  straal  is,  ligt  P  ook  in  het  poolvlak  q>  van  Q. 

Indien  men  op  de  willekeurige  lijn  V  (fig.  1)  twee  pun- 
ten P  en  Q  aanneemt,  van  deze  punten  de  poolvlakken 
;r  en  <p  zoekt  en  de  doorsnee  dezer  vlakken  Z"  noemt,  dan 
zal  een  willekeurig  punt  R  van  l"  volgens  de  juist  bewe- 
zen stelling  het  vlak  {Rl')  en  evenzoo  een  willekeurig  pftnt 
S  van  V  het  vlak  (S  l")  tot  poolvlak  hebben.  Omdat  in  het 
algemeen  het  poolvlak  van  een  willekeurig  punt  van  een 
der  lijnen  l'  en  V'  dus  het  vlak  door  dit  punt  en  de  andere 
lijn  is,  noemt  men  lijnen  als  V  en  l"  weerkeerige  poollijnen 
van  het  complex.  Van  zulk  een  lynenpaar  kan  men  by  een 
bepaald  complex  steeds  een  der  twee  willekeurig  aannemen ; 
de  andere  is  dan  bepaald. 

Elke  lijn,  die  twee  weerkeerige  poollenen  sngdt,  is  een 
straal.  En  elke  straal,  die  van  twee  weerkeerige  pooUgnen 
er  een  sn^dt,  sn^dt  ook  de  andere. 

6» 


(68) 

a).  Wat  men  hier  bijj  stralen  en  weerkeerige  poollijjnen  ont- 
moet, herinnert  aan  de  verhouding  tusschen  bestaanbare  en  toe- 
gevoegd onbestaanbare  l^nen.  Even  als  elke  bestaanbare  lijjn, 
die  van  twee  toegevo^d  onbestaanbare  lijnon  er  een  ontmoet,  dit 
ook  de  andere  doet,  sn^dt  elke  straal,  die  van  twee  weer* 
keerige  pooUjjnen  er  een  ontmoet,  ook  de  andere.  In  dit  opzicht 
speelt  de  viervoudige  oneindigheid  van  bestaanbare  l^nen  in  het 
achtvoudig  oneindige  gebied  der  onbestaanbare  lijnen  tegenover  de 
paren  van  toegevoegd  onbestaanbare  1^'nen  dezelfde  rol,  die  in 
het  lineairo  complex  de  stralen  met  betrekking  tot  de  paren  van 
weerkeerige  poollenen  vervullen.  Maar  terwijl  in  het  complex 
elke  1^'n,  die  tWee  weerkeerige  pooUijnen  sn\jdt,  een  straal  is,  zal 
elke  lijn,  die  twee  toegevoegd  onbestaanbare  l^nen  sn^dt,  nog 
geen  bestaanbare  lijn  behoeven  te  zijn. 

b).  De  namen  pool,  poolvlak  en  weerkeerige  poollijjnen  zqn 
aan  de  theorie  der  reciprociteit  ontleend,  met  welke  het  lineaire 
complex  in  nauw  verband  staat.  Zoo  als  men  weet,  noemt  men 
twee  ruimtestelsels  reciprook,  als  met  een  punt  van  het  eene 
een  bepaald  vlak  van  het  andere  en  met  punten  in  een  vlak  van 
het  eene  bepaalde  vlakken  door  een  punt  van  het  andere  over- 
eenkomen, als  dus  met  punt  en  vlak  van  het  eene  vlak  en 
punt  van  het  andere  overeenstemmen.  Heeft  daarb^  involvüe 
plaats,  d.  w.  z.  komt  met  elk  willekeurig  punt  P  hetzelfde 
vlak  VF  overeen,  tot  welk  der  beide  stelsels  men  P  ook  laat 
behooren,  dan  heeft  men  met  een  pooUithel  in  de  ruimie  te 
doen  en  zijn  de  beide  ruimtestelsels,  die  het  samenstellen,  eikaars 
weerkeerige  poolfiguren  met  betrekking  tot  een  bestaanbaar  of 
onbestaanbaar  oppervlak  van  den  tweeden  graad;  tenz^  het  ge- 
beuren mocht,  dat  elk  punt  in  zijn  poolvlak  ligt,  welk  b^'zon- 
der  geval  zich  bij  het  lineaire  complex  voordoet.  Dit  bijzondere 
poolstelsel  is  door  Möbius  een  nulstelsel  genoemd.  Op  dit  nul- 
stelsel komen  we  later  terug  (hrt.  ll*^). 

Omtrent  de  stelkundige  behandeling  van  de  complexen  van 
eersten  en  tweeden  graad  verwijzen  w\j  in  de  eerste  plaats  naar 
Plueckeb's  Neue  Geometrie  des  Raumes  gegr&ndet  auf  die  Be-- 
trachtung  der  geraden  Linie  als  Baumelement^  in  1868  door  F. 
Klein  by  Teubner  uitgegeven.  In  dit  werk  maakt  Pluecksb 
gebruik  van  lyncoördinaten.  Deze  treden  echter  daarin  nog  niet 
op  in  den  meest  algemeenen  vorm,  waarin  men  ze  vindt  in  Klein's 
dissertatie  en  in  enkele  verhandelingen  van  lateren  tijd.  Men 
vergelijke  bijv.  den  herdruk  van  Klein's  dissertatie  in  deel  XXIII 
van  de  Mathematische  Annalen. 

Voor  de  meetkundige  behandeling  van  het  lineaire  complex 
kan  men  Th.  Rbte's  Geometrie  der  Lage  raadplegen.    Van  dease 


(  69) 

afleiding  zal  wat  hier  gegeven  wordt  slechts  in  zoover  afw\|ken, 
dat  het  zich  zelfstandig  ontwikkelt  uit  de  bewezen  betrekking 
tosBohen  weerkeerige  poollenen  en  stralen  en  geen  frebruik  maakt 
van  uitkomaten  verkregen  door  de  theorie  der  redprociteit,  die 
evenzeer  uit  de  in  den  aanvang  van  dit  artikel  bewezen  stelling 
wordt  opgetrokken.  Bij  deze  w^'ze  van  voorstelling  zuilen  we  ge- 
noodzaakt zijn  voorloopig  aan  te  nemen,  dat  er  een  lineair  com- 
plex bestaat  om  dan  eerst  later  na  te  gaan  hoe  men  het  verkrijgt 
(art  8*). 

c).  Behooren  b^  de  vier  niet  in  een  vlak  gelegen  punten  A^ 
By  C^D  de  dan  ook  niet  door  een  punt  gaande  vlakken  a,j3, 7,^1 
dan  zijjn  de  twee  viervlakken  ABCB  en  »fiy^  eiktor  tege- 
lijkertijd in-  en  omgeschreven.  Terw\jl  nl.  ^  in  «  ligt,  enz.,  gaat 
het  vlak  {BOD)  door  het  punt  (fi  y  S),  enz.;  want  de  lijnen, die 
het  punt  (j3  y  S)  met  B,  C,  2>  verbinden,  z^n  door  dit  punt  gaande 
stralen  en  liggen  dus  in  het  poolvlak  van  (^  y  ^),  enz. 

Men  veigelpe  Möbius  (Cbelle's  Journal,  III^  blz.  273  en 
Neubebo  (Mémoires  de  la  Société  royale  deê  êcienees  de  Liège^ 
2de  reeks,  XI.) 

3.  De  onderstelling,  dat  twee  weerkeerige  poollgnen 
elkaar  sneden,  voert  tot  een  bgzonder  geval  van  het  lineaire 
complex. 

Zijn  nl.  de  lijnen  t  en  i"  (%•  2)  twee  in  het  vlak  n 
gelegen  weerkeerige  pooUijnen,  dan  zal  n  het  poolvlak  zijn 
van  elk  punt  P'  van  V  en  van  elk  punt  P*  van  Z".  Daar- 
uit zal  dan  volgen,  dat  elke  lijn  F  P*  van  n  straal  is  en 
n  dus  poolvlak  is  van  elk  zijner  punten. 

Is  nu  TT  (fig.  3)  een  vlak,  dat  poolvlak  is  voor  al  zijn 
punten  P,  9  het  poolvlak  van  een  willekeurig  buiten  n 
aangenomen  punt  Q  en  a  de  snijlijn  van  n  en  9,  dan  is  a 
de  weerkeerige  poollgn  van  PQ.  Wgl  nu  bij  verplaatsing 
Tan  P  ia  n  blgkt,  dat  elke  willekeurige  Ign  P  Q  door  Q  de 
Ign  a  tot  weerkeerige  pooUiJn  heeft  en  het  poolvlak  o  van 
elk  willekeurig  punt  B  dus  door  a  gaat,  is  het  complex  de 
vereeniging  van  alle  Ignen,  die  a  snijden.  Werkelijk  voldoet 
die  verzameling  van  lijnen  aan  de  van  het  lineaire  complex 
gegeven  bepaling.  We  noemen  zulk  een  lineair  complex  een 
oneigefilijk  complex  en  de  Ifln,  die  door  al  zijn  stralen  ge- 
sneden wordt,  zgn  ca.     ligt  deze  as  in  het  oneindige,  dan 
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bestaat   het   complex    uit  .alle   Ignen    eyenwgdig    aan  een 
zelfde  vlak. 

a).  We  noemen  het  bijzondere  complex  een  oneigenlijk  en  niet 
een  ontaard  complex,  omdat  onder  een  ontaard  complex  van  koo- 
geren  graad  in  overeenstemming  met  het  begrip  van  ontaarde 
kromme  een  complex  verstaan  wordt,  dat  zich  in  complexen  van 
lageren  graad  splitst. 

5).  Hadden  we  er  boven  de  aandacht  op  gevestigd,  dat  het 
snijpunt  P  (fig.  2)  van  twee  elkaar  snijdende  weerkeerige  pool- 
lenen pool  is  van  elk  door  d^t  punt  gebracht  vlak,  dan  zonden 
we  gevonden  hebben,  dat  de  polen  van  alle  vlakken  op  een  be- 
paalde I^n  a  moeten  liggen  en  het  complex  dus  langs  dien  weg 
ook  gebleken  zijn  te  bestaan  uit  alle  l^nen,  die  een  zekere  Ign 
a  snijden,  enz. 

Sluiten  we  het  bijzondere  geval  van  het  oneigenlyke  com- 
plex voorloopig  uit,  dan  kunnen  twee  weerkeerige  pooUgnen 
elkaar  dus  niet  snijden.  Hieruit  volgt,  dat  de  weerkeerige 
poollgn  van  een  straal  8  met  8  moet  samenvallen.  Is  nl. 
P  een  punt  van  5,  dan  zal  het  poolvlak  n  van  P  door  s 
gaan.  En  nu  voert  de  onderstelling,  dat  de  in  n  gelegen 
weerkeerige  pooUijn  van  8  verschilt  van  «,  tot  het  oneigen- 
ligke  complex.  Bg  het  algemeene  lineaire  complex  zullen 
twee  weerkeerige  poollijnen  derhalve  of  elkaar  kruisen,  of 
in  een  straal  samenvallen. 

c).  In  dit  opzicht  wijkt  het  lineaire  complex  af  van  het  pool- 
stelsel  in  de  ruimte.  Want  bij  het  laatste  vormen  twee  toege- 
voegde raaklijnen  aan  bet  ordeoppervlak  van  den  tweeden  graad, 
dat  de  reciprociteit  beheerscht,  twee  elkaar  snydende  weerkeerige 
poollijnen.  En  in  dit  opzicht  verschilt  het  lineaire  complex  ook 
van  het  viervoudig  oneindige  gebied  der  onbestaanbare  lijnen. 
Want,  zooals  bekend  is,  kunnen  toegevoegd  onbestaanbare  lijnen 
een  punt  gemeen  hebben,  dat  dan  even  als  het  vlak  door  beide 
i^nen  alt^d  bestaanbaar  is. 

Omtrent  de  wijze  van  samenvalling  van  twee  weerkeerige  pool- 
lijnen in  een  straal  vergelijke  men  art.  16^. 

In  zgn  Geometrie  der  Lage  noemt  Th.  Bey£  de  onbestaan- 
bare Ignen  met  een  bestaanbaar  punt  imagindre  Geraden 
erster  Art  en  die  zonder  bestaanbaar  punt  imagindre  Gera- 
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den  zweüer  Art.  Dit  is  in  zoover  minder  logisch  als  de 
groepen  niet  gel^kwaardig  zgn,  maar  de  eerste  een  onder- 
afdeeling  vormt  van  de  tweede. 

d).  Men  vindt  de  coördinaten  der  weerkeeiige  poolliJD  eener 
gegeven  lijn  op  de  meest  eenvoudige  w^*8  in  die  der  gegeven  l\jn 
uitgedrukt  in  Th.  Reyens  verhandeling  Ueber  lineaire  und  qua» 
dratische  Strahlencomplexe  und  CkmpUxengewAe  (Grellb's  Jo/nr* 
nal  XCF,  blz.  830). 

Uit  het  bovenstaande  volgt,  dat  het  algemeene  lineaire 
complex  geen  vlak  bevat,  dat  poolvlak  is  voor  meer  dan 
een  zyner  punten.  Want  is  een  vlak  poolvlak  voor  twee 
z^ner  punten,  dan  is  het  dit  voor  al  z^n  punten  en  deze 
onderstelling  leidt  tot  het  oneigenlijke  complex.  En  even- 
min kan  het  algemeene  lineaire  complex  een  punt  bevatten, 
dat  pool  is  voor  meer  dan  een  der  door  dit  punt  gaande 
vlakken.  Want  is  een  punt  pool  voor  twee  der  door  dit 
punt  gaande  vlakken,  dan  hebben  alle  vlakken  door  dit 
punt  in  dit  punt  hun  pool  en  ook  deze  onderstelling  leidt 
tot  het  oneigenlijke  complex.  Beide  opmerkingen  laten  zich 
vereenigen  in  de  stelling,  die  zegt,  dat  het  algemeene  com- 
plex geen  uitzonderingseUmenien  toelaat. 

e).  Met  het  oog  op  de  bepaling  ven  het  lineaire  complex  kan 
het  den  oningewijde  overbodig  schijnen  het  bewijs  van  het  ont- 
breken der  uitzonderingselementen  te  leveren.  Het  is  dit  echter 
niet.  Want  bij  het  oneigenl^ke  complex,  dat  toch  ook  altijd  een 
lineair  complex  is,  komen  deze  uitzonderingselementen  wel  voor; 
daar  z^n  alle  punten  der  as  en  alle  vlakken  door  de  as  uitzon- 
deringselementen. Bovendien  komen  uitzonderingselementen  van 
geheel  denzelfden  aard  b^'  complexen  v^n  hoogeren  graad  voor. 
W^l  de  complexkegels  en  complexkrommen  daar  geen  vlakken 
en  punten  zgn,  maar  kegels  van  den  n^^^  graad  en  krommen 
van  de  n^^  klasse,  zal  een  punt  P  daar  uitzonderingspunt  z\jn, 
als  de  complexkromme  van  elk  vlak  tt  door  P  bestaat  uit  het 
als  kromme  van  de  eerste  klasse  beschouwde  punt  P  en  een 
kromme  van  de  »-— 1"^  klasse,  en  evenzoo  een  vlak  sr  uitzonde- 
ringsvlak  wezen,  als  de  complexkegel  van  elk  punt  P  van  dit 
vlak  zich  in  dit  vlak  en  een  kegel  van  den  »— !•><"  graad  spUtjS^ 
JDeze  uitzonderingselementen  heeten  dan  hoofdpunt  en  koofdolak» 
En    doet   zich  het  geval  voor,  dat  een  punt  als  kromme  van  de 
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6ente  klasse  k-mul  tot  de  complezkromme  yan  elk  door  dit 
punt  gaand  vlak  behoort,  of  dat  een  vlak  ^-maal  deel  uitmaakt 
van  den  complexkegel  van  elk  zijner  punten,  dan  spreekt  men 
van  een  k'voudig  hoofdpunt  en  een  k-voudig  hoofdvlak.  Zoo  heeft 
het  onder  den  naam  van  tetraèdracUeomplex  bekende  complex  van 
den  tweeden  graad  (Th.  Beye,  die  Geometrie  der  Lage)  de  hoek- 
punten en  zijvlakken  van  een  viervlak  tot  eokelvoudige  hoofd- 
punten en  hoofdvlakken.  Zoo  speelt,  als  P  en  P'  isogonaal  ver- 
want zijn  met  betrekking  tot  een  viervlak,  dit  viervlak  geheel 
dezelfde  rol  ten  opzichte  van  het  complex  van  den  derden  graad 
door  de  verbindingslijnen  P  F  gevormd  {AsioeiatiaH  fremqaUet 
Congres  de  Toulouse,  1887).  Zoo  bezit  het  complex  van  den 
vierden  graad,  waarvoor  de  afstanden  der  stralen  tot  twee  ge- 
geven l^nen  een  gegeven  verhouding  hebben,  twee  tweevoudige 
hoofdpunten,  zes  enkelvoudige  hoofdvlakken  en  één  tweevoudig 
hoofdvlak  en  heeft  het  complex  van  den  vierden  graad,  waarb^ 
het  product  dier  afstanden  standvastig  is,  twee  tweevoudige  hoofd- 
punten en  acht  enkelvoudige  hoofdvlakken  (Jnnalet  de  V  École 
Fol/yteeknique  de  Delft^  III,  62),  enz. 

Elke  lijjn,  waarvan  elk  punt  een  ^-voudig  hoofdpunt  en  elk  er 
door  gaand  vlak  dan  ook  een  ^-voudig  hoofdvlak  is,  noemt  men 
een  k-voudige  hoofdlijn.  Als  een  lineair  complex  in  een  oneigen- 
1^'k  complex  overgaat,  heeft  het  dus  de  as  van  dit  oneigenlijjke 
complex  tot  enkelvoudige  hoofdlijn.  En  indien  een  complex  van 
den  ii^^n  graad  een  ^-voudige  hoofdlijn  heeft,  splitst  het  zich  in 
het  /b-maal  getelde  oneigenlijke  complex,  dat  deze  hoofdlijn  tot  as 
heeft,  en  een  complex  van  den  graad  n — k. 

Behalve  de  genoemde  uitzonderingselementen  bevat  elk  complex 
van  hoogeren  dan  den  eersten  graad  nog  bijzondere  punten  en 
bijzondere  vlakken^  d.  w.  z.  punten,  waarvan  de  complexk^els  een 
dubbelribbe  meer  hebben  dan  die  der  overige  punten,  en  vlakken, 
waarvan  de  complexkrommen  een  dubbelraakl^'n  meer  hebben  dan 
die  der  overige  vlakken.  Zoo  is  bij  het  algemeene  complex  van 
den  tweeden  graad  de  meetkundige  plaats  der  punten,  wiercom* 
plexkegels  een  dubbelribbe  hebben  en  dus  uit  twee  vlakken  be- 
staan, tevens  het  omhullend  oppervlak  der  vlakken,  wier  complex* 
krommen  een  dubbelraakl^'n  bezitten  en  dus  uit  twee  punten 
samengesteld  zijn,  nl.  een  oppervlak  van  den  vierden  graad  en 
de  vierde  klasse  inet  zestien  conische  punten  en  zestien  conische 
vlakken,  d.  w.  z.  vlakken  die  het  in  de  punten  eener  kegelsnee 
aanraken;  dit  is  het  oppervlak  van  Kummeb. 

Omtrent  de  algemeene  theorie  der  complexen  verwijzen  w^'  naar 
de  verhandelingen  van  Clsbsch,  F.  Klein,  Weileb  en  Voss  in 
de  MathemaUeche  AnmaUn. 
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4.  Wgl  elk  vlak  door  V  zijn  sngpnnt  met  T  tot  pool 
heeft,  liggen  de  polen  van  een  bnndel  eyenwgdige  vlakken 
op  een  rechte  l^n,  de  weerkeerige  poollyn  van  de  in  het 
oneindige  gelegen  as  des  bundels.  Deze  meetkundige  plaats 
van  polen  noemt  men  een  middeüijn  yan  het  complex.  Dus 
is  middellgn  yan  het  complex  elke  l^n,  waarvan  de  weer- 
keerige pooU^n  oneindig  ver  ligt. 

Alle  middellgnen  van  het  complex  zgn  onderling  even- 
w^dig.  Want,  daar  de  bundels  van  evenwgdige  vlakken 
het  vlak  in  het  oneindige  gemeen  hebben,  hebben  hnn  mid- 
dellonen de  in  het  oneindige  gelegen  pool  van  dit  vlak  met 
elkaar  gemeen.  We  noemen  dit  aan  alle  middellgnen  ge- 
meenscbappelgke  punt  het  middelpunt  van  het  complex. 

De  middellgn,  die  behoort  bg  den  bundel  van  vlakken 
loodrecht  op  alle  middellgnen,  noemt  men  de  as  van  het 
complex.  Wgl  zg  haar  in  het  oneindige  gelegene  weerkee- 
rige poollgn  loodrecht  kruist,  zullen  alle  Ignen,  die  haar 
loodrecht  sngden,  stralen  wezen;  omgekeerd  wordt  zg  door 
eiken  straal,  die  haar  sngdt,  loodrecht  gesneden. 

Bg  eiken  bundel  van  evenwgdige  vlakken,  wier  gemeen* 
schappelgke  Ign  niet  door  het  middelpunt  gaat,  behoort  een 
middellijn  in  het  eindige;  bg  eiken  bundel  van  evenwgdige 
vlakken  door  het  middelpunt  is  de  as  des  bundels  een  straal 
en  dus  als  weerkeerige  poollgn  van  zich  zelf  de  dan  in 
het  oneindige  liggende  middellgn  des  bundels. 

Bg  het  oneigenlgke  complex  vallen  alle  middellgnen 
samen  met  de  Ign,  die  door  alle  stralen  gesneden  wordt 
en  de  as  van  het  oneigenlgke  complex  genoemd  is.  Dus 
kan  de  as  van  het  oneigenlgke  complex  werkelgk  als  as 
beschouwd  worden  in  den  zin,  dien  we  bg  het  algemeene 
lineaire  complex  aan  dit  woord  gehecht  hebben,  en  is  er 
geen  tegenstrijdigheid  tusschen  de  twee  verschillende  betee- 
kenissen,  waarin  we  het  woord  hebben  gebezigd. 

a).  Men  komt  het  voorstellmgsvermogen  te  knip  door  zloh 
het  middelpunt  van  het  complex  in  het  zenith  (en  nadir)  te 
denken.  Alle  middelli{jnen  van  het  complex  zyn  dan  vertikaal. 
Alle  bundels  van  niet  vertikale  evenwgdige  vlakken  hebben  dan 
een  vertikale  middellijjn  in  het  eindige,  alle  bondela  van  vertikale 
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e?enwijjdige  Tlakken  hebben  dan  een  door  den  top  gaande  mid- 
dell\jn  in  het  oneindige.  Alle  horizontale  stralen  sneden  dan  de 
as  en  alle  horizontale  1^'nen,  die  de  as ''snijden,  zijn  stralen,  enz. 
In  het  volgende  zal  men  zich  de  as  van  het  complex  steeds 
vertikaal  denken  om  alleen  hiervan  af  te  wijken  als  men  tvree 
lineaire  complexen  met  niet  eveuw^*dige  assen  te  beschouwen 
heeft. 

5.  Zij  a  (fig.  4)  de  as  van  het  complex,  «  een  straal 
en  0  het  vlak  door  «  evenwgdig  aan  a.  Omdat  diit  vlak  a 
door  het  oneindig  ver  gelegen  pont  van  a,  d.  i.  door  de 
pool  van  het  vlak  in  het  oneindige  gaat,  zal  de  pool  van 
G  in  het  oneindige  liggen  en  dus  elke  l^n  in  (7  evenwijdig 
aan  «  straal  z^n.  In  elk  vlak  ö  evenwijdig  aan  a  loopen 
de  stralen  dus  onderling  evenwijdig,  m.  a.  w.  aU  geheel  ver- 
andert het  complex  niet^  wanneer  het  in  de  richting  van  de 
as  verschoven  wordt, 

6.  Als  van  het  complex  de  as  a  en  een  straal  s  gege- 
ven is,  vindt  men  gemakkelijk  de  weerkeerige  poollijn  van 
elke  lijn  l\  die  met  s  in  een  vlak  a  evenwijdig  aan  a  ligt, 
Bg  de  afleiding  dezer  constructie  wordt  eenvoudigheidshalve 
ondersteld,  dat  l'  den  straal  s  ontmoet  in  het  punt  S  (fig.  5) 
van  den  kortsten  afstand  A  S  tusschen  a  en  s;  vqjl  het 
complex  in  de  richting  van  de  as  verschuifbaar  is,  doet 
deze  onderstelling  de  algemeenheid  niet  te  kort. 

Vooreerst  sngdt  l'  al  de  stralen  evenwgdig  aan  het  lood- 
recht op  a  staande  vlak  a,  die  op  a  en  l'  rusten  en  moet 
/"  op  de  door  deze  stralen  gevormde  hyperbolische  parabo- 
loïde  dus  een  lijn  van  het  stelsel  (a,  l')  zijn.  Ten  tweede 
snijdt  Z'  alle  stralen  in  het  vlak  a  en  moet  Z"  dus,  wgl 
ze  —  èn  als  weerkeerige  poollijn  van  V  èn  als  1^'n  van  het 
stelsel  (a,  l')  der  hyperbolische  paraboloïde  —  niet  met  P 
in  een  vlak  liggen  mag,  door  het  gemeenschappelijk  pont 
dier  stralen  gaan  en  dus  evenwijdig  aan  s  wezen.  Dus  is 
l"  de  aan  s  evenwydige  beschrijvende  l^n  der  hyperboli- 
sche paraboloïde,  wat  voor  deze  lijn  de  volgende  constructie 
oplevert.  Breng  een  vlak  /?  aan  evenwgdig  aan  a  en  laat 
dit  a,  de  Ign  door  S  evenwijdig  aan  a  en  de  Ignen  l'  en  /» 
achtereenvolgens  in  B^  C^L  en  T  sngden.  Zoek  in  dit  vlak 


(  7U) 

/9  het  sngpunt  V  yan  B  L  met  de  Ign  door  T  evenwgdig 
aan  5  C  en  trek  door  V  de  lijn  V  S  evenwgdig  aan  «, 
dan  is  deze  laatste  l^n  de  gevraagde  lijn  V\ 

a).  Als  V  evenwijdig  aan  a  aangenomen  is,  vereenvoudigt  zich 
de  constructie,  wijl  de  hyperbolische  paraboloïde  een  vlak  wordt 
(plus  het  vlak  in  het  oneindige);  dan  is  V  een  middell^'n  en  de 
weerkeerige  pooll^n  l"  van  V  de  lijn  in  het  oneindige,  die  s  en 
een  gemeenschappelijke  loodl^'n  van  a  en  V  sn^dt.  Als  V  m  a 
ligt,  wordt  i"  de  lijn  door  A  evenwijdig  aan  «.  En  is  V  evenwij- 
dig aan  «,  d.  w.  z.  valt  z^  met  %  samen,  dan  is  ze  straal  en  dus 
haar  eigen  weerkeerige  poollijn. 

7.  De  Ign  5'  T  door  S  evenwydig  aan  S  L  getrokken 
is  een  straal;  want  ze  rust  op  i"  en  is  evenwijdig  aan  l\ 
Verandert  men  nu  in  het  vlak  a  de  richting  der  l^n  t 
door  5,  dan  vindt  men  achtereenvolgens  alle  stralen  5'  T\ 
die  den  kortsten  afstand  A  S  van  a  en  «  loodrecht  snyden. 

Stellen  r  en  r'  de  afstanden  A  S  &a  A  S  voor  en  zfln 
8  en  5'  de  hoeken,  waaronder  de  stralen  5  T  en  S  T  de 
as  kruisen,  dan  volgt  uit  de  evenredigheid 

CLiC  V  z=zBC\BO, 

waarin  G  h^t  sn^punt  van  L^  T  met  B  C  aanduidt,  on* 
middell^k  de  betrekking 

rtg  8  z=zT*  igd*\ 

dus  behoudt  de  uitdrukking  rtg8  steeds  dezelfde  waarde, 
als  men  den  straal  8  achtereenvolgens  door  elk  der  A  S 
loodrecht  sn^dende  stralen  vervangt. 

a).  De  stralen,  die  A8  loodrecht  snijden,  snijden  het  vlak  |3 
in  de  punten  eener  gel^'kz\jdige  hyperbool,  die  B  tot  middelpunt 
en  B  O  tot  een  der  asymptoten  heeft.  Het  op|>ervlak  dier  lijnen 
is  dus  een  orihogonale  hyperbolUche  paraboloïde  met  a  tot  as,  A 
tot  top,  a  tot  topraakvlak  en  het  vlak  A  B  8  \xïi  een  der  twee 
loodrecht  op  elkaar  staande  richtvlakken. 

Indien  het  punt  T  in  plaats  van  tusschen  C  en  L  aan 
de  zijde  van  C  buiten  CL  gelegen  was,  zou  L'  aan  de 
z^de   van   B   buiten    B  L   en  dus  ook  S  aan  de  z^de  van 
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A  buiten  A  S  geyallen  zgn ;  dan  zonden  r'  en  d^  beide  het 
tegengestelde  teeken  verkregen  en  het  product  r'tgS*  geen 
verandering  van  teeken  ondergaan  hebben.  Als  men  be- 
hoorlek op  het  teeken  let,  is  de  uitdrukking  rtgd  dus 
standvastig  voor  alle  stralen  loodrecht  op  A  /S,  onverschil- 
lig aan  welke  zgde  van  A  het  voetpunt  S  ligt. 

Gkat  men  nu  van  den  afstand  ^^S  (fig.  6)  tot  den  ge- 
leken maar.  tegengestelden  afetand  A  S  over,  dan  keert  de 
hoek  d  van  teeken  om.  Men  vindt  dan  den  straal  s\  terwgl 
de  Ignen  l'  en  l"  uit  S  evenwgdig  aan  a'  en  uit  iS'  even- 
w^dig  aan  8  dan  weer  twee  weerkeerige  poollenen  zgn. 
Draait  nu  de  Ign  8  om  a,  dan  brengt  zg  een  omwentelings- 
hyperboloïde  voort,  die  V  en  l"  bevat;  bg  die  beweging  is 
ê  in  eiken  stand  een  straal  van  het  complex,  w^l  ze  in 
eiken  stand  op  V  en  l"  rust.  Bij  draaiing  van  het  complex 
om  de  as  zal  elke  Ign  9,  die  straal  is,  straal  blgven  en 
derhalve  ook  geen  l^n,  die  geen  straal  was,  straal  worden ; 
m.  a.  w.  als  gélieél  verandert  het  complex  niet^  wanneer  het 
om  de  ae  gedraaid  wordt.  Hieruit  blijkt  tevens,  dat  de  uit- 
drukking rtg  8  niet  slechts  standvastig  is  voor  alle  stralen, 
iie  AS  loodrecht  sngden,  maar  ook  voor  alle  stralen,  wier 
kortste  afstand  tot  a  in  il  loodrecht  op  a  staat,  d.  i.  met 
het  oog  op  de  verschuifbaarheid  in  de  richting  van  de  as, 
voor  alle  stralen  zonder  onderscheid.  Aan  die  onverander- 
l^ke  grootheid  /u:=zr  tg  3  geeft  men  den  naam  van  constante 
van  het  complex;  zg  is  de  afstand  van  de  as  tot  de  stra- 
len, die  deze  onder  een  halven  rechten  hoek  kruisen. 

h).  Als  de  coDstante  f  ^^  nul  is,  is  het  complex  een  ODeigen* 
üjjk  complex  met  a  tot  as;  is  ze  onemdig  groot,  dan  bestaat  het 
complex  uit  alle  1^'nen  die  a  loodrecht  kruisen  eo  is  het  complex 
dus  een  oneigenl^k  complex  met  een  iu  het  oneindige  liggende  as. 

8.  De  as  a  en  een  straal  s  bepalen  samen  het  complex. 
Want  de  ligging  van  dezen  straal  met  betrekking  tot  de 
as  doet  de  constante  van  het  complex  kennen  en  met  be« 
hulp  van  de  as  en  deze  constante  kan  men  alle  stralen  vinden. 

Als  men  het  complex  alleen  door  stralen  bepalen  wil, 
zal   men   er   minstens    vgf   moeten  aannemen.     Want  vier 
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willekeurig  gekozen  stralen  komen  met  betrekking  tot  de 
bepaling  van  het  complex  geheel  overeen  met  de  twee  deze 
Tier  stralen  snijdende  l^nen,  die  nu  weerkeerige  poollenen 
van  het  complex  zyn  moeten.  En  is  behalve  een  paar  weer- 
keerige poollenen  V  en  Z"  niets  g^even,  dan  is  van  het 
poolvlak  van  een  punt  P  nog  slechts  één  straal,  de  snglgn 
der  vlakken  (Pt)  en  {Pl\  bekend,  terwgl  men  van  de 
pool  van  een  vlak  n  nog  slechts  weet,  dat  ze  op  één  be- 
paalden straal,  de  verbindingsl^n  der  punten  {n  t)  en  (n  V% 
liggen  moet.  Geeft  men  echter  behalve  het  paar  weerkeerige 
pooUgnen  t  en  Z"  nog  een  straal  «,  dan  is  het  complex 
ondubbelzinnig  bepaald.  Dan  is  nl.  de  pool  Q  van  het 
poolvlak  {P  s)  en  het  poolvlak  q>  van  het  punt  {ns)  on- 
middellyk  te  vinden ;  zoodat  men  het  poolvlak  van  P  als 
het  vlak  door  Q  en  de  snijlyn  van  de  vlakken  (Pt)  en 
(Pl")j  de  pool  van  n  als  het  sngpunt  van  q>  met  de  ver- 
bindingslgn  der  punten  {ir  V)  en  (n  l")  bepalen  kan.  Het 
complex  kan  dus  door  twee  weerkeerige  poollgnen  en  een 
straal  en  derhalve  ook  door  vgf  stralen  bepaald  worden. 

a).  Het  lineaire  oomplex  is  bepaald  door  vijjf  enkelvoudige 
voorwaarden.  Dat  een  gegeven  l\jn  straal  ia,  is  een  enkelvoudige 
voorwaarde;  dat  een  punt  een  bepaald  poolvlak,  of  een  vlak  een 
bepaalde  pool  heeft,  is  een  dubbele  voorwaarde;  dat  een  Ijjn  een 
bepaalde  weerkeerige  pooll^n  heeft»  of  as  is,  ia  een  viervoudige 
voorwaarde,  enz. 

Het  getal  v^f  volgt  b^  de  theorie  der  reciprociteit  hieruit,  dat 
de  reciprociteit  tusscher.  twee  raimteatelseU  bepaald  is,  als  men 
v^f  willekeurig  gekozen  punten  van  het  eene  met  v^f  willekeurig 
gekozen  vlakken  van  het  andere  laat  overeenkomen.  Zoo  is  (Bste, 
die  Geometrie  der  Laffe)  een  lineair  oomplex  ook  bepaald  door 
een  ndmiewjfhoeh^  enz. 

B^  stelkundige  behandeling  is  het  geta]  vijjf  dat  der  onderling 
onafhankel^ke  verhoudingen  van  de  zes  coëfficiënten  der  lineaire 
homogene  betrekking  tusschen  de  zes  Igncoördinaten  der  stralen. 
Omtrent  de  l^ncoordinaten  vergelgke  men  den  herdruk  der  dis- 
sertatie van  V.  KLnN  (MathemaÜsche  AnneXen,  XXm,  blz.  689— 
647)  en  omtrent  nieuwere  studie  van  het  lineaire  oomplex  in 
l^nooordinaten  Bete  (Gselle's  JimmeX^  XCV,  blz.  380—886). 

i).    In  het  voorgaande  ligt  het  bewqs,  dat  er  niet  oneigenl^'k^ 
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lineaire  oomplexen    bestaan,   waarmee  de  bedenking  van  art.  2^ 
ontEenuwd  is. 

9.  Zijn  êi  en  «g  twee  elkaar  sn^'dende  stralen  van  het 
complex,  dan  is  elke  lijn  in  hun  vlak  en  door  hun  snij- 
punt straal.  Dit  volfift  uit  de  bepaling  van  het  complex. 

Zgn  «1,  «3  en  *3  drie  elkaar  twee  aan  twee  kruisende 
stralen,  dan  is  elke  lyn  van  het  stelsel  {s^  s^j  8^)  op  het 
door  deze  lynen  bepaalde  regelvlak  een  straal.  Want  als 
l'  een  lijn  is,  die  *i,  s^y  «3  snydt,  dan  zal  de  weerkeerige 
poollijn  r  van  Z'  die  lijnen  ook  snijden  en  zgn  de  lijnen 
van  het  stelsel  (^i,  s^j  s^)  dus  stralen,  wgl  ze  alle  de  beide 
op  het  regelvlak  liggende  weerkeerige  pooUijnen  V  en  t' 
sngden.  Op  dit  oppervlak  zijn  dan  de  lijnen  van  het  stelsel 
(?,  l")  als  weerkeerige  poollgnen  involutorisch  gepaard;  on- 
der hen  komen  dus  twee  stralen  voor,  de  dubbelelementen 
dier  involutie. 

Zgn  Zi',  II'  en  Zg ,  l^"  twee  paar  weerkeerige  pooUijnen 
en  hebben  de  Ignen  van  het  eene  paar  geen  punten  gemeen 
met  die  van  het  andere,  dan  hebben  zij  hyperboloïdische 
ligging.  Want  elke  Ign,  die  op  Zj',  Z^"  en  l^'  rust,  is  straal 
als  snglgn  van  Zj',  Zi"  en  elke  straal,  die  l^'  snijdt,  snijdt 
ook  Zg".  Sngden  echter  Z^'  en  l^  elkaar,  dan  liggen  Z^"  en 
Zg"  in  het  poolvlak  van  dit  sngpunt.  De  punten  (Zj'  Iz'j  en 
(Zi"  Za")  hebben  dan  de  vlakken  (Zj"  Zjj")  en  (Zj'  Z^')  tot 
poolvlakken.  De  vereenigingslijn  der  punten  is  dan  tevens 
de  snglijn  der  vlakken  en  dus  een  straal. 

10.  De  as  a  van  het  complex  en  een  straal  s  bepalen 
een  schroeflijn^  die  a  tot  as  en  «  tot  raaklijn  heeit.  Alle 
raaklgnen  dezer  schroeflgn  zgn  stralen.  Draait  men  deze 
schroeflijn  om  de  as,  dan  zullen  haar  achtereenvolgende 
standen  op  een  omwentelingscylinder  een  bundel  van  schroef- 
Ignen  vormen,  waarvan  alle  raaklgnen  stralen  zgn.  En  laat 
men  nu  den  cylinder  zich  achtereenvolgens  naar  beide  zijden 
uitbreiden  en  daarbg  tevens  de  er  op  gelegen  schroeflijnen 
zich  zoo  vervormen  als  de  standvastigheid  van  het  product 
rtg  S  dit  vereiseht,  dan  zullen  de  raaklijnen  aan  de  schroef- 
Ignen  op  de  coaxiale  cylinders  gelegen  gezamenlgk  alle  stra- 
len van  het  complex  vormen. 
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a).  Naar  aanldding  van  fig.  6  son  men  de  stralen  van  het 
complex  eveneens  kunnen  vereenigen  tot  telkens  een  der  beide 
stellen  beschr^Vende  l^nen  van  een  tweevoudig  oneindig  aantal 
omwentelingsbyperboloides. 

Beschouwt  men  op  een  der  schroeflgnen  het  punt  P  ala 
het  snijpunt  van  twee  opvolgende  raakl^nen  der  schroefigui 
dan  is  het  duidelijk,  dat  het  door  deze  beide  raakl^nen 
gaande  kromtevlak  der  schroeflgn  in  P  het  pool  vlak  van  P 
is.  En  dit  bewijst  met  betrekking  tot  een  willekeurige 
schroefl^n  de  stelling,  dat  de  kromtevlakken  in  de  snypun- 
ten  met  een  willekeurig  vlak  n  door  een  zelfde  punt  gaan, 
nl.  door  de  pool  van  n  met  betrekking  tot  het  complex, 
waartoe  de  schroeflijn  behoort. 

Met  het  oog  op  de  winding  der  schroeflijnen  noemt  men 
het  complex  rechts  of  links  gewonden^  naarmate  rtgd  posi- 
tief of  negatief  is. 

11.  Men  zou  kunnen  meenen,  dat  elke  ruimtefiguur,  die 
b^  een  willekeurig  punt  P  een  door  dit  punt  gaand  vlak 
n  en  omgekeerd  bij  een  willekeurig  vlak  n  een  in  dit  vlak 
liggend  punt  P  doet  vinden,  ook  een  lineair  complex  op- 
levert, als  men  de  lijnen  door  P  in  het  bij  P  gevonden 
vlak  n  en  de  lijnen  in  ;i  door  het  bij  n  gevonden  punt  P 
als  stralen  beschouwt.  Dit  behoeft  echter  niet  het  geval  te 
zijn,  zoo  lang  men  nog  niet  heefb  aangetoond,  dat  elke 
straal  als  straal  optreedt  voor  elk  der  punten  P  op  hem 
en  elk  der  vlakken  n  door  hem. 

Als  voorbeeld  nemen  we  in  de  ruimte  twee  paren  elkaar 
kruisende  lijnen  m^,  m^  en  ni^  n^  aan.  Stellen  dan  trip  en 
np  de  door  een  willekeurig  punt  P  gaande  en  Tw^r  en  n^f  de 
in  een  willekeurig  vlak  n  gelegene  lynen  voor,  die  op  deze 
lijnenparen  mi,  m^  en  nj,  wg  rusten,  dan  kan  men  aan  het 
punt  P  het  vlak  {mp  rip)  en  aan  het  vlak  n  het  punt 
(m^  n^)  toewijzen  en  dus  voor  P  de  lijnen  door  P  in  het 
vlak  {mp  np)  en  voor  n  de  lijnen  in  n  door  het  punt  (wijr  n,) 
als  stralen  aanmerken  Onderzoeken  we  nu  of  elke  straal 
dien  naam  verdient  voor  al  z:yn  punten  en  al  zgn  vlakken. 

Is  s  (fig*  7)  een  straal  voor  het  punt  P  en  het  vlak  tt, 
dan  zal  deze  Ign  in  het  algemeen   geen  straal  z^n  met  be« 
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iarekkinig  tot  een  ander  pnnt  Q  willekeurig  op  haar  geko- 
zen. Immers  de  lijnen  mg  en  tiq  bepalen  in  het  algemeen 
een  niet  door  P  gaand  vlak  g).  Want  men  kan  zich  voor- 
stellen, dat  eerst  de  l^nen  mg  en  nq  zoo  zijn  aangenomeni 
dat  het  vlak  {m^  nq)  niet  door  P  gaat  en  men  daarna  m^ 
en  m^  op  mp  en  mq  en  evenzoo  n^  en  n^  op  np  en  n^  heeft 
laten  rosten.  In  het  algemeen  is  elke  straal  s  yan  P  das 
geen  straal  van  een  willekeurig  op  hem  gekozen  punt  Qen 
kan  deze  Ign  dit  hoogstens  voor  een  zeker  aantal  harer  pun- 
ten zgn.  Hiermee  is  niet  alleen  aangetoond,  dat  de  bedoelde 
verzameling  van  l^nen  geen  lineair  complex  vormt,  maar 
zelfs,  dat  ig  geen  complex,  van  welken  graad  dan  ook,  kun- 
nen vormen.  Want  uit  den  aard  der  zaak  laat  een  complex 
slechts  stralen  toe,  die  stralen  zgn  voor  elk  der  punten, 
die  er  op  liggen,  en  elk  der  vlakken,  die  er  door  gaan. 

a).  B^'  complexen  van  hoogeren  graad  komen  wellijjnen  voor» 
die  veelvoudige  lijnen  zqn  van  den  oomplexkegel  van  aleohU  een 
harer  punten  en  veeh<mdige  raaklijnen  van  de  oomplexkronune 
in  slechts  een  der  door  haar  gaande  vlakken.  Men  vergelijke 
Jnnalee  de  Bdfi,  m,  62. 

Dat  de  bedoelde  Ignengroep  geen  complex  vormt,  blykt 
ook  hieruit,  dat  elke  wiUekeurige  Ign  l  tweemaal  tot  die 
verzameling  behoort.  Is  nl.  P  een  willekeurig  punt  dier 
Ign  2,  dan  zal  l  straal  zgn  voor  P,  wanneer  de  raakvlakken 
in  P  aan  de  beide  door  Z,  m^^  m^  en  l^  n^^  n^  bepaalde 
oppervlakken  van  den  tweeden  graad  samenvallen.  En  w^l 
die  raakvlakken  bg  beweging  van  P  over  l  twee  vlakken- 
bundels  vormen,  die  met  de  puntreeks  P  en  dus  ook  onder- 
ling projectief  zgn,  vallen  deze  raakvlakken  voor  twee  punten 
P  van  l  samen,  enz.  Hieruit  blgkt  tevens,  dat  elke  wil- 
lekeurige Ign  l  straal  is  voor  twee  der  door  haar  gaande 
vlakken,  de  vlakken  door  2,  die  de  beide  r^elvlakken  in 
een  der  beide  juist  gevonden  punten  aanraken. 

h\  Indien  twee  stelsels  van  l^nen  zoo  uit  stralenbundek  wor- 
den opgebouwd,  dat  elk  vlak  en  elk  punt  een  stralenbundel 
meebrengt,  dan  bezitten  die  beide  stelsels  denzelfden  graad  van 
oneindigheid  als  men  rekening  houdt  met  den  graad  van  onein- 
digheid  van   eiken   straal.    Wijl   nu   de   stralen   van    een  lineair 
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complex  Yoor  al  han  punten  en  vlakken  stralen  z^n  en  dus  een 
oneindig  aantal  malen  geteld  worden  als  men  de  stralen  van  alle 
punten  en  alle  vlakken  b^  elkaar  voegt,  terw^l  de  stralen  van  de 
nu  onderzochte  groep  onder  deze  omstandigheden  slechts  eenein» 
dig  aantal  malen  genomen  worden,  moet  dit  bij  de  laatste  lijnen- 
groep  hierin  vergoeding  vinden,  dat  de  graad  van  oneindigheid 
dier  nieuwe  groep  dien  van  het  lineaire  complex  met  een  overtreft, 
m.  a.  w.  dat  alle  l^nen  in  de  ruimte  een  eindig  aantal  malen  tot 
de  nieuwe  verzameling  behooren. 

Hebben  de  lynenparen  tn^,  niQ  en  n^,  riti  echter  hyperbo- 
loïdische  ligging,  dan  zal  elke  straal  voor  al  z^n  punten 
en  vlakken  straal  z^n  en  de  yerzameling  van  stralen  wer- 
kel^k  een  lineair  complex  yormen.  Is  nl.  P  een  willekeurig 
punt  en  a  een  Ign  door  P  in  het  vlak  {nip  tip)  willekeurig 
getrokken,  dan  zal  s  straal  z^n  voor  P  en  voor  haar  beide 
sngpunten  met  het  door  m^,  m^  en  n^  n^  gaande  opper- 
ylak  van  den  tweeden  graad;  zoodat  de  beide  projectivische 
bandels  van  raakvlakken  in  de  punten  van  e  aan  de  opper- 
vlakken f«,  m^,  m^)  en  («,  nj,  112)  aangebracht  drie  samen- 
vallingen  vertoonen  en  dus  identisch  z^n.  En  als  elke  straal 
straal  is  voor  al  z^n  punten  en  vlakken,  dan  geldt  de  aan 
het  begin  van  art.  2  bewezen  stelling  met  al  haar  gevolgen 
en  vormt  dus  de  bedoelde  verzameling  van  stralen  een  lineair 
complex;  van  dit  lineaire  complex  zgn  mj,  mg  en  n^,  n^ 
twee  paar  weerkeerige  poollenen,  enz. 

o).  Aan  het  slot  van  deze  meetkundige  beschouwing  van  het 
lineaire  complex  wijzen  we  met  enkel  woord  den  weg  aan,  langs 
welken  MöBius  in  z^ne  studie  op  het  gebied  der  statica  tot  het  met 
het  lineaire  complex  samenhangende  nulstelsel  (art.  2^)  gekomen  is. 

Zoo  als  bekend  is,  leat  een  willekeurig  in  de  ruimte  gegeven 
stelsel  van  krachten  zich  in  het  algemeen  steeds  herleiden  tot 
twee  elkaar  kruisende  krachten  of  tot  een  kracht  en  een  kop- 
pel, terwijjl  men  slechts  in  een  b^zonder  geval  een  enkele  kracht 
of  een  koppel  vindt.  In  het  algemeene  geval  van  twee  krach- 
ten K'  en  £?'  kan  de  lijn  Z',  langs  welke  de  eene  kracht  werkt, 
willekeurig  annirenomen  worden ;  maar  dan  is  ook  de  lijn  /",  langs 
welke  de  andere  kracht  werkt,  ondubbelzinnig  bepaald.  Draait 
/'  om  een  harer  punten  P,  dan  beweegt  r  zich  in  een  vlak  «• 
door  P;  beweegt  l'  zich  iu  een  vlak  «•,  dan  draait /"  om  een  punt 
P.  Gemnkkelqk  herkent  men  in  de  lijnenparen  /',/•'  de  paren 
weerkeerige   pooUijnen   en  in  de  met  elkaar  overeenkomende  ele- 
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menten  P  en  7  de  bij  elkaar  behoorende  polen  en  poolylakken 
van  een  lineair  complex.  Elke  middell^n  van  dit  complex  is  dan 
omgekeerd  een  lijn,  langs  welke  men  een  bepaalde  kracht  kan 
laten  werken»  die  in  yereeniging  met  een  bepaald  koppel,  d.  i. 
met  een  nulkracbt  in  het  oneindige,  bet  kracbtenstelsel  kan  ver- 
Tangen;  onder  deze  middellonen  is  de  as  van  bet  complex  de 
centrale  ai  van  Poinbot,  d.  i.  de  lijjn,  waarbij  de  resultante  met 
bet  kleinste  koppel  beboort.  De  stralen  van  bet  complex  zijn, 
omdat  ze  de  twee  weerkeerige  pooU^jnen  snijden  zoodra  men  weet 
dat  z^  bet  er  een  van  beidt  doen,  de  lynen,  voor  welke  de  eom 
der  momenten  van  de  krachten  van  het  etéUél  nul  ie.  En  herleidt 
het  kracbtenstelsel  zich  tot  een  enkele  resultante  of  tot  een  koppel, 
dan  herleidt  zich  bet  lineaire  complex  tot  een  oneigenl^k  complex 
met  een  as  in  bet  eindige  of  in  bet  oneindige.  Men  vergelijke 
omtrent  bet  nulstelsel  de  verhandeling  van  Möbius  (Cbelle's 
Jotimal,  X,  317  of  A.  F.  Möbius*  geèammelte  Werke  I,  489). 

Aan  deze  mechanische  behandeling  van  bet  complex  beeft 
Zeuthen  een  andere  voorstellingswijze  verbonden.  Verstaat  men 
onder  bet  moment  van  tteee  l^nen,  langs  welke  men  een  positieve 
richting  aangenomen  beeft,  bet  product  van  haar  koristen  afstand  met 
den  sinus  van  den  hoek,  dien  haar  positieve  richtingen  met  elkaar 
vormen,  d.  i.  het  moment  van  een  een  heidskracht  lanjjs  de  eene  lijn 
met  betrekking  tot  de  andere  lijn,  dan  is  het  complex  met  betrekking 
tot  elk  barer  paren  weerkeerige  poollijnen  Z',  /"  te  beschouwen  als  de 
meetkundige  plaats  der  lijnen,  voor  tcelke  de  met  betrekking  tot  V 
en  V'  genomen  momenten  een  gegeven  verhouding  hebben.  Zeüthen 
komt  tot  dit  resultaat  met  behulp  van  lijncoördinaten,  die  b^  als 
momenten  ten  opzichte  van  de  zes  ribben  van  het  coördinaten- 
viervlak  en  daarna  als  verhoudingen  van  inhouden  van  viervlakken 
leert  beschouwen  {Mathematische  Annalen  I,  432). 

Ten  slotte  zou  men  kunnen  meenen,  dat  de  beschouwing  van 
Zeuthen  vereenvoudiging  moet  ondergaan,  als  men  niet  de  ver- 
houding der  momenten  van  een  straal  tot  Z'  en  l''  maar  de 
verhouding  zijner  afstanden  tot  l'  en  l"  standvastig  stelt.  Dan 
komt  men  echter  integendeel  op  een  complex  van  den  vierden 
graad  terecht  {Jnnales  de  Delft,  III,  52). 


II.     De  congeuentie  (l,lj. 

12.  Volgens  bepaling  is  de  congruentie  (1,1)  een  twee- 
voudig oneindig  aantal  lynen  zoo  in  de  ruimte  gegeven, 
dat    er    één    door    een    willekeurig  punt  P  gaat  en  één  in 


(83) 

een   willekeurig    vlak  n  Ugt.    Kortheidshalve  zullen  we  de 
congruentielijiien  koorden  noemen. 

De  koorden,  die  een  willekeurig  aangenomen  l^n  m  sng- 
den,  vormen  een  oppervlak  F^  van  den  tweeden  graad  door 
m.  Want,  daar  er  door  elk  punt  F  van  m  een  koorde  gaat, 
ligt  m  eenmaal  op  dit  oppervlak  en  verder  bevat  elk  wil- 
lekeurig vlak  n  door  m  nog  een  Ign  van  dit  oppervlak, 
de  in  TT  gelegen  koorde. 

a).  We  sluiten  voorloopig  het  bijzondere  geval,  wanrin  m  koorde 
ia,  uit.  Later  zal  blijken,  wat  dan  het  oppervlak  F*  vervangt 
(art.  14»). 

b).  Geheel  langs  denzelfden  weg  vindt  men,  dat  bij  een  con- 
gruentie (m,  u)  de  een  gegeven  rechte  lijn  sn^dende  koorden  een 
oppervlak  van  den  m  +  n^^  graad  vormen,  dat  m-maal  door  de 
gegeven  lijn  gaat. 

13.  Een  willekeurige  andere  lijn  rwj  wordt  door  het  b^ 
m  behoorende  oppervlak  F^  in  twee  punten  gesneden.  Dus 
zgn  er  twee  op  m  en  rw^  rustende  koorden,  die  natuurlijk 
bestaanbaar,  samenvallend  of  onbestaanbaar  kunnen  zijn.  Zij 
laten  zich  onmiddellijk  aanwijzen  als  m  en  mi  (fig.  8)  elkaar 
snijden.  Dan  is  de  eene  koorde  k  in  het  vlak  ti  door  m  en 
*»!  gelegen  en  gaat  de  andere  k'  door  het  snijpunt  P  van 
m  en  m^. 

Beschouwen  we  nu  de  bij  de  Ignen  m  en  mj  behoorende 
oppervlakken  F^  en  jP^^,  die  de  twee  elkaar  kruisende  koor- 
den k  en  i'  gemeen  hebben,  en  nemen  we  aan,  dat  Q  een 
niet  op  k  of  k'  gelegen  gemeenschappelijk  punt  dier  opper- 
vlakken is,  dan  is  het  duidelgk,  dat  de  lijn,  die  door  Q 
gaat  en  op  k  en  k'  rust,  drie  punten  met  elk  der  beide 
oppervlakken  gemeen  hebben  en  dus  op  elk  dier  beide  op- 
pervlakken liggen  zal.  Derhalve  bestaat  de  doorsnee  van 
F'^  en  Fi^  uit  k  en  k'  en  twee  Ignen  ti  en  ^3,  die  k  en  i' 
sngden.  Deze  Ignen  ti  en  t^  kunnen  weer  bestaanbaar,  sa- 
menvallend of  onbestaanbaar  zijn ;  we  bewijzen,  dat  ze  voor 
de  congruentie  (1,1)  een  belangrijke  be teekenis  hebben. 

Snydt  tl  het  vlak  tt  in  ï\  en  is  m^  een  willekeurige 
l^n  door  dit  punt  in  jt  getrokken,  dan  zal  het  by  mg  be- 
hoorende oppervlak  F^^  drie  punten  met  ti   gemeen  hebben 
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en  deze  l^n  dus  bevatten.  Z^n  nl.  M  en  M^  de  sn^punten 
van  m^  met  m  en  m^y  dan  zullen  de  drie  koorden  door  Jf, 
Ml  en  T^f  waarvan  de  laatste  de  Ign  k  is,  in  verschillende 
punten  op  ti  rusten.  Hieruit  volgt,  dat  de  koorde  van  elk 
punt  M2  van  m^  op  t^  rust  en  —  als  we  tn^  in  jt  om  T^ 
laten  draaien  —  dat  de  koorde  van  elk  punt  van  n  —  en 
dus  ook  elke  koorde  —  /^  ontmoet.  W^l  nu  met  behulp 
van  de  oppervlakken  F^  behoorende  bij  lijnen  ^3  door  het 
snijpunt  T^  van  t^  met  n  geheel  op  dezelfde  wgs  blyken 
kan,  dat  elke  koorde  t^  sn^dt,  is  hiermee  aangetoond,  dat 
elke  koorde  de  beide  lyjien  ti  en  ^2  ontmoet;  m.  a.  w.  de 
congruentie  (1,1)  ü  de  vereeniging  der  lijnen^  die  twee  gege- 
vene  elkaar  kruisende  lijnen  ti  en  tg  snijden.  Deze  lijnen  <i 
en  tg  noemt  men  de  richtlijnen  der  congruentie. 

a).  Het  Bcbijnt,  dat  men  de  oppervlakken  F*  behoorende  bq 
de  l^nen  m^  door  T^  eveueeDS  gebruiken  kan  om  te  bewijzen,  dat 
alle  koorden  t^  sn^'den.  Omdat  in  het  volgende  artikel  hiertegen 
bezwaren  zullen  rijzen,  is  dit  niet  geschied. 

Het  oppervlak  J"  der  lyn  m  is  het  oppervlak  der  lijnen,  die 
op  tl,  ^  en  m  rusten. 

b).  We  maken  opmerkzaam  op  de  rangschikking  van  al  de 
koorden  der  congruentie  tot  telkens  een  der  stellen  beschrijvende 
lijnen  der  oppervlakken  (m,  t„  t,),  die  door  draaiing  van  m  om 
P  in  flr  worden  voortgebracht.  Zij  vormen  een  bundei  van  opper- 
vlakken met  de  uit  vier  lijnen  ^,  ^',  t„ts  bestaande  basiskromme. 

In  het  algemeen  vormen  de  op  ee<i  bundel  van  oppervlakken 
van  den  tweeden  graad  liggende  rechte  l\jnen  een  congruentie 
(2,6);  alleen  als  de  basiskromme  van  den  bundel  een  scheeve 
vierhoek  is,  splitst  deze  congruentie  zich  in  twee  congruenties 
(1,1)  die  elk  een  paar  ovrrstaande  zijden  des  vierhoeks  tot  richt- 
lijnen hebben  en  vier  congruenties  (0,1;  die  elk  bestaan  uit  alle 
lijnen  in  een  vlak  door  twee  opvolgende  zijden  des  vierhoeks. 

Evenzoo  als  de  lijnen  in  een  vlak  hier  als  een  congruentie  (0,1) 
verschijnen,  komen  alle  lijnen  door  een  punt  als  een  congruentie 
(1,0)  voor.  Zoo  splitst  de  congiuentie  (1,1)  zich  in  een  congru- 
entie (1,0)  en  een  congruentie  (0,1),  als  de  richtlijnen  elkaar 
snijden.  We  noemen  de  congruenties  (1,0)  en  (0,1)  oneigenlfke 
congruenties. 

Naderen  de  beide  richtlijnen  tot  elkaar  als  twee  na'>^  elkaar 
gelegon  beschrijvende  lijnen  van  een  scheef  oppervlak,  dan  bestaat 
de  grensstand  der  congruentie  uit  de  l\jnen,  die  dit  oppervlak  in 
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de  ponten  der  lign  vnn  samenFalling  aanraken.  B\j  elk  punt  dei* 
lijn  behoort  dan  een  bundel  van  stralen  door  dit  punt  in  het  raak- 
vlak aan  het  oppervlak  door  dit  punt.  Men  spreekt  dan  van  een 
hjJMandere  congruentie  en  kan  het  oppervlak  gevormd  door  de  lood- 
recht op  de  l^n  van  samenvalling  staande  koorden,  dat  de  con- 
gruentie bepaalt,  de  hyperholieche  paraboUnde  der  eongruenUe  noe- 
men (Weileb,  Erzeugung  von  Complexen  ertieu  und  zweiten  Oradea 
auê  Imearen  Congruenzen,  Zeitschrift  von  Schlomilch,  XXVII,  257). 

14.  De  punten  van  en  de  vlakken  door  elk  der  beide 
richtlenen  maken  uitzondering  op  den  r^el,  dat  door  elk 
punt  sleclits  een  koorde  gaat  en  in  elk  vlak  slechts  een 
koorde  ligt;  deze  punten  en  vlakken  zijn  dus  uitzonderingen 
elementen  der  congruentie.  Voor  elk  punt  P^  van  ti  zgn 
alle  l^nen  door  Pi  in  het  vlak  (/'x*»)  koorden,  voor  elk 
vlak  ni  door  ti  is  dit  met  alle  Ignen  in  ni  door  het  punt 
{ui  t^)  het  geval,  enz.  Snijden  twee  koorden  elkaar,  dan  is 
dus  elke  Ign  door  haar  snijpunt  en  in  haar  vlak  kooide; 
het  snijpunt  ligt  dan  op  de  eene  der  beide  richtlijnen  en 
het  vlak  gaat  door  de  andere. 

a).  Wat  zich  hier  b\j  de  uitzonderingselementen  voordoet,  is 
volkomen  analoog  aan  hetgeen  men  in  de  stelkunde  opmerkt.  Een 
vergel^'king  van  den  n^®*^  graad,  die  » -f  1  wortels  bezit,  is  een 
identiteit,  enz. 

b).  Indien  de  lijn  m  de  richtlijn  t^  in  T,  en  /,  het  vlak 
{mit)  in  T^  snijdt,  vormen  de  op  m  rustende  koorden  in  plaats 
van  het  eene  stel  beschrijvende  lijnen  van  een  oppervlak  van 
den  tweeden  graad  twee  vlakke  stralenbundels  nl.  de  l^nen  door 
Tl  in  het  vlak  (T,  ^)  en  de  lijnen  door  T,  in  het  vlak  (T,  /,). 
Het  oppervlak  dier  koorden  bestaat  dan  uit  de  twee  vlakken 
(T,  t^  en  {Tt  tl).  En  snqdt  m  niet  alleen  ti  in  T,  maar  ook  t^  in 
Ta,  dan  bl^ft  het  resultaat  onveranderd,  ligt  alleen  Tt  ook  op  m. 

e).  Het  zou  kunnen  schgnen,  dat  door  deze  uitkomst  het  in 
art.  13  gegeven  bewijs  z^n  kracht  verliest.  Daar  toch  is  gevon- 
den, dal  elke  op  nh  (fig.  8)  rustende  koorde  ti  sn^dt,  omdat  drie 
dezer  koorden  dit  doen  en  het  oppervlak  F^*  dier  koorden  dus  /| 
bevatten  moet.  En  nu  blgkt,  dat  de  koorden,  die  rusten  op  de  Ign 
Mf,  die  ti  in  Tt  snijdt,  zich  in  twee  groepen  splitsen,  waarvan 
de  eene  de  lijnen  door  Ti  bevat  die  /,  sneden  en  de  andere  de 
Ijnen  door  een  bepaald  punt  Tt  van  ^  die  tt  sn^'den ;  zoodat  het 
mogelijk  zou  zign,  dat  de  drie  koorden  door  Jf,  Jf„  en  Tt  de 
richtlijn    tt    niet  in  drie  verschillende  punten  sneden.     B\j  nader 
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onderzoek  bl^'kt  ecbter,  dat  de  punten,  waarin  ii  door  de  koor- 
den van  M  en  Jf,  gesneden  wordt,  noodzakel^k  van  T^  verschil- 
len en  het  besluit,  dat  het  oppervlak  der  op  m,  rustende  koorden 
drie  punten  met  ti  gemeen  heeft,  ook  nu  dit  oppervlak  uit  twee 
platte  vlakken  bestaat,  volkomen  geldig  blijft;  terwijl  met  behulp 
der  lijn  m^  nog  niet  onmiddellijk  blijken  kan,  dat  t^  op  het  bij 
m,  behoorende  oppervlak  F^^  ligt,  daar  de  koorden  van  M  en  Mi 
de  richtlijn  i^  in  hetzelfde  punt  sngden.  Daarom  is,  hoewel  deze 
leemte  natuurlijk  gemakkel^k  aan  te  vullen  geweest  zou  zijn,  de 
vervanging  der  1^'nen  m^  door  lijnen  m^  verkozen. 

15.  De  congruentie  (1,1)  is  door  vier  willekeurig  gekozen 
koorden  bepaald.  Want  deze  doen,  mits  zij  geen  hyperbo- 
loïdische  ligging  hebben,  de  beide  richtlijnen  kennen. 

Elk  drietal  koorden  bepaalt  een  regelvlak  van  den  twee- 
den graad,  waarvan  alle  Ignen,  die  met  de  drie  gegevene 
koorden  tot  hetzelfde  stel  behooren,  koorden  z:gn;  want  al 
deze  lijnen  sneden  de  beide  richtlenen. 

Denkt  men  zich  nu  de  congruentie  door  de  vier  koorden 
*ii  ^2»  *3»  K  bepaald  en  neemt  men  naast  deze  vier  koorden 
een  v^fde  lyn  s  willekeurig  aan,  dan  kan  men  onmiddell^k 
bewgzen,  dat  het  door  de  vgf  stralen  Aj,  ig,  ^3,  A4  en  *  be- 
paalde lineaire  complex  de  congruentie  door  ^i,  ig,  ^3,  A4 
bepaald  omvat  en  elke  koorde  dier  congruentie  dus  straal  is 
van  het  complex.  Immers  de  beide  richtlijnen  ti  en  t^  der 
congruentie  z^n  dan  weerkeerige  pooUijnen  van  het  complex, 
wijl  met  de  Ign  ^j,  die  A^,  Ag,  A3,  ^4.  snijdt,  de  eenige  andere 
lijn,  die  deze  vier  stralen  ontmoet,  d.  i.  ig,  als  weerkeerige 
pooUgn  overeenkomt.  En  dan  is  elke  Ign,  die  ti  en  t^  snijdt, 
d.  i.  elke  koorde  der  congruentie,  straal  van  het  complex. 

Het  voorgaande  leert  ons  de  congruentie  bepaald  door 
de  koorden  Aj,  Ag?  *3>  ^4,  beschouwen  als  de  vereeniging  der 
stralen  gemeen  aan  de  beide  complexen  (A^,  k^^  A3,  £4,  s)  en 
(^1,  *8,  *3»  *4»  «i)j  waarbg  «  en  81  twee  geheel  willekeurig  ge- 
kozen lynen  zijn;  m.  a.  w.  de  congruentie  (1,1)  is  de  door- 
enee van  twee  lineaire  complexen. 

a).  Gewoonl^k  wordt  de  congruentie  (1,1)  als  de  doorsnee 
van  twee  lineaire  complexen  bepaald  (Beyb,  cUe  Geometrie  der 
Laffe),  Dit  is  e'^ht'^r  in  zeker  opzicht  niet  algemeen,  omdat  niet 
elke  oougruentie  de  doorsnee  van  twee  complexen  behoeft  tez\jn. 
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Indien  een  congruentie  de  doorsnee  is  van  tfvee  oomplexen  van 
hoogeren  graad,  dan  z^n  in  bet  algemeen  haar  graad  m  en  haar 
klasse  »  aan  elkaar  geligk.  Dan  is  nl.  het  aantal  koorden  door 
een  pant  F  als  het  aantal  gemeenschappelijke  beschrijvende  lignen 
der  oomplexkegels  van  F  en  eveneens  het  aantal  koorden  in  een 
vlak  9r  als  het  aantal  gemeenschappelijke  raakl^nen  der  beide 
complexkrommen  van  t  aan  het  product  der  graden  van  beide 
oomplexen  gelqk.  Toch  zijn  er  congruenties,  wier  graad  en  klasse 
van  elkaar  verschillen.  Zoo  hebben  we  in  art.  13^  de  oneigenlijke 
congruenties  (1,0),  (0,1)  en  de  congruentie  (2,6)  ontmoet  en  noe- 
men we  hier,  om  van  andere  voorbeelden  niet  te  spreken,  de 
bekende  congruentie  (»'  —  »'  +  »,  «*  —  «)  gevormd  door  de  nor- 
malen aan  een  puntalgemeen  oppervlak  F*  van  den  n^^^  graad 
{Nieuw  Archief  voor  Wi^kmide,  VI,  blz.  24  en  25). 

Nu  er  werkelijk  congruenties  zijn,  die  niet  als  de  doorsnee  van 
twee  complexen  beschouwd  kunnen  worden,  moet  rekening  ge- 
houden worden  met  de  mogelijkheid,  dat  de  meest  algemeene 
congruentie  (1,1)  nietteg-enstaande  de  gelijkheid  van  graad  en 
klasse  tot  deze  groep  van  congruenties  behoort.  En  hoewel  dit 
ons  nu  gebleken  is  niet  het  geval  te  z^n,  is  toch  —  juist  omdat 
dit  langs  dezen  weg  eerst  gebleken  is  —  de  hier  gevolgde  weg 
te  verkiezen. 

5).  Bij  de  voorstelling  der  congruenties  door  tweetallen  van 
vergelijkingen  in  lijncoördinaten,  staat  men  met  betrekking  tot 
de  congruenties,  waarvan  graad  en  klasse  verschillend  zijn,  voor 
hetzelfde  bezwaar,  dat  men  bij  de  voorstelling  der  ruimtekrommen 
door  twee  vergelijkingen  in  puntcoördinaten  ontmoet.  Alleen  de 
ruimtekromme,  die  de  vol^dige  doorsnee  is  van  twee  oppervlak- 
ken, kan  door  twee  vergely kingen  worden  voorgesteld;  gedeelte- 
lijke doorsneden,  zoo  als  bijv.  de  ruimtekromme  van  den  derden 
graad,  vereischen  meer  dan  twee  van  elkaar  afhangende  vergel^'- 
kingen.  En  evenzoo  is  het  met  congruenties  gesteld.  Zoo  moet  de 
congruentie  (m, »)  in  vereeniging  met  een  zekere  andere  congruen- 
tie {pq  —  ff^f  pq  —  »)  de  doorsnee  zijn  van  twee  complexen  van 
de  graden  p  en  q.  Maar  deze  aanvullende  congruentie  is  even  als 
de  graden  p  en  ^  der  complexen  in  het  algemeen  niet  te  vinden. 

Is  een  zeker  vlak  ec  een  r-voudig  hoofdvlak  van  een  complex 
van  den  p^^^  graad  en  een  «-voudig  hoofdvlak  van  een  complex 
van  den  q^^^  graad,  dan  bestaat  de  doorsnee  dier  oomplexen  uit 
het  r«-maal  getelde  vlak  x  en  een  congruentie  {p  q,  p  q—rs).  Een 
dergelijke  congruentie,  die  zich  door  toevoeging  van  eenige  on- 
eigenlijke congruenties  (0,1)  of  (1,0)  tot  de  volledige  doorsnee 
van  twee  complexen  laat  aanvullen,  is  de  eenvoudigste  congruentie 
met   van    elkaar   verschillende  kenmerkende  getallen  m  en  »,  die 
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tneü  zich  denken  kan;  we  zullen  er  later  een  Yoorbeeld  van  ont- 
moeten (art.  24). 

De  uitwerking  van  deze  overeenkomst  van  bezwaren  b^*  de  ana- 
lytische voorstelling  van  ruimtekrommen  en  congruenties  leidt  tot 
allerlei  opmerkingen.  Vooreerst  is  het  duidel^'k,  dat  gelijkheid 
van  graad  en  klasse  niet  de  eenige  voorwaarde  behoeft  te  zqn, 
waaronder  een  congruentie  de  volledige  doorsnee  is  van  twee 
complexen;  want  was  dit  het  geval,  dan  zouden  b^'  een  congru- 
entie met  een  ondeelbaar  getal  tot  graad  en  klasse  de  door  een 
punt  P  gaande  koorden  tevens  in  een  vlak  liggen  en  de  in  een 
vlak  9r  liggende  koorden  tevens  door  een  punt  gaan  moeten.  Op 
dezelfde  wijjze  als  Oaylet  (Oomptea  renduê  1862  I  bk.  56,  396, 
672  en  1864  I  blz.  994)  getracht  heeft  het  oppervlak  van  den 
laagsten  graad  te  vinden,  dat  door  een  gegeven  ruimtekromme 
gaat,  —  welk  oppervlak  door  hem  een  monoïde  genoemd  is  —  kan 
men  den  graad  van  het  complex  van  den  laagsten  graad  zoeken, 
dat  door  een  gegeven  congruentie  (m,  n)  kan  gebracht  worden,  enz. 

Omtrent  de  stralenstelsels  of  congruenties  van  hoogeren  graad 
en  klasse  raadplege  men  de  verhandelingen  van  Kummsb  {Üher 
die  aXgêtraiMchen  Strahlenêytteme  u,  «.  w.  in  de  Abhandlungen 
van  Berlgn  1864  en  Aügemeine  Theorie  der  geradUnigei^  Strak' 
lenèyBteme  (Crelle's  Journal  LVII,  blz.  203),  een  verhandeling 
van  HiRST  {On  Oremoniau  eongrueneei  in  de  Proceedings  of  the 
London  Math.  Soc,  XIV,  1883)  en  de  reeds  aangehaalde  studie 
van  Voss  in  de  Math.  Annalen, 

c).  Zijn  V  en  Z"  weerkeerige  pooll^'nen  van  een  lineair  complex, 
dan  bevat  dit  ook  de  koorden  van  de  congruentie  (1,1),  die  deze 
lijnen  tot  richtlijjnen  heeft,  als  stralen  (art.  2).  En  de  stralen,  die 
een  gegeven  straal  sneden,  vormen  blqkbaar  een  bqzondere  con- 
gruentie (art.  14<^).  Dus  moet  men  aannemen,  dat  twee  weerkeerige 
poollijnen  in  een  straal  samenvallen  even  als  twee  opvolgende  stan- 
den der  beschrijvende  lijjn  van  een  scheef  oppervlak,  nl.  zoo,  dat 
het  vlak  door  beide  lijnen  om  de  l^'n  draait  als  het  snijjpuntvan 
beide  lynen  zich  over  de  lign  beweegt,  enz.  (art.  3«). 

16.  Op  een  paar  willekeurige  vlakken  n  en  n*  teekenen 
de  koorden  der  congruentie  (1,1)  twee  vlakke  stelsels  af, 
tusschen  welke  een  kwadratische  overeenkomst  bestaat.  Want 
de  hyperboloïde  der  op  <i,  t^  en  een  willekeurige  Ign  /  van 
n  (of  7r'>  rustende  Ignen  sngdt  tt'  (of  n)  volgens  een  kegel- 
snee, lu  geval  de  sniji^n  der  vlakken  echter  een  koorde  is, 
gaat  de  overeenkomst  in  homografie  of  collineatie  over. 

a).    Deze  door   Steiner   gevondene  afleiding   der  kwadratische 
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o^ereenVomst  (SyêteMoüêeke  EnMéhélung  %,  «.  19.,  N\  69,  oi  gë*^ 
mmmelie  Werhe^  I,  biz.  407)  heefl  liiétorisohe  waarde;  zij  vormt 
de  eerate  behandeling  van  dit  onderwerp. 


in.       SrELSELfi   TAV   LINKAIKK   COMPLEXEN. 

17.  Als  een  congruentie  door  vier  koorden  i,(t  =  l, 
^9  3)  ^)  g^even  is,  dan  bepaalt  elke  y^fde  willekeurig 
aangenomen  l^n  8  een  lineair  complex,  dat  deze  l^n  8 
en  al  de  koorden  der  gegeven  congruentie  tot  stralen  heeft. 
Laat  men  daarna  8  veranderen,  dan  verkrijgt  men  een  en- 
kelvoudig oneindig  aantal  lineaire  complexen;  wgl  zp  alle 
de  koorden  der  g^even  congruentie  als  stralen  gemeen 
liebben  en  er  door  elke  willekeurige  andere  l^n  8  steeds 
een  van  hen  gaat,  geeft  men  aan  dit  samenstel  van  com- 
plexen den  naam  van  complexbundel  en  aan  de  aan  alle 
complexen  des  bundels  gemeenschappel^ke  congruentie  den 
naam  van  baeücangmeniie  des  bundels. 

a).  De  verzameling  van  lineaire  complexen  ia  enkelvoudig  on* 
eindig.  Want  bij  de  onderstelling,  dat  elke  tgn  8  een  nieuw  com« 
plex  bepaalt,  zou  het  aantal  der  complexen  viervoudig  oneindig 
zijjn.  Maar»  w^l  elk  complex  een  drievoudig  oneindig  aantal  stralen 
beeft,  wordt  het  bij  deze  onderstelling  een  drievoudig  oneindig 
aantal  malen  geteld,  enz. 

Twee  lineaire  complexen  bepalen  samen  een  congruentie, 
die  de  gemeenschappelgke  stralen  van  beide  tot  koorden 
heeft.  Z^  bepalen  dus  ook  den  complexbundel,  waarvan  deze 
congruentie  de  basiscongruentie  is;  m.  a.  w.  een  complex- 
bundel is  door  twee  z^ner  complexen  bepaald. 

Bepaalt  men  de  basiscongruentie  door  haar  twee  richt- 
lenen tl  en  t^  in  plaats  van  door  vier  koorden,  dan  zal 
elke  Ign  «,  die  geen  der  richtlgnen  sngdt,  een  complex  be- 
palen, dat  8  tot  straal  en  ti  en  t^  tot  een  paar  weerkeerige 
poollenen  heeft.  Even  als  boven  yormen  al  deze  complexen 
weer  een  bundel,  enz. 

Een  eigenaardig  bijzonder  geval  doet  zich  Toor,  wanneer 
de  beide  riclitlgnen  elkaar  loodrecht  kruisen  en  een  van 
beide  in  het  oneindige  ligt.    Dan   hebben  de  complexen  des 
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bundels  een  gemeenschappel^ke  as,  de  in  het  eindige  lig- 
gende richtlgn  der  congruentie,  en  zijn  zjj  door  de  waarde 
der  constante  jLcrzzrig  8  van  elkaar  onderscheiden. 

De  complexbundel  bevat  twee  oneigenl^ke  complexen , 
waarvan  het  eene  t^  ^^  ^^^  andere  t^  tot  as  heeft.  W^l 
deze  twee  oneigenlyke  complexen  de  basiscongruentie  be- 
palen kunnen  zy  even  goed  als  twee  andere  complexen  des 
bundels  den  bundel  bepalen.  Men  vindt  een  dezer  oneigen- 
lijke complexen  als  s  een  der  beide  richtlenen  snijdt ;  sn^dt 
8  beide  richtlenen,  dan  bepaalt  ze  als  aan  alle  complexen 
des  bundels  gemeenschappelgke  straal  geen  complex. 

Als  de  richtlenen  t^^  t^  der  basiscongruentie  elkaar  sng- 
den  en  de  basiscongruentie  zich  dus  splitst  in  alle  lyneii 
door  het  sn^punt  P  van  ^x,  t^  en  alle  l^nen  in  het  vlak 
n  door  ^2,  t^,  dan  zal  elk  der  complexen  des  bundels  een 
oneigenl^k  complex  zijn  met  een  as  door  P  en  in  n.  Sngdt 
nl.  de  Ign  «,  die  met  de  basiscongruentie  het  complex  be- 
paalt, het  vlak  n  in  5,  dan  zullen  zoowel  alle  l^nen  door 
S  als  alle  Ignen  door  P  tot  dit  complex  behooren.  Want 
het  bevat  de  lijnen  door  5  in  ;r  en  «,  dus  alle  lijnen  door 
5,  enz.  Dus  moet  het  complex  een  oneigenlijk  complex  zijn 
met  de  Ign  P  S  m  n  tot  as. 

18.  De  assen  der  lineaire  complexen  van  den  bundel,  die 
een  gegeven  congruentie  (1,1)  tot  basiscongruentie  heeft, 
noemt  men  de  assen  der  congruentie.  We  zoeken  het  opper- 
vlak, dat  de  meetkundige  plaats  dier  assen  is. 

De  as  van  een  complex  snijdt  het  vlak  in  het  oneindige 
in  diens  pool  en  ontmoet  dus  al  de  in  het  oneindige  gele- 
gen stralen;  derhalve  moeten  de  assen  der  congruentie  alle 
haar  oneindig  ver  gelegen  koorde  sngden.  Maar  dan  moet 
ook  het  oppervlak  jF^,  dat  volgens  art.  12  de  meetkundige 
plaats  is  van  de  koorden,  die  een  willekeurig  gegeven  lyn 
sngden,  voor  elk  van  de  assen  der  congruentie  een  hyper- 
bolische paraboloïde  zijn  en  wel  een  rechthoekige.  Want, 
daar  de  as  van  een  complex  al  de  haar  ontmoetende  stralen 
loodrecht  snijdt,  staat  zg  loodrecht  op  het  richtvlak  der 
haar  ontmoetende  koorden  en  staan  dus  de  beide  richtvlak- 
ken  loodrecht  op  elkuai*. 
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Üit  de  beschouwingen  Tan  art.  6  volgt,  dat  de  as  van 
een  complex  den  kortsten  afstand  van  elk  paar  weerkeerige 
poollijnen  loodrecht  snijdt.  Nemen  we  voor  het  complex 
een  der  complexen  des  bnndels  en  voor  het  paar  weerkee- 
rige pooUynen  de  richtlgnen  ti  en  tc^  der  basiscongruentie, 
dan  vinden  we,  dat  alle  assen  der  congruentie  den  kortsten 
afstand  van  ti  en  <£  loodrecht  snyden. 

a).  Nu  ssou  men  kunnen  meenen,  dat  hieruit  in  verband  met 
het  voorgaande  voor  het  gezochte  oppervlak  een  hyperbolische 
paraboloïde  gevonden  wordt.  Want  de  assen  moeten  evenwijdig 
blijven  aan  een  vlak  loodrecht  op  den  kortsten  afstand  tusschen 
tj  en  d  en  bovendien  twee  1^'oen  sneden,  den  genoemden  kortsten 
afstand  en  de  in  hét  oneindige  liggende  koorde  der  congruentie. 
Bij  nader  inzien  blijkt  echter,  dat  het  rusten  op  deze  koorde  met 
het  evenwijdig  zijn  aan  een  vlak  loodrecht  op  den  kortsten  af- 
stand identisch  is  en  dat  in  elk  vlak  loodrecht  op  dien  kortsten 
afetand  de  as  nu  verder  zoo  bepaald  moet  worden,  dat  zij  door 
de  haar  snijdende  koorden  loodrecht  gesneden  wordt. 

De  twee  l^nen  a  (fig.  9),  die  in  het  vlak  a  loodrecht 
op  den  kortsten  afstand  AjAc^  van  de  richtlijnen  ti  en  t^ 
in  het  midden  O  tusschen  Ai  en  A^  aangebracht  den  hoek 
tusschen  de  projecties  ui  en  u^  van  ti  en  tc^  op  dit  vlak 
middendoordeelen,  zijn  assen  der  congruentie.  Want  uit  de 
beschouwing  der  hyperbolische  paraboloïde,  die  ^j,  t^  en  een 
der  beide  l^nen  a  tot  richtlijnen  heeft,  blijkt  onmiddel- 
l^k,  dat  deze  lijn  a  de  haar  ontmoetende  koorden  lood* 
recht  sngdt.  En  aan  den  anderen  kant  z^n  de  Lgnen  a  de 
eeuige  assen  door  O,  waaruit  dus  volgen  moet,  dat  er  door 
elk  punt  van  Ai  A^  twee  assen  der  congruentie  gaan,  daar 
de  Ign  Ai  A^  zelve  niet  tot  deze  assen  behoort.  We  toonen 
dit  nog  nader  aan  door  voor  een  willekeurig  punt  van  AiA^ 
de  assen  te  construeeren. 

Brengt  men  een  willekeurig  vlak  aan  evenw^dig  aan 
AiA^y  dat  tl  in  B  en  t^  in  C  snijdt,  projecteert  men  B 
in  J3'  en  C  in  C7'  op  het  vlak  der  assen  a,  laat  men  uit 
O  de  loodlgn  O  2?'  op  de  verbindingslgn  B'  C'  neer  en 
zoekt  men  het  punt  D  van  de  Ign  B  C  waarvan  D'  de  pro- 
jectie is  op  het  vlak  der    assen,  dan  is  de  l^n  Z>£  uit  D 
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évenwgdig  aan  Ü  O  getrokken  een  as  der  congruentie.  Want 
deze  Ign  D  E  \b  richtl^n  der  hyperbolische  paraboloïde,  die 
door  de  richtlenen  ^^i  ^2  ^^  ^^^  evenw^dig  aan  A^  A^  aan- 
genomen richtvlak  bepaald  wordt;  dus  zal  zg  als  loodlyn 
op  dit  richtvlak  de  beschrgvende  lijnen  van  dit  oppervlak, 
d.  w.  z.  de  koorden  die  zg  ontmoet,  loodrecht  sngden,  enz. 
Uit  de  figuur  volgt  onmiddellgk 

A^E   _  BD^  _  ff  ly 
A^A^~  BC  ~  BC 

Wgl  nu  de   meetkundige   plaats  van  Z>'  bg  draaiing  van 

het  aan  A^  A^  évenwgdig  aangenomen  vlak  om  B  B'  de  in 

het    vlak   a  op  B'  O  als  middellgu   beschreven  cirkel  is  en 

A.E 
deze    door   de    bg  de  verhouding  •- — j   passende  Ign  even- 

Ai  A^ 

wgdig  aan  u^  in  twee  punten  2?'  gesneden  wordt,  gaan  er 
twee  assen  der  congruentie  door  elk  punt  E  van  A1A2  en 
zgn  deze  assen  gemakkelgk  te  construeeren,  als  het  punt  E 
gegeven  is. 

In  elk  vlak  AiA^J^  door  A1A2  ligt  een  der  assen  van 
de  congruentie.  Want  bg  het  loodrecht  op  /l^  ^2  ^  staande 
richtvlak  door  BB'  behoort  een  enkele  as.  Dus  is  de  ge- 
zochte meetkundige  plaats  een  regelvlak  van  den  derden  graad 
met  A1A2  tot  dubbellgn  en  de  haar  loodrecht  kruisende 
koorde  in  het  oneindige  tot  enkelvoudige  richtlijn. 

J.E         B'D' 
6)    De  verhouding     — -    =  wordt  het  grootst,  als  meD 

^i  jI%         js  g 

voor  D'   het  punt  jy^    neemt,  waar  rechts  van  F  O  de  raaklyn 

aan  den  hulpcirkel  evenwydig  is  aan  O'  O.  Is  na  £.  ^'  O  O'  :=  2  ^, 

dan  vindt  men  met  betrekking  tot  het  bedoelde  punt  i)"  onmid- 

dellijk  — —  =  \Z      .    Eveneens   wordt   het   punt  2)"', 

waar  de  verhouding  haar  kleinste  waarde  heeft  en  dat  in  den  hulp- 
cirkel  middell\jnig  tegenover  D"  gelegen   is,  door  de  betrekking 

^L^  -  _  fÜüïll^-^l  bepaald.    De  punten  D"  en  D"'  zün 

niet  in  de  figuur  aangewezen. 

De     beide   ^evouden   grens  verhoudingen    geven    op    ^j  A^   de 
puiilen  Jf'  aan,  vour  welke  de  beide  assen  s»  men  val  Ie  u.  Zg  liggen, 
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zooals  te  verwachten  waa,  aymmetrisoh  ten  opzichte  van  O,  want 
Wn  "^   ^i^/    ~  ^'    Tusschen  deze  grenspunten  F  liggen  de 

pnnten  E  met  bestaanbare,  er  buiten  lisrgen  de  punten  ^  met  on- 
bestaanbare assen.  In  het  algemeen  liggen  de  grenspunten  buiten 
het  segment  Ay  A^\  alleen  als  l  =  45°  is,  vallen  z^  met  Ai  en 
A^  samen. 

In  Al  z\jn  de  beide  assen  de  lijn  l^  behoorende  b^  een  oneigen- 
l^k  complex  en  de  loodl^n  door  Ai  op  het  vlak  {Ai  i%) ;  werke- 
zgn  deze  l^uen  altigd  bestaanbaar  en  vallen  ze  voor  i  =:  46°  samen. 

Is  de  gegeven  congruentie  een  bigzondere  (art.  13^),  dan  zal 
het  voorgaande  in  hoofdzaak  doorgaan.  De  punten  ^i^s  vereeni- 
gen zich  dan  in  het  centraalpunt  A  der  beschr^vende  1^'n  van 
samenvalling  met  betrekking  tot  de  hyperbolische  paraboloïde  der 
congruentie,  ^  wordt  nul  en  de  grenspunten  F  liggen  aan  weera- 
kanten van  A  op  een  afstand,  die  het  dubbel  is  van  den  para^ 
meier  dier  beschr^'vende  1^'n  (de  la.  Ggurnebii,  Traite  de  geo- 
metrie descriptive,  deel  II,  blz.  144). 

e).  De  b^'  de  afleiding  van  het  oppervlak  der  assen  gebruikte 
hyperbolische  paraboloïdes  hebben  de  zijden  van  een  scheeven 
vierhoek  (Ai  A^,  ^p  de  in  het  oneindige  liggende  koorde  en  tt) 
gemeen.  Zij  vormen  dus  een  bundel.  We  vinden  derhalve  hier 
de  in  art.  13^  aangewezen  rangschikking  der  koorden  zoo  her- 
haald, dat  met  ieder  oppervlak  een  as  der  congruentie  in  ver- 
band staat. 

d).  Als  tl  in  het  oneindige  ligt  en  ^  niet  loodrecht  kruist, 
"herleidt  het  oppervlak  van  den  derden  graad  zich  tot  een  plat 
vlak,  het  vlak  door  ^,  dat  met  een  willekeurig  vlak  door  <,  een 
loodljjn  op  (Ie  projectie  van  t^  op  dit  vlak  tot  doorgang  heeft. 
In  dit  vlak  zijn  de  lijnen  evenwijdig  aan  ^  de  assen  van  de  com- 
plexen des  bundels.  Kruist  de  in  het  oneindige  liggende  richtlijn 
t^  de  andere  t^  loodrecht,  dan  vallen,  zoo  als  we  reeds  zagen,  al 
de  assen  met  ^  samen. 

19.  Alle  complexen,  die  drie  gegeven  Ijnen  «i,  «3,  «3  tot 
stralen  hebben,  hebben  als  stralen  al  de  l^nen  a  gemeen, 
die  op  het  door  deze  drie  Ignen  bepaalde  oppervlak  van 
den  tweeden  graad  met  deze  drie  lijnen  tot  een  zelfde  stel 
behooren.  Zij  vormen  een  tweevoudig  oneindig  samenstel 
van  complexen,  waaraan  men  den  naam  van  compleanet 
geeft;  van  dik  complexnet  vormt  het  oppervlak  der  Ignen 
8  het  basisregelvlak. 

Elke    Ign    a',    die    de    drie  gegeven  stralen  si^  8^%  «3  ont* 
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moet,  is  as  van  een  oneigenl^k  complex  in  het  net  begre- 
pen; de  meetkundige  plaats  der  assen  a'  is  dus  eveneens 
het  basisregelvlak. 

Elke  willekeurige  Ign  l  bepaalt  met  de  drie  lijnen  «i,*^,  «3 
een  congruentie  (1,1),  die  de  twee  op  l  rustende  lynen  a' 
van  het  basisregelvlak  tot  richtlenen  heeft. 

Elk  willekeurig  paar  lijnen  Z^,  l^  bepaalt  met  de  drie 
gegeven  stralen  een  complex ;  de  assen  van  deze  complexen, 
noemt  men  de  assen  van  het  complexnet.  We  zullen  later 
zien  welk  een  congruentie  zg  vormen. 

Het  complexnet  is  bepaald  door  drie  onderling  onafhan- 
kelijke complexen  C^,  Cg,  Q,  d.  w.  z.  door  drie  complexen, 
die  niet  tot  een  zelfden  bundel  behooren.  Zyn  nl.  ti  en  ^2 
de  richtlenen  der  congruentie  gemeen  aan  Ci  en  Cg,  ti  en 
t^  de  richtlenen  der  congruentie  gemeen  aan  C^  en  C3,  dan 
hebben  deze  vier  lijnen  als  twee  paar  weerkeerige  pooUijnen 
van  C3  hyperboloïdische  ligging  en  vormen  de  op  deze  vier 
lijnen  rustende  stralen  het  basisregelvlak  van  het  net. 

a).  Indien  «,  en  s^  elkaar  in  S  snijden  en  «3  het  vlak  o-  door 
«1  en  80  in  T  ontraoct,  bestaat  het  basisregelvlak  uit  twee  stra- 
lenbundcls.  Gaan  de  drie  stralen  «  door  e(n  zelfde  punt  S,  of 
liggen  zij  in  een  zelfde  vlak  o-,  dan  treedt  er  onbepaaldheid*  in 
b^  de  in  het  net  begrepen  congruenties,  die  alle  uit  de  vereeniging 
eener  congruentie  (0,1)  met  een  congruentie  (1,0)  bestaan;  ter- 
wijl al  de  complexen  van  het  net  dan  oneigenlijke  complexen  zijn. 

20.  Alle  complexen,  die  twee  gegeven  lijnen  si,  s^  tot 
stralen  hebben,  vormen  een  drievoudig  oneindig  samenstel, 
waaraan  we  den  naam  van  complexweefael  geven ;  van  dit 
weefsel  vormen  s^  en  «^  de  basisstralen. 

Elke  l^n  a\  die  si  en  s^  ontmoet,  is  de  as  van  een  on- 
eigenlijk complex  van  het  weefsel;  dus  vormen  de  assen 
der  oneigenlgke  complexen  van  het  weefsel  de  congruentie 
(1,1),  die  «1  en  «3  tot  richtlijnen  heeft. 

Gemakkelijk  blijkt,  dat  een,  twee  en  drie  lijnen  l  met 
de  beide  basisstralen  achtereenvolgens  een  complexnet,  een 
congruentie  en  een  lineair  complex  bepalen.  En  aanstonds 
zal  blijken,  welk  een  complex  gevormd  wordt  door  de  assen 
der  in  het  weefsel  begrepen  complexen. 
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Het  complexwee&el  is  bepaald  door  vier  onderling  onaf- 
hankelgke  complexen  Cj,  C^j  C3,  C^,  d.  w.  z.  door  vier 
complexen,  die  niet  tot  een  zelfde  complexnet  behooren.  Z^n 
nl.  ^1  en  t^  de  richtlijnen  der  congruentie  gemeen  aan  Cj 
en  Cg,  tl  en  t^'  de  richtlgnen  der  congruentie  gemeen  aan 
^3  en  (?4,  dan  zullen  de  twee  Ignen,  die  op  deze  vierl^'nen 
rusten,  de  beide  basisstralen  van  bet  weefsel  doen  kennen. 

0).    Het  geval,   dat  «1  en  «,  elkaar  snijdeD,  wordt  in  verband 
met  art.  19  gemakkelijk  in  z^n  bijzonderheden  geschetst 

21.  Alle  complexen,  die  een  gegeven  Ign  s  tot  straal 
hebben,  vormen  een  viervoudig  oneindig  samenstel,  dat  we 
een  complexstelsel  noemen;  van  dit  stelsel  mag  s  de  basis" 
straal  heeten. 

Elke  l^n  a^,  die  s  ontmoet,  is  de  as  van  een  oneigenlyk 
complex,  in  het  stelsel  begrepen;  dus  vormen  de  assen  der 
oneigenlijke  complexen  in  het  stelsel  begrepen  een  oneigen- 
Iflk  complex  met  den  basisstraal  van  het  stelsel  tot  as. 

Het  hier  beschouwde  complexstelsel  is  niet  het  meest 
algemeene.  Want  dit  laatste  wordt  bepaald  door  ^^jf  onder- 
ling onafhankelijke  complexen  ó'^,  Cg,  C3,  C4.,  C^^  d.  w.  z. 
door  vijf  complexen,  die  niet  tot  een  zelfde  complex  weefsel  be- 
hooren,  en  deze  hebben  in  het  algemeen  geen  straal  gemeen. 
Dit  algemeene  complexstelsel  bepaald  door  Cj,  C2,  C^^  (T^,  C5 
omvat  al  de  complexen,  die  met  een  der  vijf  complexen  en 
een  der  complexen  uit  het  door  de  vier  overige  complexen 
bepaalde  weefsel  tot  een  zelfden  bundel  behooren.  En  nu 
blijkt  gemakkelgk,  dat  deze  verzameling  van  complexen  met 
het  eerst  besproken  stelsel  daarin  overeenkomt,  dat  alle  er 
toe  behoorende  complexen,  die  een,  twee  of  drie  willekeu- 
rig gegeven  lijnen  tot  stralen  hebben  achtereenvolgens  een 
weefsel,  een  net  of  een  bundel  vormen  en  er  slechts  één 
complex  toe  behoort,  dat  vier  willekeurig  g^even  lijnen 
tot  stralen  heeft.  Is  nl.  F^  het  regelvlak  van  het  net 
(Cl,  Cl,  C3),  zgn  daarop  «1,  «3  de  basisstralen  van  hei  weefsel 
(Cu  C2,  C3,  C4)  en  «1',  S2  die  van  het  weefsel  (Cj,  Cg,  Cg,  Cg), 
terwgl  l  een  willekeurige  lijn  aanduidt,  dan  zullen  de  beide 
lynen    door   de    snflpunten  van   l  met  F^,  die  niet  met  de 
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Ignen  ^  tot  hetzelfde  stel  behooren,  aan  de  oppervlakken 
(«1,  «2,  t)  en  (^x'i  «s'i  O  ^^^  ^^^  tweeden  graad  gemeen  zyn 
en  deze  elkaar  dus  verder  nog  volgens  een  l^n  t  van  het 
stel  der  l^nen  8  sneden.  Deze  l]gn  vormt  met  l  de  basis- 
stralen  van  het  door  l  in  het  complexstelsel  bepaalde  com- 
plexweefsel, enz. 

Tevens  blykt  hieruit,  dat  de  assen  der  oneigenl^ke  com- 
plexen van  dit  meer  algemeene  stelsel  nu  niet  een  oneigen- 
lyk,  maar  een  eigenlek  complex  vormen.  Want  alle  assen 
die  een  l^n  2  snyden,  sneden  ook  een  tweede  2',  enz. 

22.  De  assen  der  complexen  begrepen  in  een  complex- 
stelsel vormen  de  viervoudige  oneindigheid  der  l^nen  in  de 
ruimte.  Dit  is  onmiddell^k  duidelyk  b^  het  stelsel  met  een 
basisstraal  8.  Want  elke  l^n  a  bepaalt  een  complex,  waar- 
van 8  straal  is.  En  bg  een  meer  algemeen  complex  kan 
men  als  volgt  redeneeren.  Zyn  op  het  basisr^elvlak  F^ 
van  het  net  (C^  Cg,  C^)  door  «j,  «a  en  «/,  «^  weerde  basis- 
stralen  van  de  weefsels  (C|,  C^,  Cg,  C^)  en  (Cj,  C^,  Cg,  C^) 
voorgesteld,  dan  zullen  de  basisstralen  van  de  weeftels 
(^'ii  ^21  ^31  (^a)i  waarby  C\  elk  willekeurig  complex  uit  den 
bundel  (C^,,  Cg)  aangeeft,  op  F^  de  involutie  («i  «g,  «i'«i') 
vormen.  Maar  op  dit  zelfde  oppervlak  zullen  de  basisstralen 
van  het  weefsel  (C^,  C^,  Cg,  Cp),  waarvan  C^  het  complex 
is  met  een  willekeurig  g^even  l^n  a  tot  as  en  ^  tot  con- 
stante, bfl  verandering  van  /u  een  tweede  involutie  vormen. 
Het  aan  beide  involuties  gemeenschappelgke  paar  Ignen  is 
een  stralenpaar  van  het  in  het  stelsel  begrepen  complex 
met  a  tot  as. 

23.  We  zoeken  thans  de  meetkundige  plaats  van  de  assen 
der  complexen  begrepen  in  een  weefsel.  Zyn  «^  ^^  ^2  ^^ 
beide  basisstralen  en  a  de  as  van  een  in  het  door  ben  be- 
paalde weefsel  begrepen  complex,  dan  hebben  naar  de  uit- 
drukking van  Zeuthen  (art  11^')  de  1^'nen  «^  en  s^  geligke 
momenten  ju  met  beirekking  tot  a.  Maar  dan  heeft  a  ook 
gelijke  momenten  //  met  betrekking  tot  8i  en  s^*  Dus  is  de 
meetkundige  plaats  der  l^nen  a  de  meetkundige  plaats  van  de 
congruentie  gemeen  aan  de  beide  complexen,  die  «^  en  8^  tot 
assen  en  ft  tot  constante  hebben,  als  men  /u  laat  veranderen. 
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Deze  meetkundige  plaats  van  de  doorsnee  der  overeenkomstige 
complexen  van  twee  projectivische  complexbundels  is  een  eom" 
pUx  van  den  tweeden  graad.  Immers  de  poolvlakken  n^^  en  ;r'^ 
van  een  willekeurig  gekozen  punt  P  met  betrekking  tot  de 
complexen  C^  en  O^^  die  si  en  e^  tot  assen  en  fi  tot  con- 
stante hebben^  brengen  bfl  verandering  van  ^  twee  projecti- 
vische  vlakkenbundels  voort,  die  de  loodlgnen  uit  P  op  «^  en 
«3  tot  assen  hebben,  en  de  meetkundige  plaats  van  de  sn^l^n 
dier  vlakken  n^^  en  n^y^  is  een  k^el  van  den  tweeden  graad. 
En  evenzoo  doorloopen  de  polen  P^  en  Pyi  van  een  wille- 
keurig gekozen  vlak  n  met  betrekking  tot  de  complexen 
C^  en  C^  bg  verandering  van  fi  twee  projectivische  punt- 
reeksen,  waarvan  de  in  ;r  gelegen  loodl^nen  op  e^  en  «^de 
dragers  ssgn,  en  omhult  de  verbindingslgn  dier  punten  een 
kromme  van  de  tweede  klasse.  Dus  is  de  verzameling  van 
assen  a  een  complex  van  den  tweeden  graad,  wgl  de  com- 
plexkegel van  elk  punt  P  van  den  tweeden  graad  en  de 
complexkromme  van  elk  vlak  n  van  de  tweede  klasse  is. 

Bg  de  beschouwing  van  het  complex  der  assen  a  als  de 
meetkundige  plaats  der  congruenties  gemeen  aan  de  over- 
eenkomstige complexen  C^  en  6'^  van  twee  projectivische 
complexbundels  {Cy)  en  {Cy)  verdient  het  opmerking,  dat 
de  oneigenlgke  complexen  van  den  eenen  bundel  met  die 
van  den  anderen  overeenstemmen,  wgl  zg  met  dezelfde  waar- 
den van  fi^  nl.  nul  en  oneindig,  overeenkomen.  En  de  assen 
der  oneigenl^ke  complexen,  die  bg  de  oneindig  groote  waar- 
de van  fi  behooren,  snijden  elkaar  bovendien,  wijl  ze  beide 
in  het  vlak  in  het  oneindige  liggen.  Dus  bevat  de  meet- 
kundige plaats  een  congruentie  (1,1),  die  zich  splitst  in  de 
congruentie  (0,1)  der  lijnen  in  dit  vlak  tt  qq  en  de  congru- 
entie (1,0)  der  Ignen,  die  «i  en  s^  loodrecht  sngden  en  dus 
door  een  in  het  oneindige  gelegen  punt  P^  gaan ;  m.  a.  w. 
het  vlak  n^  is  een  enkelvoudig  hoofdvlak  en  het  punt 
Pqq  een  enkelvoudig  hoofdpunt  van  het  complex  van  den 
tweeden  graad. 

Wanneer  de  twee  basisstralen  e^  en  s^  elkaar  snijden,  is 
het  vlak  («i,  «,)  een  tweede  hoofdvlak  en  het  punt  («j,  «g) 
een  tweede  hoofdpunt  der  meetkundige  plaats. 

▼KBSi  .    KN    MKDID.    AFI).    NATUURR.    3<ie    kkkkb.    oKBL  V.  7 
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a).  In  het  voorb^gaan  mag  hier  worden  aangestipt,  dat  niet 
elk  complex  van  den  tweeden  graad  door  middel  van  twee  pro- 
jectivische  lineaire  oomplexbundels  kan  worden  voortgebracht. 
Men    veiigel^ke   de   in    art.    13'    aangehaalde   verhandeling   van 

WSILES. 

6).  Indien  er  slechts  één  hoofdvlak  en  één  hoofdpunt  is,  ad 
het  oppervlak  der  b^'zondere  punten  van  het  complex  van  den 
tweeden  graad  een  oppervlak  van  den  derden  graad  en  de  derde 
klasse  wezen.  Zijn  er  echter  twee  hoofd  vlakken  en  twee  hoofd- 
punten, dan  gaat  het  bedoelde  oppervlak  in  een  oppervlak  van 
den  tweeden  graad  en  de  tweede  klasse  over. 

24.  Eindel^k  bepalen  we  de  meetkundige  plaats  van  de 
assen  der  complexen  begrepen  in  een  net,  waarvan  «j,  «3,  «3 
de  gegeven  basisstralen  zijn.  We  slagen  hierin  onmiddell^k 
als  we  dit  net  als  aan  de  weefsels  («j,  s^)  en  («j,  «3)  ge- 
meen beschouwen.  Dan  bl^kt  namel^k,  dat  de  bedoelde 
meetkundige  plaats  als  de  doorsnee  van  twee  complexen 
van  den  tweeden  graad  met  een  gemeenschappel^k  hoofd- 
vlak  tTqo    een  congruentie  (4,3)  is. 

Zgn  de  basisstralen  s^  s^^  «3  evenw^dig  aan  een  zelfde 
vlak,  dan  zal  het  gemeenschappelgk  punt  der  loodljjnen  op 
dit  vlak  een  gemeenschappel^k  hoofdpunt  van  beide  complexen 
van  den  tweeden  graad  z^n  en  dus  de  doorsnee  een  con- 
gruentie (3,3)  wezen. 

a).  Omtrent  de  bundels,  netten,  weefsels  en  stelsels  van  lineaire 
complexen  vergelijke  men  nog  de  verhandeling  Inirodusione  alla 
teoria  dello  spano  rigato  van  E.  Capobali  en  P.  del  Pezzo,  op- 
genomen in  het  dit  jaar  uitgekomen  werk  Memorie  di  geomeiria 
■  di  Eitore  Caporali,  en  het  eerste  gedeelte  der  verhandeling  Fan- 
damenti  di  una  ttoria  dello  spazio  generato  dat  complem  lineari 
van  R.  DE  Paolis  (Beale  Accaderaia  dei  Lincei,  15  Pebniari, 
1885). 

Wo  besluiten  met  het  volgende  overzicht,  dat  uit  zich 
zelf  duidelyk  is  en  waarin  de  overeenkomst  tusschen  de 
van  boven  naar  beneden  gelezen  derde  kolom  en  de  van 
beneden  na&r  boven  gelegen  vierde  kolom  in  het  oog 
springt, 


r  n.  jCHOU  1  h.  Lineaii*e  complex  en  de  congruentie  (  LI ) . 


^'-^^'rrC9d*d:C^fti..  9Zaluurk.,STR  D^V. 
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Groningen^  24  Februari  1888. 


PROCES-VERBAAL 


YAH  DB 


GKWONE  VEBGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 
op  Zaterdag  81  Maart  1888. 


T^enwoordig  de  Heeren  :  van  dbe  Waals,  Onder- Voor- 
zitter, ScHOUTB,  Stokvis,  Foestbr,  Michablis,  vak  db  Sakdb 
Bakhüyzbn,  Schols,  Babhe,  Hubebcht,  van  Bbmmblbn,  Place, 
VAN  Riemsdijk,   Kortbweg,   A.   C.   Oüdemans  jb.,  Grinwis, 

DiBBITS,    VAN    't    HoFF,    VAN   DoRP,   HoBK,    J.  A.  C,  OuDBMANS, 

Franchimont,  Lorbntz,  Mac  Gillavry,  Pekelharing,  Mar- 
tin, Brutel  de  la  Rivièrb,  Zeeman,  Bierens  de  Haan,  van 
Diesbn  en  C.  A.  J.  A.  Oüdemans,  Secretaris;  voorts  het 
correspondeerend  Lid  de  Heer:  van  der  Burg  en  van  de 
letterkundige  Afdeeling  de  Heer:  Campbell. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  De  Heer  Buys  Ballot  heeft  zich  schriftelyk  over  het 
niet  bijwonen  der  vergadering  verontschuldigd.  De  Heer  van 
DER  Waals  leidt,  als  Onder- Voorzitter,  de  vergadering. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  den  Secretaris  van  het  historisch  Genootschap  te 
Utrecht,  1888;  den  Directeur  van  de  Universiteits-boekerij 
te  üpsala,  7  Maart  1887;  aangenomen  voor  bericht. 
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—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

P.  het  Ministerie  van  binnenlandsche  Zaken,  's  Graven- 
hage,  29  Februari  1888;  2^.  het  Ministerie  van  Marine, 
'sGravenhage,  29  Februari  1888;  30,  J.  F.  L.  Schneidee, 
Bibliothecaris  der  poljtechnische  School  te  Delft,  26  Maart 
1888;  4P.  L.  Janmart  db  Brouillant,  Brussel,  1888;  5^. 
voiT  BfizoLD,  Directeur  van  het  kon.  preuss.  meteorologisches 
bstitut  te  Berlijn,  1888  ;  6^.  J.  J.  Bridb,  Bibliothecaris  der 
public  Library  of  Victoria  te  Melboume,  18  0ctober  1887; 
waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftel^ke  dankbetui- 
ging en  plaatsing  in  de  boeker]g. 

—  De  Heer  Bibbens  db  Haan  leest,  ook  uit  naam  van 
den  Heer  van  den  Berg,  het  rapport  over  de  verhandeling 
des  Heereü  Dr.  J.  db  Vries  (Over  vlakke  configuraties). 

De  conclusie  strekt  om  haar  op  te  nemen  in  de  werken 
der  Akademie.  Aldus  wordt  besloten. 

—  De  Heer  Gbinwis  leest,  ook  uit  naam  van  den  Heer 
LoKENTZ,  het  rapport  over  de  verhandeling  des  Heeren 
Dr.  V.  A.  JtJLius  (Over  de  lineaire  spectra  der  elementen). 
Het  voorstel  om  haar  in  de  werken  der  Akademie  op  te 
nemeni  wordt  aangenomen* 

—  De  Heer  van  db  Sande  Bakhützen  deelt,  ook  uit 
naam  van  den  Heer  Bosscha,  mede,  dat  zij  met  den  Heer 
Dr.  J.  D.  VAN  der  Plaats  overeengekomen  zgn,  dat  deze  zgne 
Yerhandeling :  >Over  Standaardbarometers,  in  het  bgzonder 
over  die  van  het  koninklijk  Nederlandsch  Meteorologisch 
Instituut**  in  twee  deelen  splitsen,  en  daarvan  het  eerste  voor 
de  werken  der  Akademie  afstaan,  het  tweede  echter  voor  de 
werken  van  een  ander  wetenschappeligk  lichaam  bestemmen 
zaL  —  Dit  eerste  gedeelte,  in  ietwat  gewgzigden  vorm,  zou 
der  Commissie  van  beoordeeling  binnen  kort  opnieuw  wor- 
den toegezonden. 

•-  De  Heer  Martin  deelt  mede,  dat  hem  door  den  Heer 
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Van  Laksbëboe,  oud  Gouverneur-Generaal  van  Nederlandscli- 
Indië,  voor  het  Leidsch  Museum  ten  geschenke  werd  aan- 
geboden een  stuk  kaak  van  een  reusachtigen  Ichthyosaorus, 
afkomstig  van  de  zuidkust  van  Ceram.  Uit  dit  fossiel  kan 
het  bestaan  van  mesozo'ische  lagen  op  genoemd  eiland  wor- 
den afgeleid,  en,  op  grond  van  het  feit,  dat  in  Engelsch- 
Indië  en  Australië  overbl^fselen  van  hetzelfde  dier  in  het 
krigt  gevonden  zign,  ook  tot  de  aanwezigheid  van  eene  krgt- 
formatie  op  Ceram  besloten  worden.  De  opgave  in  Bbbg- 
HAUs'  >  Physikalischer  Atlas**  dat  er  aan  de  zuidkust  van 
Ceram  eene  palaeozoïsche  formatie  zoude  voorkomen,  is  van 
grond  ontbloot. 

—  De  Heer  J.  A,  C.  Oudekaiïs  biedt  voor  de  werken 
der  Akademie  aan  eene  verhandeling  van  den  Heer  Dr,  J. 
D.  VAN  DES  Plaats,  leeraar  aan  de  Yeeartsengschool  te 
Utrecht,  getiteld:  >Over  den  Secundeslinger",  1®  gedeelte. 
Aan  de  Heeren  Bosscha,  van  de  Sande  Bakhuyzbn  en  Schols 
wordt  opgedragen,  daarover  rapport  uit  te  brengen. 

—  De  Heer  Lobentz  biedt  voor  de  werken  der  Akademie 
aan  eene  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  V.  A.  Jülius,  ge- 
titeld: >Over  de  trillende  beweging  van  een  vervormden 
vloeistof  bol".  Tot  rapporteurs  daarover  worden  aangewezen 
de  Heeren  Geinwis  en  Koetewbg. 

—  Daar  er  verder  niets  te  behandelen  is,  wordt  de  ver- 
gadering gesloten. 


RAPPORT 

OYBR   BEKE 
V£EHAKDELIN&   VAN   Br.     J.     DE     T  B  I  Ë  S, 

jrOVEB  VLAKKE  CONPIGUBATIES". 

(Uitgebracht  m  de  Yeigadeiing  van  31  Maart  1888). 


De  Afdeeling  heeft  ons  in  hare  zitting  van  25  Februari 
11.  opgedragen,  een  advies  uittebrengen  over  eene  verhandeling 
van  Dr.  J.  de  Vries,  met  den  titel:  Over  vlakke  configuraties; 
zg  bevatte  9  paragrafen.  Spoedig  daarop  zond  de  schr^ver 
ons  paragraaf  10  tot  13,  die  wij  gemeend  hebben  bg  de  beoor- 
deeling in  het  stuk  te  mogen  opnemen. 

De  configuraties  zgn  door  den  Straatsburger  hoogleeraar 
Th,  Rbyb  het  eerst  genoemd  in  zijn  bekend  werk :  Geometrie 
der  Lagej  en  daarna  door  hem  behandeld  in  Crelle*s  Jour^ 
nal^  Bd.  86,  in  zgn  Systematische  Geometrie  der  Kugelnund 
linearen  Kugelsy sternen y  en  in  de  Acta  Mathematica^  T.   1. 

Schr.  begint  met  de  bepaling  van  zulk  eene  vlakke  con- 
figuratie, en  de  nomenclatuur,  die  door  Kantor,  Sghoenfues, 
Akesxdsr,  allengs  daaib^  werd  ingevoerd  ter  verduidelykiüg 
en  vereenvoudiging;  —  en  behandelt  dan,  als  punt  van  uit- 
gang de  configuratie  (12^,  I63),  gevormd  door  de  twaalf  ge- 
Igkvormigheidspunten  van  vier  cirkels. 

Hg  bewgst,  dat  die  configuratie  is  samengesteld  uit  drie 
quadrupels,  in  iedere  waarvan  elk  drietal  punten  de  rest- 
figuur  van  het  vierde  punt  is,  en  daarop,  dat  omgekeerd 
elke  configuratie  (I24,  I63),  welke  uit  drie  zoodanige  qua- 
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drupels  samengesteld  is,  tot  een  in  vorm  bepaald  stel  yan 
vier  cirkels  behoort.  Yan  deze  configuratie  leert  h^'  onder- 
scheidene merkwaardige  eigenschappen,  in  verband  met  de 
theorie  der  volkomen  vierhoeken  en  vierzgden  —  en  komt 
eerst  tot  de  configuratie  (15^,  2O3),  die  op  bepaalde  wgze 
met  de  eerste  samenhangt,  —  en  later  tot  de  (geassocieerde) 
configuratie  (I24,  I63),  die  met  de  eerste  de  hoekpuntsl^nen 
gemeen  heeft^  en  weder  tot  de  gelgksoortige  configuratie 
(164,  203)  voert.  De  hoekpunten  van  twee  zoodanige  ge- 
associeerde configuratiën  vormen  met  de  achttien  hoekpunts- 
Ignen  eene  nieuwe  configuratie  (243,  I84). 

Door  de  punten  van  vier  der  quadrupels  dezer  configuratie 
en  het  gemeenschappelgk  nevenhoekpunt  der  beide  overige 
quadrupels  wordt  eene  kromme  der  vierde  orde  K^  bepaald. 

Door  de  punten  eener  regelmatige  configuratie  (I24,  I63) 
gaat  steeds  eene  kromme  der  derde  orde  K^.  En  van  deze 
worden  dan  merkwaardige  betrekkingen  met  de  configuratie 
aangetoond. 

In  de  laatste  paragrafen  wordt  in  hoofdzaak  eene  configu- 
ratie (I24,  I63),  van  anderen  aard  dan  de  voorgaande,  onder- 
zocht, en  worden  hiervoor  nieuwe  eigenschappen  afgeleid  met 
betrekking  tot  eene  eentakkige,  en  tot  den  oneven  tak  eener 
tweetakkige  kromme  der  derde  orde. 

Met  eene  nadere  opsomming  der  uitkomsten  willen  wg  de 
Afdeeling  niet  lastig  vallen,  maar  merken  alleen  op,  dat  z^ 
merkwaardig  z^n,  en  door  eene  eenvoudige,  heldere  methode 
worden  gevonden.  En  daarom  aarzelen  wg  ook  geenzins 
de  Afdeeling  aanteraden,  dit  stuk  in  hare  werken  optenemen, 
waarin  het  de  plaatsing  volkomen  verdient. 

Leiden  en  Hilversum, 
20  en  19  Maart  1888.  D.  BIEBENS  DE  HAAN, 

F.  J.  VAN  DEN  BEBG. 


OVER   VLAKKE   CONFIGURATIES, 


DOOB 


J.    DE    Y  B  I  E  S. 


1  Eene  configuratie  (pm^  In)  is  eene  vlakke  figuur,  welke 
uit  p  punten  en  l  rechte  l^nen  zoodanig  is  samengesteld, 
dat  met  elk  punt  m  lijnen  en  met  elke  Ign  n  punten  inci- 
dent z^n  *).  Om  de  verschillende,  collineair  niet  verwante, 
configuraties,  welke  b]g  vier  bepaalde  waarden  van  /?,  tn,  Z,  n 
behooren,  van  elkander  te  onderscheiden,  kan  men  vaak 
met  vrucht  gebruik  maken  van  de  restfiguren  f).  De  rest- 
figuur  van  een  punt  der  cf.  ontstaat,  wanneer  men  de  in 
dat  punt  samenkomende  Ignen  met  de  op  hen  gelegen  pun- 
ten der  cf.  afzondert;  zg  wordt  gevormd  door  de  overge- 
bleven punten  en  de  Ignen  der  cf.,  welke  minstens  twee 
dezer  punten  bevatten.  Eene  cf.  heet  r^elmatig  §),  wanneer 
zg  ten  opzichte  van  al  haar  punten  en  Ijjnen  op  gelgksoor- 
tige  wgze  is  samengesteld.  Eene  Ign,  welke  twee  punten  der 
cf.  verbindt  zonder  tot  haar  te  behooren,  heet  diagonaal  ^ : 
de  door  haar  vereenigde  punten  worden  gescheiden  ff )  pun- 
ten genoemd.  Het  uitgangspunt  der  volgende  beschouwin- 
gen is   eene  door  de  gel^kvormigheidspunten  van  vier  cir- 


*)  ExTs,  das  Problem  der  Configarationen,  Ada  Math,^  L 
f)  Kahtob,  die  Conf.  (8,  3)io,  Wiener  Sitzher.,  Bd.  84. 
§)  SOHOBMTLisSy  Ueber  einige  ebene  Conf.,  Nackr.  d.  Kon.  Ges.  d.  JFiss. 
Göttingen,  N«.  U,  1887. 
«*)  BxTB,  Die  Hexaeder  und  Oktaeder  Cf.,  Ada  Matk,  I. 
ff)  ScHomnjifl^  1.  c. 
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kels  gevormde  cf.  (I24,,  163),  welke  in  de  theorie  der  krommetl 
van  de  derde  orde  en  der  krommen  van  de  vierde  orde  met 
twee  of  drie  dubbelpunten  een  groote  rol  speelt  *)• 

2.  De  12  gelgkvormigheidspunten,  welke  vier  cirkels  2 
aan  2  bepalen  en  de  16  gelijkvormigheidsassen,  op  welke 
zfl  in  drietallen  gelegen  zyn,  vormen  eene  (12^,  I63).  Stel- 
len «ig  en  f  12  het  uitwendige  en  het  inwendige  gelflkvor- 
migheidspunt  der  cirkels  1  en  2  voor,  dan  bevat  de  vol- 
gende tabel  de  verdeeling  der  12  cf.  punten  over  de  16  cf. 
Ijjnen. 
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«18  «14   "24 

"18  *14     *84 


"84   "18  "14 

"34   *18  *14 

"84   "23  "24 

"84   *23  *24 


*18  *13  "SS 

Ms  "18  *88 

*1S  h4  "24 

*12  "14  *24 


»84  *18  "14 

*34  "18  *14 

*34  *28  "84 

*84  "83  *S4 


..(A). 


De  punten  U34  1*22  ^349  welke  niet  gelegen  zgn  op  de  in 
Ux2  samenkomende  Lynen,  z^n  » gescheiden"  punten;  zg  vor- 
men dus  met  u^s  ^^^  gesloten  groep,  waarin  elk  drietal 
punten  de  rol  van  restfiguur  van  het  vierde  punt  vervult. 
De  cf.  bestaat  uit  drie  zulke  kwadrupels,  en  behoort  blik- 
baar tot  de  regelmatige. 

Elke  (I24.,  I63)  waarvoor  de  verdeeling  der  cf.  punten 
over  de  cf.  l^nen  door  tabel  A  kan  voorgesteld  worden, 
kan  uit  vier  cirkels  worden  afgeleid,  waarvan  de  middel- 
punten en  de  verhoudingen  der  stralen  door  de  cf.  gegeven 
zijn.  Immers  worden  de  drie  paren  overstaande  hoekpun- 
ten van  eene  tot  de  cf.  behoorende  volledige  vierz^de  door 
"18  Msf  "18  ^18 f  "23  ^23  a^cgcwezen  en  de  drie  sngpunten 
der  diagonalen  mi  m^  m^  genoemd,  dan  geeft  de  stelling 
van  de  Geva 

"12  ^1  X  "28  ^H  X  "13  *^8  =  "12  ^8  X  Ws8  '^'S  X  «13  »*1» 

en  deze  vergelgking  is  niet  in  strgd  met 


*)  Amesbdeb,   Conf    u.  Polygone  auf  biquadr.  Curyen.,  Wiener  Sitf, 
her,  Bd.  93. 


(  t07) 


«23  ^2  •■  «as  ^''s  —  ^'a  =  ''s 

«13  ^3  '  "13  '"l  =  '•S  :  n- 

3.  Worden  de  kwadrupels  eener  (I24,  I63)  door  delet- 
ters oi  bi  a  {t=  1,  2,  3,  4)  onderscheiden,  dan  kan  tabel 
A  door  het  volgende  overzicht  vervangen  worden. 


(B). 


Hieruit  bl^kt,  dat  oi  het  gemeenschappelgk  hoekpunt  is 
van  6  volledige  vierzgden,  in  welke  elk  der  punten  ag  a^  04 
tweemaal  als  overstaand  hoekpunt  van  a^  voorkomt.  De 
cf.  bestaat  dus  uit  12  volledige  vierzijden  en,  in  verband 
daarmede,  uit  48  driezgden. 

De  lijn  a^  6^  c^  wordt  in  de  punten  a^  by  Cy  door  9 
andere  cf  Ignen  gesneden;  de  overige  6  lijnen,  namelgk 


«1    *1    Cl 

02   61    C2 

«s'*i  Cs 

04    Jj    C4 

ai  62  Cq 

«2   ^2   <^\ 

a«  62  C4 

04   J2   ^8 

«1  h  <^3 

02    63    C4 

Og    63    Cl 

«4   63   <^B 

«1    h    C4 

ÜQ   64  «3 

«8   ^4  62 

04    64   <?! 

02   63    C4 

^3    ^^   H 
04   ^2   Cs 


en 


^2  64  C3 
«8  ^2  ^4 
04  63   «2 


(C) 


vormen  eene  (92,  63).' 

Elk  der  beide  afzonderlijk  geschreven  drietallen  van  1^'- 
nen  bevat  de  9  punten  abc;  deze  kunnen  dus  als  de 
basis  van  een  krommenbundel  der  derde  orde  beschouwd 
worden. 

4.  Daar  (2  ^2  ^^  ^8  ^  ^^  ^1 '  ^2  ^2  ^^  ^3  ^8  ^^  ^1  y  ^2  ^2 
en  03  63  in  c^  samenkomen,  liggen  de  cf.  driehoeken  a^  b^  e^ , 
«8  ^s  ^3  coUiueair  ten  opzichte  van  a^  bi  ci  als  as  en  het 
punt  ^4  ^  (a2  03,  ^2  ^8'  ^2  ^3)  ^^  centrum.  Op  dezelfde 
wgze  blgkt,  dat  de  „diagonalen"  a2  a^,  b^  b^^  c^  c^  naar 
een  punt  ^3,  03  04,  63  &4,  C3  c^  naard2  convergeren.  Nu 
is  Cl  als  sn^punt  van  a^  h^i  ^3  2^39  cl^  h^  het  coUineatie- 
centrum   der    diagonaaldriehoeken    a^  a^  a^y  b^  b^  b^\   dus 


(1Ó8) 

z^n  ^2  ^3  ^4  ^^  sn^punten  van  overeenkomstige  z^den  in- 
cident met  de  collineatieas  dier  driehoeken,  die  tevens  de 
collineatieas  is  voor  de  driehoeken  a^  a^  a^^  c^  c^  c^  niet 
centrum  bi  en  b^  b^  64,  c^  c^  c^  met  centrum  a^* 

„Elke  lyn  is  de  gemeenschappelyke  collineatieas  van  drie 
„cf.  driehoeken,  waarvan  de  drie  collineatiecentra  gelden 
„zgn  in  eene  rechte,  die  tevens  de  gemeenschappelgke  colli- 
„neatieas  van  drie  uit  dezelfde  negen  hoekpunten  gevormde 
^, diagonaaldriehoeken  is,  wier  collineatiecentra  met  de  ge- 
„noemde  cf.  lyn  incident  zijn." 

Anders  uitgedrukt: 

„Elke  cf.  lijn  behoort  met  de  9  op  haar  samenkomen- 
,,de  cf.  lijnen,  de  9  diagonalen,  die  haar  niet  in  cf.  pun- 
tten snijden,  en  de  verbindingslijn  der  drie  punten,  in 
„welke  deze  diagonalen  in  drietallen  samenkomen,  tot  eene 
„(IS^,  2O3),  waarin  elk  punt  eene  volledige  vierzijde  tot 
„restfiguur  heeft." 

De  (15^,  2O3),  waartoe  a^  bi  c^  aanleiding  geeft,  bestaat 
uit  de  lijnen: 


ai  61  Cl 


§2  ^3   ^4 


«1  b^  c^ 

«1  h  <^8 

ai  64  C4 

as  J»  ^1 

ag  63  Cl 

«4  h  ^1 

ag  bi  C2 

«8  *1  ^8 

«4  *1  <^4> 

^2  ^8  ^ 

^2  *8  h 

82  C3  C4, 

^8  «2  «4 

Sz   62  bé 

^8  ^a  <^4 

^4  ^a  «8 

^4  ia  63 

^4  C2   C3 

.  .p.). 


Uit  deze  rangschikking  blijkt,  dat  de  lijnen  a^  61  Ci  en 
S2  ^8  ^4  ^^^  ^^  ^^^  nevens  hen  geschreven  drietallen  eene 
volledige  vierzijde  vormen.  Met  het  oog  hierop  kunnende 
20  cf.  lijnen  tot  10  paren  gebracht  worden.  Elke  der  15 
volledige  vierzijden,  welke  in  de  cf.  voorkomen,  is  de  rest- 
figuur van  het  snijpunt  der  4  lijnen,  welke  de  zijden  der 
volledige  vierzijde  tot  paren  aanvullen. 

5.  Met  behulp  van  de  notatie  (ajk  ai^  bi  bu  c^  a)  =  cti^ 
(ai  oj,  6*  6^  Cl  a)  —  /?»,  (ai  o,-,  61  bij  ck  ci)  =  y^,   (waar 


(  109  ) 

t  1=  2,  8,  4),  geeft  de  Yolgende  tabel  eene  samenstelling 
Tan  de  16  cf.  lijnen  der  (I24,  I63)  met  de  cf.  driehoeken, 
waarvan  zij  de  coUineatieassen  zijn  en  de  overeenkomstige 
collineatiecentra;  elke  regel  bevat  de  15  ponten  eener  cf. 
(15*,  2O3). 


Cf.  lynen. 

CL  driehoeken. 

Coll.  centra. 

ai  bi  Cl 

Og  62  ^2 

O3  63  Cg 

04  64  C4 

^4  ^2  ^8 

ai  62  Cfi 

02  61  Cl 

0364(^4 

04  63  C3 

«4  «3  ^2 

«1  h  <^8 

02  64  C4 

Os  61  Cl 

0462C2 

«4  ^2  ^3 

«1  h  «4 

«2  *8  ^8 

03  62  C2 

O4  61  Cl 

^4  «2  ^8 

a^bic^ 

ai  62  ^1 

03  64  C3 

04  63  C4 

/?8^2/54 

a^  b^  Cl 

«1  *1  <^2 

O363C4 

04  64  C3 

y8^2y4 

026304 

«1  ft*  «3 

as  ^2  Cl 

a4  6iC2 

/^8«2y4 

0364  «8 

Oi  63  C4 

0361C2 

04  62  Cl 

y8«2/?4 

OgéiCg 

«x  63  ^1 

02  64  C2 

04  62  C4 

A  ^3  /*4 

«3*2^4 

«1  64  ^2 

02  63  Cl 

04  61  C3 

fiz^sY4, 

Ö3  ^8  ^1 

Oi  61  C3 

a2  62  «4 

0464C2 

ysL  h  y 4 

036402 

«1  ^2  ^^4 

02  bi  C3 

04  63  Cl 

y2«3/?4 

O4  61  C4 

Oi  64  Cl 

a2  63  <^2 

03  62  C3 

/?2^4/?3 

04  62  C3 

Oi  63  02 

ag  64  Cl 

0361C4 

/?2«4y3 

04  63  C2 

«1  62  C3 

a2  6iC4 

0364  Cl 

y2«4/?8 

«4  64  Cl 

«1  ftl  <^4 

O2  62  <J3 

0863C2 

72  ^4  ys 

.  .(E) 


De  12  collineatiecentra  a«  /?i  /i  ^i  vormen  met  de 
16  Ignen,  op  welke  zg  in  drietallen  gelegen  z^n,  eene  cf. 
(12^,  I63),  die  met  de  cf.  aib^ci  'gelgksoortig  is.  Immers, 
door  a\  gaan  4  Ignen,  die  achtereenvolgens  de  punten  /?3  /2 1 
/^9  /s  Y  0:3  <^2)  ^2  ^8  bevatten,  terw^l  de  drie  overige  punten 


(110  ) 

P\  y*  ^4  gescheiden  zgn;  elk  viertal  punten  a(if8  met 
gelijke  indices  vormt  een  kwadrupel  der  nieuwe  (I24  ,  163), 
die  de  geassocieerde  cf.  zal  genoemd  worden. 

In  de  volledige  vierzgde  a^  a<^ ,  &i  ft^ ,  cj  c^  worden  de 
hoekpunten  a^  a^  door  ^2  ^  (^1  ^%  >  ^1  ^2)  ^^  P%  ^  (^1  H » 
c^c^  harmonisch  gescheiden.  De  18  diagonalen  der  oorspron- 
kelijke cf.  geven  dienovereenkomstig  de  in  tabel  (F)  ver- 
eenigde  harmonische  groepen. 


«1  H  A  ys 

«1  a^  /?4  74 

a^  03   ^4  04 

«2  ^*    ^3  ^3 

«3    «4    «2  O2 


61    62  «2   72 

*1   *3  ^8   73 

61    64  «4   ^4 

*2   *8  /"^^   ^4 

^2   ^*  /^8    ^3 

J3   ^4  /?2   ^2 


«1  <^2  ««  /^2 
^1  ^  ^3  Pz 
Cl    C4   «4  /?4 

H  ^3  y*  ^4 
^2  C4  ya   ^8 

C3   <54   V%    ^2 


(F.) 


Evenals  b^  de  cf.  ai  hi  ci  onder  4  is  geschied,  kan  ge- 
makkelijk aangetoond  worden,  dat  ^2  ^3  ^4  de  gem :  coUi- 
neatieas  der  driehoeken  ofg  ^3  ^*^4,  /?2  /^3  ft^^  y%  y%  /* 
is,  terw^l  de  diagonaaldriehoeken  «2  /^2  ^21  «s  /^s  /st 
ö?4  /Ï4  y4  de  Ign  aj  h^  cj  tot  gem :  collineatieas  hebben,  zoo- 
dat de  punten  ai  fti  y%  Si  a^  bi  Cj  eene  met  de  boven  gevon- 
dene gelgksoortige  cf.  (154t  2O3)  vormen.  De  l^nen  aj  6^  q 
en  ^2  ^8  ^4  ^Ö^  ^^®  ^^^^  ®®^®  wederkeerige  betrekking 
verbonden. 

„Twee  geassocieerde  cf.  (I24,  I63)  hebben  de  diagonalen 
„gemeen,  en  vormen  op  deze  harmonische  groepen.  In  elk 
„der  24  punten  komen  drie  diagonalen  samen;  elke  der 
,,32  Ignen  behoort  met  de  punten  der  andere  cf.  tot  eene 
„(154,  2O3),  waarin  zg  met  eene  bepaalde  lyn  der  tweede  cf. 
„nauwer  yerbonden  is." 

6.  De  lijnen  der  tweede  cf.  (124,  I63),  welke  in  tabel 
(E)  overeenkomen  met  vier  door  een  punt  der  eerste  cf. 
gaande  cf.  lijnen,  vormen  eene  volledige  vierzijde.  De  beide 
cf.  (92,  63),  welka  de  restfiguren  van  twee  overeenkomstige 
lijnen  der  beide  cf.  vormen,  bestaan,  zooals  uit  (E)  volgt, 
uit  overeenkomstige   lijnen. 


V 


(lil ) 

„De  hoekpunten  van  twee  geassocieerde  (I24,  I63)  vormen 
„met  de  18  gemeenschappelgke  diagonalen  eene  cf.  (243,  I84) 
„die  uit  twee  groepen  van  drie  volledige  vierhoeken  zoodanig 
,48  samengesteld,  dat  elke  vierhoek  der  eene  groep  met  eiken 
„vierhoek  der  andere  een  nevefthoekpunt  *)  gemeen  heeft." 

Elk  der  6  kwadrupels,  uit  welke  de  cf.  (243,  I84)  bestaat, 
bepaalt  een  voUedigèn  vierhoek;  het  sngpunt  der  lijnen 
^1  %  /^2  7%  ^°  ^  ^4  ^2  ^%  ^  ^-  ^*  ^^^  gemeenschappelgke 
nevenhoekpunt  der  vierhoeken  a^  %  a^  04  en  a^  ^2  Y2  ^2' 
Uit  tabel  (F)  kan  verder  afgeleid  worden,  dat  de  8  cf.  lijnen 
der  (248,  1^*)>  welke  a^  ^3  /?£  Y2  ^^  ^^'  Plinten  snijden,  ook 
op  03  a4  «2  ^2  samenkomen;  de  overige  8  vormen  eene 
(I62)  84),  waarvan  de  punten  als  de  basis  van  een  krom- 
menbundel  der  vierde  orde  kunnen  beschouwd  worden,  daar 
zij  de  snijpunten  zijn  van  twee  uit  rechten  samengestelde 
^£4,  n.L 


*1    *8     «3    YS  h    *4     «4    y4 

Cl    C4    CC4  /?4  Cl     C3    «3    /?8 

<?S     Cs    74    ^4  «2     <^4    /s    ^3 


(G.) 


„Door  het  gemeenschappelijke  nevenhoekpunt  van  twee 
„kwadrupels  der  (243,  I84)  en  de  punten  der  overige  vier 
„kwadrupels  gaat   eene  kromme  ^4*'. 

7.  De  hoekpunten  der  volledige  vierzijden  a^  a^  61  b^ 
Cl  Tg,  aj  04  62  ^3  ^2  ^8  bepalen  eene  kromme  K^ ;  op  haar 
behooren  a^  a^  04  ,  61  62  ^3»  ^i  ^2  ^s  ^^  ^^®  puntkwadrupels.  f) 
Daar  de  corresponderende  punten  bi  63  uit  «j  in  de  corre- 
sponderende punten  C]  ^3  geprojecteerd  worden,  zijn  ook 
Oj  ^  (61  C3,  &3  Cj)  en  ai  correspondeerende  punten.  §)  Om 

•)  Het  snijpunt  van  twree  overstaande  zijden  van  een  vol  ledigen  vier- 
lioek  wordt  nevenhoekpunt  genoemd. 

t)  Ren  pnutkwadrupel  op  K,  bestaat  uit  4  punten  met  gemeenscbapiie- 
ItJK  tangendaalpunt.  Zie  D  ^rège,  die  ebenen  Curven  3ter  Ordnung,  blz.  207, 

i)  1.  c.  bis.  209. 


(112) 

dezelfde  reden  vormen  64  ^  (04  «i,  a^  e^)  en  C4  ^  (a<}  6$, 
04  bi)  met  &2  1^^-  ^2  ^^^  paren  corresponderende  ponten. 

»Door  de  punten  eener  (I24,  I63)  gaat  steeds  eene  twee- 
itakkige  kromme  der  derde  orde;  de  cf.  bestaat  uit  drie 
»pnntkwadrapels  met  collineaire  tangentiaalpunten/' 

»Eene  cf.  (I24,  163)  is  volkomen  bepaald  door  twee  vol- 
» ledige  vierzgden,  welke  eene  z^de  en  de  daarop  gelegen 
» hoekpunten  gemeen  hebben,  mits  de  overstaande  hoekpun- 
»ten  tot  hetzelfde  kwadrupel  worden  gerekend." 

Kent  men  bgv.  03  b^  C3,  03  b^  ci,  a^  b^  C4,  dan  bepalen 
ai  ^  {bi  Cl,  63  Cs)  en  a^  ^  (62  ^i,  63  C4)  met  de  7  gegeven 
punten  de  K^,  welke  door  de  punten  der  cf.  gaat ;  voor  de 
ontbrekende  punten  heefb  men 

a4  ^  (6a  ^81  b^  C4),  64  ^  {a^  C3,  04  Cj),  Cg  ^  («i  ^21  H  ^i)- 
Daar 

P2  "=  («1  «21   «8  Ö4)»  ;>S  ^  («1  «St   «2  Ö4),  ;>4  =  («1  «4,   Og  03) 

met  het  tangentiaalpunt  pi  van  ai  een  puntkwadrupel  vor- 
men ♦),  gaat  de  door  (I24  ,  I63)  bepaalde  Zg  ook  door  de 
9  nevenhoekpunten  der  kwadrupels  o,-  bi  Ci .  De  cf.  is  dus,  in 
het  algemeen,  ook  bepaald  door  een  kwadrupel  en  twee 
punten;  de  6  punten  en  3  nevenhoekpunten  van  het  ge- 
geven kwadrupel  zgn  alleen  dan  niet  toereikende  voor  da 
constructie  der  cf.,  wanneer  de  kegelsneden,  welke  het  kwa- 
drupel met  de  beide  andere  punten  verbinden,  door  de  ver- 
bindingslfln  dier  punten,  wordeïï  aangeraakt  f). 

8.  Daar  de  nevenhoekpunten  der  kwadrupels  eener 
(I24,  I63),  in  andere  volgorde  genomen,  de  nevenhoekpunten 
der  geassocieerde  cf  zgn,  behooren  zij  tot  de  beide  krommen 
JTg,  welke  door  de  twee  cf.  bepaald  worden.  Stelt  men 

(aiaiyaj.ai)  =  pi,  {b^bi,bj,bi)  =  qi,  («ic,.,c^cO  =  r,.(i  =  2,3,4) 


•)  DüKÈGB,  1.  c.  blz.  214  of  927. 

t)  DüRÈGB,  1.  c.  blz.  230.   Ook  kan  men  raadplegen  Wete,  Zur  Er- 
^uguDg  der  Curven  3.  O.  Wiener  Siéz,  ber.  Bd.  58. 


(113) 

dan  zgn,  bljjkens  tabel  (F)  r^,  q^^  p^  de  nevenhoekpunten 
van  a^  ft 2  Y%  ^2 1  ^s  ?3  Ps  ^^  ^^  ?4  /'^  ^^P*  ^^  nevenhoek- 
punten van  «3  /?8  /s  ^8  ®^  ^4  /^4  /4  ^4  .  De  punten  pi  qi  n 
vonnen  m^  de  tangentiaalpnnten  pi  q^  r^  der  kwadrupek 
Oi,  6;,  Ci  eene  (I24  9  I63),  met  de  tangentiaalpnnten  ti  der 
kwadmpels  (cCiftiYiSi)  eene  tweede  (I24  ,  I63).  De  restfi- 
gnren  (9^ ,  63)  der  cf.  1^'nen  pi  q^  r^  en  t^  ^3  <4  kannen  niet 
velschillen,  daar  de  9  nevenhoekpunten  geen  bestaanbare 
(94,  123)  kunnen  vormen''^);  inderdaad  bestaat  de  reatfiguur 
voor  beide  l^nen  uit: 


P%9^^z^    PsJa^**»    P^qz^% 


(H) 


De  overige  20  Ignen  der  beide  (I24  ,  I63)  zgn,  met  het 
oog  op  tabel  (B), 


P\  ?i  n 
Pi  ?3  ^'a 

P\  ?3  »'8 
Pi  ?4  r4 

P2  ?1  ^■g 
P2  ?2  '•l 
Ps  2l  ^'S 
PS  ?8  •*! 
P4  ?l  r4 
P4  q\  Tl 


h  Ps  P* 
h  ?8  ?4 

<3  />2  P4 
*S  ^2  ?4 
h  »'2  »'4 
«4  P2  Ps 
U  ^2  ft 
«4  r^  rg 
<2<8  *4 


(I) 


Zjï   vormen,    met  de  15  op  hen  gelden  punten,  eene  cf. 


*)  Worden  van  eene  (9^ ,  12,)  een  punt  en  de  4  in  dat  punt  samen- 
komende lijnen  weggelaten^  dan  ontstaat  eene  cf.  83 ,  welke  niet  bestaan- 
baar ia  (Ka»toe,  Ueber  die  Conf.  (3,3)  mit  den  Indices  8,9.  Wiener 
SUzber.  Bd.  84). 


^BIL.  IN  XIDKO.    AVD.   NATUUMK.   S^e   BUKS.   DKIL  Y. 
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(154,  2O3),  die  collineair  verwant  is  met  de  onder  4  gevon- 
den cf.,  omdat,  zooals  gemakkelflk  uit  tabel  (!)  wordt  a%e- 
leid,  elk  cf.  plmt  eene  volledige  vierzgde  tot  restfiguur  heeft. 

»Door  de  9  nevenhoekpunten  der  puntkwadrupels,  welke 
»  big  8  collineaire  tangentiaalpunten  eener  K^  behooren,  wor- 
>den  twee  cf.  (I24  ,  163)  bepaald,  welke  eene  cf.  {%j  63) 
» gemeen  hebben;  de  niet  gemeenschappelgke Ignen behooren 
»tot  eene  cf.  (154,  SOj)." 

9.  De  bovengenoemde  (154  ,  20^)  komt  dualistisch  over- 
een met  de  cf.  (2O3  ,  I54),  welke  door  de  15  machtLynen 
en  20  machtpunten  van  6  cirkels  gevormd  wordt.  Immers, 
worden  de  machtljjnen  der  cirkels  12  8  4  5  6  aangeduid 
door 


12 

23 

34 

45 

18 

24 

35 

46 

14 

25 

36 

15 

26 

16 

56 


(K) 


dan  wordt  12  door  de  Ignen  18,  28;  14,  24;  15,  25; 
16,  26  in  de  machtpunten  123,  124,  125,  126  gesneden, 
terwgl  de  paren  35,  45  en  36,  46  in  de  op  84  gelegen 
punten  845,  846,  en  in  de  tot  56  behoorende  punten  856, 
456  samenkomen;  de  restfiguur  van  12  is  dus  een  volledige 
vierhoek,  welke  reciprook  overeenkomt  met  de  volledige 
vierzgde,  die  als  restfiguur  van  elk  punt  der  (154  ,  2O3) 
werd  opgemerkt. 

Tabel  (K)  levert  nu  tevens  eene  geschikte  notatie  voor 
de  15  punten  eener  (154,  2O3)  waarvan  alle  punten  volledige 
vierz^den  tot  restfiguren  hebben;  de  20  l^nen  der  cf.  kun- 
nen dan  door  de  teekens  123,  124, 456  worden  voor- 
gesteld. Met  behulp  van  deze  schrijfwgze  vindt  men: 

ïElke  Ign  der  beschouwde  regelmatige  (154,  2O3)  vormt 
»met  de  9  l^nen,  welke  haar  in  cf.  punten  ontmoeten,  drie 
ivolledige  vierzgden,  terwfll  de  overige  10  cf.  Ignen  even- 
»eens  drie  volledige  vierz^jden  met  eene  gemeenschappelgke 
»z^de  opleveren»" 
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Voorbeeld. 


123 

123 

123 

456 

456 

124 

125 

126 

356 

256 

134 

135 

136 

345 

245 

234 

235 

236 

346 

246 

456 
156 
145 

146 


De  Ignen  der  cf.  kunnen  dus  tot  10  paren  van  „geasso- 
cieerde" l^nen  gebracht  worden.  Daar  de  in  12  samenko- 
mende Ignen  123,  124,  125,  126  door  456,  356,346,345 
tot  paren  worden  aangevuld,  bestaat  de  restfiguur  van  elk 
cf.  punt  uit  de  geassocieerden  der  met  dat  punt  incidente 
cf.  l^nen. 

Op  dezelfde  wijze  als  in  4  kan  nu  aangetoond  wordeuy 
dat  elke  cf.  l^n  de  gemeenschappel^ke  collineatieas  van  3 
cf.  driehoeken  is,  waarvan  de  collineatiecentra  met  de  ge- 
associeerde l^n  incident  zgn.  Zoo  is  123  de  collineatieas 
der  driehoeken  (14,  24,  34),  (15,  25,  35),  (16,  26,  36), 
met  de  collineatiecentra  45,  56,  46,  terwgl  omgekeerd  456 
de  collineatieas  van  (14,  15,  16),  (24,  25,  26),  (34,  35, 
36)  met  de  centra  12,  23,  13  is.  In  verband  hiermede 
blgkt  nu,  dat  de  in  4  afgeleide  (154,  2O3)  eene  bizondere 
cf.  is;  immers,  wanneer  de  12  punten  12,  23,  13;  14,24, 
34;  15,  25,  35;  16,  26,  36  tot  eene  (I24,  1 63)  behoorden, 
zouden  o.  a.  de  punten  35,  24,  16  collineair  moeten  zgn, 
hetgeen,  met  het  oog  op  de  reciproke  cf.  der  machtpunten 
en  machtlgnen  van  6   cirkels,  in  het  algemeen  niet  waar  is. 

„De  bovenbesproken  regelmatige  (154,  2O3)  is  volkomen 
bepaald  door  drie  volledige  vierz^den,  welke  drie  collineaire 
hoekpunten  gemeen  hebben." 

De  cf.  (154,  2O3J  kan  nog  uit  een  ander  oogpunt  be- 
schouwd worden.  Elk  van  haar  punten,  b.  v.  12,  is  het 
gemeenschappelijk  collineatiecentrum  van  4  paar  diiehoeken 

23,  24,  25  en  13,  14,  15  met  collineatieas  345 
23,  24,  26  en  13,  14,  16  met  collineatieas  346 

23,  25,  26  en  13,  15,  16  met  collineatieas  356 

24,  25,  26  en  14,  15,  16  met  collineatieas  456, 

8? 
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De  cf«  is  das  ook  bepaald  door  twee  yolledige  vierhoeken, 
waaryan  de  hoekpunten  op  vier  in  een  punt  samenkomende 
l^nen  liggen.  De  12  punten  en  16  lynen  der  (124t  l^s) 
geven  dus  aanleiding  tot  28  cf.  (154t  2O3). 

10.  Liggen  de  hoekpunten  a^^  <^Mj  2^is  ^34  9  Ci^cs^eener 
volledige  vierzgde  op  een  eentakkige  kromme  der  derde  orde 
of  op  den  oneven  tak  eener  tweetakkige  f3,  dan  behooren 
de  6  paren  a^  a^t  ^3  ^9  ^1  h^^  ^3  bi^  c^  C2)  c^  c^^  welke 
de  genoemde  hoekpunten  tot  tangentiaalpunten  hebben  (en 
voor  het  geval  der  tweetakkige  K^  op  den  oneven  tak  lig- 
gen) tot  eene  cf.  (I24,  I63),  welke  slechts  4  volledige  vier- 
zijden  bevat,  n.l. 

ai  a^,  bi  &29  ^1  ^  ^^^  satelliet  0^2  ^12  <^i3 

^1  ^2t  ^s  ^4f  ^3  ^4  ^^^  satelliet  aj^  Bba  c84 

a^  a4,  bi  &2'  ^3  ^4  niet  satelliet  034  (^2  ^si 

03  ö4ï  &8  64,  cj  C2  met  satelliet  034  6^4  Cjg- 

Deze  cf.  is  dus  niet  gelijksoortig  met  de  boven  be- 
schouwde (124,  I63)  waarvan  de  lijnen  12  volledige  vier- 
zijden  vormen ;  zg  worde  van  de  eerste,  die  A  genoemd  zal 
worden,  onderscheiden  door  bijvoeging  van  de  letter  B. 

Komen  61  c^,  62  ^2»  ^s  ^s»  bi  C4  in  ai  samen,  dan  is  og 
het  snijpunt  van  61  c^  met  b^  Cj  en  van  63  a  met  64  c^; 
gaan  verder  61  C3  en  62  «4  door  03,  dan  moet  03(3  het  punt 
C2  en  03  64  het  punt  Ci  bevatten,  daar  a^  en  a^,  omdat  zij 
niet  hetzelfde  tangentiaalpunt  bezitten,  niet  de  overstaande 
hoekpunten  van  eene  volledige  vierzijde  kunnen  zijn. 

De  volgende  tabel  geeft  dus  de  verdeeling  der  12  punten 
over  de  16  lijnen  der  cf.  (I24,  I63)  B. 


ai  bi  Cl 

«2  ^1  C2 

Os    61    C3 

04    61    C4 

ai  62  ^2 

«2   ^2   ^1. 

«3    *2   ^4 

04   62   ^3 

«1  ^3  <^z 

«2   bs   C4 

O3   *3   ^2 

«4    63    Cj 

ai  54  Cé 

«2  b^  C3 

«3   ^4   Cl 

04   64  C2 

(L) 


Door    permutatie    der    letters   kan  uit  tabel  (L)  afgeleid 
worden,   dat   de  cf,,  welke  door  (B)  en  (L)  worden  aange- 
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wezen,    de    eenigste   (I24,  I63)  zjjn,  welke  drie  kwadrapels 
van  onderling  gescheiden  ponten  bezitten. 

Daar  de  Ignen  6^  e^,  Ci  b^^  64  04,  C4  ^2)  ^2  ^81  ^2  ^3i 
^  ^9  ^  &i  beurtelings  door  a^  en  03  gaan,  zgn  deze  beide 
ponten  de  hoofdponten  van  eene  SxBiNEB'sche  achtz^de  *). 
BIgkbaar  komen  in  de  cf.  nog  11  figoren  yan  dien  aardyoor. 

11.  „Elke  cf.  (I24,  I63)  waarvoor  de  verdeeling  der  pun- 
tten OYer  de  cf.  l^nen  door  tabel  (L)  kan  worden  voorge* 
„steld,  bestaat  oit  6  paren  correspondeerende  punten  eener 
i,£3«  waarvan  de  6  tangentiaalponten  eene  volledige  vierzgde 
„vormen." 

Immers  op  de  £3,  welke  door  a^  ag,  bi  (g*  ^1  Cf^i  <^b^c^ 
gaat,  z^n  de  eerste  6  punten  drie  correspondeerende  paren 
met  collineaire  tangentiaalponten  aj^  ^12  ^is*  D&ar  een  cor- 
respondeerend  paar  oit  elk  pont  der  K^  in  een  ander  cor- 
respondeerend  paar  geprojecteerd  wordt,  en  a^  de  projectie 
van  bi  uit  C3  en  van  ^2  oit  63  is^  zal  het  met  03  correspon- 
deerende pont  oit  C3  in  ^2  ^^  ^^  ^s  ^  ^i  geprojecteerd  wor- 
den, dos  met  a^  samenvallen.  Op  dezelfde  wijze  blijkt,  dat 
^4  ^  (04  C2,  03  Cl)  met  63  ^  {ai  Ci,  03  c^)  en  04  ^  (04  6^, 
oj  62)  ^^^  ^  ^  (^*  ^ai  ^8  *i)  ®®^  correspondeerend  paar 
vormt.  De  tangentiaalponten  034  634  C34  der  laatste  drie  paren 
liggen  twee  aan  twee  resp.  met  C12  «12  ^la  collineair,  zoodat 
de  16  Ignen  der  cf.  (124,  I63)  B  eene  gemeenschappel^ke 
tweede  satelliet  bezitten,  n.1.  de  satelliet  der  zgden  van  de 
door  de  6  tangentiaalponten  bepaalde  vierzgde. 

Hieroit  volgt,  dat  de  cf.  B  bepaald  is  door  eene  volledige 
vieizgde  a^  a^,  Ji  b^y  Ci  c^  en  een  driehoek  03  63  C3,  waar* 
van  de  zyden  a^  63,  63  C3,  c^  a^  met  drie  niet  collineaire 
hoekponten  der  vierzijde  incident  zijn.  De  overige  drie  ponten 
worden  dan  gevonden  oit  a^  ^  (63  c^,  &2  ^s))  b^  ^  (^  <^i9 
«s  Cs)»  C4  ^  («2  h^  ^3  ^2)-  (zie  tabel  L). 

12.  De  restfigoor  van  ai  bi  Ci  bevat  de  lijnen 

i     02   63   C4,  Os    ^i   ^4i  «4   i«   C3 

1    02  2^4  <^9  03  63  <^s»  ^  ^4  ^a 


*i  Be  SrAiNfi&'sche  veelzijden  werden  o.  a.  behandeld  door  Dr.  P.  U. 
'^caouxs  in  jyDie  STBiHAa'schen  i'oljgone."  J.  v.  C&KLLji  95. 
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Zij  bestaat  uit  twee  driehoeken  04  b^  c^  en  03  b^  C4f  waar- 
van de  zgden  twee  aan  twee  in  de  niet  collineair  gelegen 
punten  Cg  a^  b^  samenkomen,  zoodat  zj  niet  gelijksoortig 
is  met  de  cf.  (9^,  63),  welke  als  restfiguur  van  elke  lijn 
der  cf.  (I24,  I63)  A  werdt  opgemerkt.  De  beide  genoemde 
restfiguren  zijn  de  eenigste  cf.  (O^,  63),  hetgeen  men  gemak- 
kelijk kan  aantoonen  door  uit  te  gaan  van  twee  gescheiden 
cf.  lijnen  en  te  onderzoeken  op  welke  wijzen  de  overige 
4  lijnen  door  de  6  aangenomen  punten  kunnen  gaan. 

De  punten  a^  63  c\  worden  uit  c^  a^  bi  in  de  coUineaire 
punfcen  b^  c^  a^  geprojecteerd ;  de  overige  drie  punten  vormen 
een  cf.  driehoek.  Daar  elke  lijn  der  cf.  (12»,  I63)  B  op 
deze  wijze  met  elke  lijn  van  haar  restfiguur  (Og,  63)  B  in 
verband  gebracht  kan  worden,  bevat  de  cf.   16    cf(92,  6g)A. 

De  voornaamste  punten  van  verschil  tusschen  de  beide 
(I24,  I63)  zijn  in  het  volgende  overzicht  samengesteld. 


A. 

1.  De  12  punten  vormen  3 
puntkwadrupels  van  eene  twee- 
takkige  K^\  de  drie  tangen- 
tiaalpunten  zijn  collineair. 

2.  Elk  punt  is  als  hoekpunt 
aan  6  volledige  vierzijden  ge- 
meen. 

3.  Elke  lijn  behoort  tot  3 
volledige  vierzijden. 

4.  De  restfiguur  van  elke 
cf.  lijn  is  eene  (Qg,  63)  A. 

5.  De  cf.  is  bepaald  door 
een  driehoek,  waarvan  de  zijden 
door  3  collineaire  hoekpunten 
eener  volledige  vierzijde  gaan. 

6.  De  cf.  bevat  ö  kwadru- 


B. 

1.  De  12  punten  vormen  6 
correspondeerende  paren  eener 
K^ ;  de  tangentiaalpunten  vor- 
men eene  volledige  vierzijde. 

2.  Elk  punt  behoort  tot  2 
volledige  vierzijden  en  als 
hoofdpunt  tot  2  ST£iN£K'sche 
achtzgden. 

3.  Elke  lijn  behoort  tot  1 
volledige  vierzijde  en  tot  6 
ST£iN£B*sche  achtzijden. 

4.  De  restfiguur  van  elke 
cf.  lijn  is  eene  (92,  63)  B. 

5.  De  cf.  is  bepaald  door 
een  driehoek,  waarvan  de  zijden 
door  3  niet  collineaire  hoek- 
punten eener  volledige  vierzijde 
gaan. 

6.  De  cf.  bevat  geen  kwa- 
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A. 


B, 


drupels,   maar  32  tripels  van 
onderling  gescheiden  cf.  lijnen. 


pels  van  onderling  gescheiden 
cf.  lijnen.  Door  afzondering  van 
znlk  een  kwadrupel  ontstaat 
eene  regelmatige  cf.  I23,  welke 
als  het  samenstel  van  twee  in 
elkander  beschreven  zeshoeken 
kan  beschouwd  worden.  | 

13.  Behooren  de  hoekpunten  a^g  a34 ,  612634,  cigc^eener 
Yolledige  vierzgde  tot  den  oneven  tak  eener  uit  twee  deelen 
bestaande  JTg,  dan  vormen  de  6  puntkwadrupels  a^  a^cci  cc^y 
a^a^a^u^,  61  62  /^i  A  »  h  **  /^s  /^4  ,  «i  e^  /i  /£ »  ^  ^^  /s  /* 
eene  cf.  (248 ,  643),  welke  samengesteld  is  uit  de  4  cf. 
(I24  ,  lög)  A,  waarvoor  de  zgden  der  volledige  vierzgde  de 
satellieten  zgn.  Liggen  de  door  grieksche  letters  aangewezen 
punten  op  het  ovaal  der  K^  ,  dan  bevat  de  (24g ,  643)  de 
volgende  cf.  (12*  ,  I63)  B: 

«1  «2  >  «s  ^4  1  ^1  h  1   h  b^  f   Cl  C2 ,  <J8  C4  ; 
ai  ag  ,   03  a4  ,  /^i/^s  1  /^sfié^  Y1Y2  1  /s  /*  ; 

«1  «a »  «8  «4  >  ^3  *4 1  /?i  /?2 »  C3  C4 ,  yi  ys ; 
«1  «2 1  «8  «4 ,  il  62 ,  63  64 ,  yi  ys ,  ys  y* ; 

«j  «2  »    «8  «4  »  A  /^2  »   /'8/^4  »    Cl    C2  ,    C3   C4  ; 

«1  «2 »  03  «4 »  *i  *2 1  /?8  Z'* »  C3  C4 ,  yi  ya ; 

«1  «2  ï    «8   «4  »   /?l/?2  1   ^8   *4  »   Cl    C2  ,   ys  y4  . 

Elk  punt  der  (24g ,  643)  is  dus  hoofdpunt  van  8  Stbi- 
NBB'sche  achtzgden,  waarvan  het  andere  hoofdpunt  tweemaal 
samenvalt  met  elk  der  punten  van  het  kwadrupel,  waarvan 
het  tangentiaalpunt  met  het  tangentiaalpunt  van  het  eerste 
hoofdpunt  een  corresponderend  paar  vormt.  De  cf.  bevat  dus 
96  SrEüïEK'sche  achtzgden,  en  daar  in  elke  (I24,  163)612 
zulke  achtz^den  voorkomen,  z^n  de  bovengenoemde  8  cf.  B  de 
eenigste,  welke  uit  de  6  kwadrupels  kunnen  gevormd  worden. 

De  restfiguur  van  elke  l^n  L  der  cf.  is  eene  (21q  ,  423) 
bestaande    uit    eene    (92 ,  63)  A  als  restfiguur  van  L  in  de 
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(12^  ,  I63)  A  waartoe  die  Ign  behoort^  en  uit  de  figureil, 
welke  uit  de  overige  3  cf.  A  gevormd  worden  door  een  punt 
van  L  met  de  4  daarmede  incidente  lijnen  weg  te  laten. 

Daar  elke  diagonaal  der  door  de  6  kwadrupels  dezer 
(248,  643)  bepaalde  volledige  vierhoeken  tot  twee  cf. 
(I24  ,  I63)  A  behoort,  bevat  zg  twee  paar  punten  van  ge- 
associeerde cf.  A,  die  elk  met  twee  andere  diagonalen  inci- 
dent zyn;  de  punten  der  4  cf.  A  vormen  dus  met  de  pun- 
ten der  4  geassocieerde  cf.  en  de  36  diagonalen  eene  cf. 
(723  ,  365),  waarin  op  elke  Ign  twee  punten  door  twee  paren 
van  punten  harmonisch  gescheiden  worden. 


VERSLAG 

OYEK  DE 
VEBHANDBLING    VAN    DBN    HeBR    De.    Y.    A.    JÏJLIUS 

»DE  LINEAIRE  SPECTRA  DER  ELEMENTEN". 
(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  31  Maart  1888). 


De  Oommissie,  door  ü  benoemd  om  verslag  uit  te  bren- 
gen over  de  verhandeling  7an  den  Heer  V.  A.  Juliub, 
getiteld:  De  lineaire  spectra  der  elementen^  heeft  de  eer  het 
volgende  mede  te  deelen: 

Voortdurend  bleven  bezwaren  bestaan  tegen  de  kinetische 
gastheorie,  voomamelgk  gelegen  in  het  theorema  van  Boltz- 
MANN  omtrent  het  arbeidsvermogen  van  een  atoom.  De 
schrijver  merkt  op,  dat  men  de  aanvaarding  van  dit  theo- 
rema ontgaan  kon  door  rekening  te  houden  met  de  uitwis- 
seling van  vibratorisch  arbeidsvermogen  tusschen  de  mole- 
culen en  den  aether.  Daarvoor  moet  echter  onze  kennis 
^an  de  vibratorische  beweging  der  moleculen  aanmerkel^k 
Worden  uitgebreid. 

De  studie  der  spectraall^nen  schgnt  daartoe  de  aangewezen 
w^  en  hiervoor  levert  de  ingezonden  arbeid  eene  belangr^ke 


Schr^ver,  die  zich  tot  de  lineaire  spectra  der  elementen 
als  de  minst  zamengestelde  bepaalt,  geeft  in  de  eerste  plaats 
een  uitvoerig  overzicht  van  het  belangrijkste,  dat  op  dit 
gebied  door  anderen  is  gevonden  en  gedacht.  Hg  doet 
daarna  in  de  bedoelde  richting  een  oorspronkelflk  onderzoek, 
dat    niet  zonder  resultaten  is  en  van  veel  beteekenis  blgkt. 
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Wat  vooreerst  de  homologie  betreft  tusschen  de  spectraal- 
Ignen  yau  verschillende  elementen,  merkte  Masoaet  op,  dat 
de  zes  hoofdlgnen  van  natrium  alle  dubbel  zgn,  terw^l  hg 
in  het  magnesium  bij  het  groen  en  ultra-violet  dergelgke 
groepen  vond ;  hij  meende  hier  geen  toevalligheid  te  moeten 
zien  en  die  groepen  van  overeenkomstige  l^nen  te  moeten 
vergelyken  met  boventonen. 

Het  uitvoerigst  hield  omstreeks  1869  Leooq  db  Boisbau- 
DEAN  zich  met  dit  onderwerp  bezig;  in  drie  mededeelingen 
aan  de  Fransche  Akademie  ontwikkelt  bg  eene  moleculaire 
theorie,  die  van  de  spectraallgnen  rekenschap  moet  geven, 
doch  van  vrg  willekeurige  onderstellingen  uitgaat.  .  Van 
meer  gewicht  zgn  zgne  waarnemingen  en  opmerkingen  om- 
trent de  spectra  van  kalium-  en  rubidium-chloruur,  tusschen 
wier  spectraallgnen  hg  verband  opmaakt. 

Later  hield  Oiakician  zich  met  het  zoeken  naar  homo- 
logieën  bezig;  hg  is  echter  op  bet  punt  van  de  alkalische 
metalen  het  niet  eens  met  zgn  voorganger;  de  metalen  der 
alkalische  aarden  brengen  hem  in  strgd  met  zich  zelven. 

Van  meer  belang  zgn  de  resultaten  van  Corku,  die,  nadat 
hg  in  1871  had  opgemerkt,  dat  niet  alle  spectraallgnen, 
afkomstig  van  eene  gloeiende  dampmassa  van  een  of  ander 
metaal,  gelgk  omgekeerd  worden,  in  1885  op  dit  ontwerp 
terugkwam  en  opmerkte,  dat  de  lijngroepen,  welke  zich 
regelmatig  herhalen,  juist  tot  de  spontaan  omkeerbare  Ignen 
behooren.  Zg  worden  aan  de  meest  breekbare  zgde  het 
dichtst  bg  elkander  gevonden  en  nemen  in  die  richting  aan 
intensiteit  af. 

CoEirü  toonde  aan,  dat  de  door  Huggins  in  het  spectrum 
der  witte  sterren  gevonden  Ignen  tot  waterstof  behooren  en 
komt  tot  het  besluit,  dat  in  de  spectra  der  metalen  zekere 
reeksen  van  spontaan  omkeerbare  Ignen  vrg  wel  dezelfde 
wetten  volgen  als  de  waterstoflgnen,  zoodat  de  wgze  van 
verdeeling  over  het  spectrum  door  eene  zelfde  functie,  de 
»function  hydrogénique"  zou  uitgedrukt  kunnen  worden. 

Van  veel  belang  is  eindelgk  eene  verhandeling  van  Grün- 
WALD  die  in  1887  in  de  Astron.  Nachrichten  verscheen.  Hg 
hield  zich  met  de  spectra  van  waterstof  en  waterdamp  bezig 
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en  heeft  op  grond  van  voorloopige  resultaten  eene  reeks 
van  golflengten  opgemaakt,  die  in  het  spectrum  van  water- 
damp  zouden  moeten  voorkomen,  maar  nog  niet  waarge- 
nomen waren,  en  die  werkelijk  later  gevonden  zgn.  Grïjnwaxd 
heeft  aan  zgne  onderzoekingen  eene  theorie  vastgeknoopt, 
omtrent  de  chemische  structuur  der  elementen  waterstof  en 
zuurstof. 

Andere    natuurkundigen  hebben  getracht  eene  betrekking 
te  vinden  tusschen  de  spectraall^nen.  van  een  zelfde  element. 
Men    tracht  aan  te  toonen,  dat  de  verschillende  lynen  har- 
monisch   tot    eene    zekere    grondlgn    zgn,    analoog   met  de 
harmonische    tonen,    door    eene  snaar  of  orgelp^'p  voortge- 
bracht.    In  1871  werd  door  Stoney  zelfs  betoogd,  dateene 
dergelijke   harmonische  betrekking  moet  bestaan:  daar  toch 
de    ather-verstoringen    (die    gewoonlgk  als  de  oorzaken  der 
spectraallijnen    beschouwd    worden)  periodisch  z^n,  mag  de 
aether-beweging    als   de  superpositie  van  enkelvoudige  tril- 
lende   bewegingen    worden    aangezien,  wier  perioden,  inge- 
volge het  theorema  van  Fourieb,  aan  de  harmonische  reeks 
voldoen.     Intusschen    geldt    deze   redeneering  slechts  als  de 
enkelvoudige    trillingst^den,    waaruit    de  zamengestelde  be- 
weging bestaat,  onderling  meetbaar  z^n,  en  dit  scheut  niet 
noodwendig.     Men  kan  echter  van  de  meening  uitgaan,  dat 
tusschen    de    Ignen  van  elk  spectrum  eene  harmonische  be- 
trekking   bestaat.     Stonet    vindt,    dat  de  drie  bekende  wa- 
terstoflgnen  de  20®,  27®  en  32«  harmonische  boventoon  van 
eene  zelfde  grondlgn  zijn. 

De  l^n  H,  door  Huggins  in  het  spectrum  der  witte  ster- 
ren gevonden,  verhoudt  zich  tot  de  bekende  waterstoflgn 
nab^  G,  als  de  35®  tot  de  32®  harmonische  bovenl^n. 

Om  zijne  theorie  verder  te  toetsen,  heeft  Stoney  met  Rbt- 
KOLDS  een  onderzoek  ingesteld  omtrent  het  absorptiespectrum 
van  damp  van  chromylchloruur ;  z^  bepaalden  de  golflengten 
voor  32  spectraallgnen  en  vonden  voor  het  verschil  tusschen 
de  trillingsgetallen  van  twee  achtervolgende  l^nen  steeds 
een  zelfde  getal;  een  zeer  opvallend  resultaat. 

ScHTJSTBE  maakte  in  1879  eene  bgzondere  studie  van  het 
flzerspectrum ;    7    Ignen    kunnen  beschouwd  worden  als  bo- 
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yenlgnen  vaD  dezelfde  grondl^n;  boyendien  bestaan  nog 
andere  merkwaardige  betrekkingen  tusschen  de  l^nen  van 
dit  metaal.  In  1881  hervatte  hfl  dit  onderwerp  en  vroeg 
naar  de  waarsch^nl^kheid,  dat  de  verhouding  van  twee 
grootheden,  die  willekeurig  tusschen  twee  vaste  grenzen 
verbreid  zgn,  zamenvalt  met  eene  gegevene  breuk.  Aan 
het  antwoord  op  die  vraag  toetste  hg  het  gzerspectrum  en 
kwam  tot  een  in  hoofdzaak  negatief  resultaat;  h^  twgfelt 
er  wel  niet  aan,  dat  er  eene  wet  is,  die  de  verdeeling  der 
spectraall^nen  beheerscht,  doch  meent,  dat  die  wel  slechts 
in  b^zondere  gevallen  overgaat  in  de  wet  der  harmonische 
verhoudingen. 

Later,  in  1885,  heeft  Balmer  zonder  theoretische  be- 
schouwing naar  de  empirische  formule  gezocht,  die  de  wa- 
terstofl^nen  zou  omvatten  en  vond  daarvoor  eeue  zeer  een- 
voudige betrekking,  waaraan  de  waarnemingen  vanHuooiNS 
en  CoRNU  vrg  goed  voldoen.  De  formule  heeft  echter  geene 
theoretische  beteekenis,  verklaart  dus  het  verschgnsel  niet. 

Niet  tevreden  met  het  zoeken  naar  homologieën  in  de 
verschillende  spectra,  heeft  men  ook  getracht  eene  voldoende 
theorie  van  het  verschijnsel  der  spectraall^nen  te  geven. 
Hiertoe  dienden  o.  a.  de  theoriën  van  Stonby,  E.  Wibdemaun 
en  ScHUSTER.  Z^  loopen  tamelgk  uiteen,  zgn  niet  altgd 
voldoende  duidel^k  en  leiden  vooralsnog  tot  geen  bevredi- 
gend resultaat. 

Van  meer  belang  zgn  de  b^zondere  hypothesen,  die  tot 
de  verklaring  der  spectraallgnen  den  weg  banen. 

Men  kan  b^  de  studie  der  lineaire  spectra  twee  wegen 
inslaan:  vooreerst  kon  men  trachten  empirische  betrekkingen 
te  vinden  tusschen  de  golflengten  der  spectraallgnen  van 
hetzelfde  spectrum  of  tusschen  die  vap  verschillende  spectra. 
CoRKU  meent,  dat  slechts  op  deze  w^ze  resultaten  te  ver- 
kregen z^n.  Doch  de  methode  opent  een  onafzienbaar  veld 
van  getallen-combinatiën,  waarin  men  zonder  gids  rond- 
doolt, en  de  kans,  dat  men  de  ware  combinatie  maakt,  wordt 
uiterst  gering.  De  straks  genoemde  physici  Balmbr  en  Grün- 
WALD  z^n  de  eenige,  die  hierb^  op  succes  kunnen  wgzen,  al 
hebben  hunne  eenvoudige  formules  geen  theoretische  waarde. 
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Daarom  scli^nt  den  schr^ver  de  tweede  weg  beter,  dat  men 
uitgaat  van  eene  of  andere  hypothese  en  nagaat  of  zij  in 
overeenstemming  is  met  hetgeen  de  waarneming  omtrent  de 
spectraallijnen  leerb.  Deze  weg  vordert  echter  zeer  veel 
arbeid. 

De  eenvoudigste  hypothese  is,  dat  er  tusschen  de  Ignen 
van  hetzelfde  spectrum  harmonische  verhoudingen  bestaan. 
Alleen  vaor  het  gzerspectrum  moest  Schuster,  die  haar  toe- 
paste, 20000  quotiënten  berekenen. 

Het  vormen  eener  voldoende  hypothese  is  verder  moeilijk 
genoeg ;  die  omtrent  de  harmonische  verhoudingen  der  spec- 
traall^nen  sch^nt  niet  rationeel;  omtrent  de  zamenstelling 
der  atomen  laat  zich  evenmin  a  priori  iets  vaststellen.  Yan 
belang  is  misschien,  in  verband  met  eene  door  Zöllker  ge- 
maakte opmerking,  de  formule  van  Wilhelm  Webbe  voor 
de  potentiaal  van  twee  electrische  deeltjes;  zg  kan  als  uit- 
gangspunt dienen  en  zou  wel  resultaten  beloven,  zoo  niet 
het  onderzoek  van  Schusteb  bewezen  had,  dat  de  analogie 
der  vibratorische  beweging  der  atomen  met  de  trillende  be- 
weging van  een  electrisch  atomenpaar  onwaarsch^nl^k  is 
en  dat  men  in  elk  geval  de  moleculen  uit  een  groot  aantal 
electrische  atomen  zou  moeten  opbouwen. 

Door  te  onderstellen,  dat  de  atomen  elastische  bollen  z^n 
of  liever  kernen  met  aetherhulsels  omgeven,  heeft  men  ge- 
tracht, doch  te  vergeefs,  de  verschijnselen  der  spectraall^nen 
te  verklaren.  Veel  verwachting  gaf  eindelgk  de  vortex 
theoiie  van  Thomson  ;  verschillende  gronden  beletten  evenwel 
den  schrgver  die  verwachting  te  deelen. 

Schrgver  wijst  nu  een  geheel  nieuwen  weg  aan,  langs 
welken  men,  zonder  den  oorsprong  der  spectraallgnen  geheel 
te  kennen,  toch  een  verband  tusschen  de  verschillende  Ignen 
op  het  spoor  kan  komen. 

Het  valt  hem  vooral  op,  dat  het  aantal  spectraallgnen 
zoo  groot  is,  en  de  verschillende  lijnen  zoozeer  in  intensi- 
teit kunnen  uiteenloopen.  Hg  vraagt  daarom,  of  in  een 
lineair  spectrum  niet  de  analogen  aanwezig  zijn  van  de 
combinatie-tonen,  allereerst  de  verschil-  en  somtonen  volgens 
Helmholtz;  zulks  is  niet  onwaarschgnlgk,  wanneer  vaneen 
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lichtuitzendend  atoom  of  molecule  de  trillingen  niet  onein- 
dig klein  zgn. 

Schrgver  gaat  nu,  volgens  het  door  Ratlbigh  ontwikkelde, 
de  mogelijkheid  voor  het  bestaan  van  dergelgke  secundaire 
trillingen  na  en  betoogt,  dat  hun  optreden  zeer  waarschgn- 
Igk  is.  Daar  hunne  amplitude  evenredig  is  aan  het  pro- 
duct van  de  amplituden  der  primaire  trillingen,  laat  zich 
bg  groote  lichtintensiteit  verwachten,  dat  het  oog  gevoelig 
genoeg  is  om  die  combinatietrillingen  waar  te  nemen. 

Hierop  volgt  de  uitvoerige  uiteenzetting  eener  methode 
van  onderzoek  naar  het  bestaan  van  deze  som-  en  verschil- 
lenen. Wanneer  een  dergelgk  verschil  zich  tusschen  twee 
spectrale  lijnen  voordoet,  in  hoever  is  dit  dan  toevallig? 
Deze  vraag  wordt  in  het  breede  onderzocht,  ook  volgens 
eene  methode,  door  den  tweeden  ondergeteekende  van  dit 
verslag  aangegeven.  Op  uitmuntende  wgze  wordt  dit  on- 
derzoek, dat  van  zuiver  wiskundigen  aard  is,  doorgevoerd 
en  daarbg  berekend,  hoeveel  coïncidentiën  van  verschillen 
bfl  n  grootheden  te  verwachten  zgn;'wantis  het  aantal 
waargenomen  coïncidentiën  van  verschillen  grooter  dan  het 
aantal,  dat  men  gemiddeld  kon  verwachten,  zoo  wordt  het 
vermoeden  gevestigd,  dat  som-  of  verschillgnen  bestaan  en 
hier  dus  geen  louter  toeval  in  het  spel  is. 

Na  deze  theoretische  ontwikkelingen  deelt  de  schrgver  de 
uitkomsten  van  zgn  onderzoek  bg  waterstof,  kalium,  natrium, 
koper,  mangaan,  zilver,  rubidium,  zuurstof  en  waterstof  mede. 
Hg  geeft  deze  in  uitvoerige  tabellen,  waarbg  hg  uit  de 
waarnemingen  der  verschillende  natuurkundigen  de  som-  en 
verschillgnen  tracht  op  te  sporen. 

Hg  vindt  bg  waterstof  dat  het  aantal  waargenomen  coïn- 
cidentiën vrg  wat  grooter  is  dan  het  te  verwachten  aantal; 
de  waarschgnlgkheid,  dat  deze  coïncidentiën  aan  toeval  moe- 
ten worden  toegeschreven,  is  daarom  yrij  klein. 

Het  onderzoek  bg  kalium  heeft  ook  eene  uitkomst  ge- 
leverd, gunstig  voor  de  meening  dat  in  het  kaliumspectrum 
som-  en  verschillgnen  voorkomen ;  ook  voor  natrium  en  de 
andere  genoemde  stoffen  vindt  hg  hetzelfde  resultaat. 

Pe   uitgebreide  verhandeling  van  den  Heer  Jüliüs  levert, 
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behalve  z^n  oorspronkelijk  onderzoek,  eene  zeer  belangr^ke 
bgdrage  tot  de  geschiedenis  en  kritiek  van  de  theorie  der 
spectraallgnen. 

Wij  hebben  de  eer  U  voor  te  stellen,  deze  verhandeling 
met  de  daaraan  toegevoegde  tabellen  in  de  werken  der  Aka- 
demie  te  doen  opnemen. 

Anuterdam,  31  Maart  1888. 

C.  H.  O.  GRINWIS. 
H.  A.,  LOBENTZ, 
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(iKWONE  VEBÖADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 
op  Zaterdag  37  April  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren :  Buys  Ballot,  Voorzitter, 
HoFFiiANN,  Zeeman,  Bie&ens  de  Haan,  Brutbl  de  la  Ri- 
viiRB,  Babhb.,  Mac  Gillavry,  Feanchimont,  de  Vries, 
Hoek,  Donders,  Rauwenhoff,  Hubrecht,  Stokvis,  A,  C. 
OüDEMANs  JR.,  Grinwis,  Dibbits,  Placb,  Engelmann,  J.  A. 
C,    OuDEMANs,    Pekelharing,    Porster,    van    Dorp,    Rijke, 

LORENTZ,     VAN     RiEMSDUK,     MaRTIN,    VAN    DE    SaNDE   BaKHUT- 

ZEN,  Mulder,  Kortbweg,  Sghoutb  en  C.  A.  J.  A.  Oudemans, 
Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd, 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  H.  C.  Rogge,  Bibliothecaris  der  Universiteits-Biblio- 
theek  te  Amsterdam,  21  April  1888 ;  2^.  A.  J.  van  Pesch, 
Bibliothecaris  van  het  wiskundig  Genootschap  »Een  onver- 
moeide arbeid  komt  alles  te  boven"  te  Amsterdam,  21  April 
1888;  B^.  A.  J.  Enschedé,  Bibliothecaris  der  Stads-Biblio- 
theek te  Haarlem,  18  April  1888;  4^.  J.  Tideman,  Secre- 
taris van  het  Eoninkligk  Instituut  van  Ingenieurs  te*sGra- 
venhage,    19  April  1888;  5®.  Büys  Ballot,  Directeur  van 
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het  Eoninklgk  Nederlandsch  meteorologisch  Institaut  te 
Utrecht,  17  April  1888;  60.  W.  F.  O.  van  Laak  je,, 
Bibliothecaris  der  Gemeente-Bibliotheek  te  Arnhem,  1888; 
7^.  L.  Bboskema,  Directeur  der  R^kslandbouwschool  te 
Wageningen,  19  April  1888;  8^.  H.  Knoblauch,  Voorzit- 
ter der  Eais.  Leopoldinisch-Oarolinischen  deutschen  Akademie 
der  Naturforscher  te  Halle  a/S.,  20  Maart  1888;  90.  den 
Secretaris  der  Eoninklgke  Academie  van  Wetenschappen  te 
Bologna,  25  Mei  1888;  lO^,  H.  a.  Zbuthbn,  Secretaris  der 
Académie  royale  danoise  des  Sciences  et  des  Lettres  te  Kopen- 
hagen, 12  December  1887;  11^.  den  Directeur  kerNicolai- 
Hauptstemwarte  te  Pulkowa,  1888 ;  12^.  J.  S.  Billings, 
Bibliothecaris  van  het  Surgeon  General's  Office  te  Washing^ 
ton,  11  April   1888;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1^.  A.  TiBLBifANS,  Bibliothecaris  der  üniversité  Catholique 
te  Leuven,  Januari  1888;  2^.  Föestemann,  Archivaris  der 
kon.  sachsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  te  Leipzig, 
25  October,  26  November  1887;  5,  10  Februari  1888; 
3^.  den  Secretaris  van  het  historischer  Verein  fur  Unter- 
firanken  und  AschaflFenburg  te  Würzburg,  1  October  1887; 
4®.  A.  S.  RiLLiBT,  Secretaris  der  Société  de  Physique  et 
d'Histoire  naturelle  te  Genève,  22  Maart  1888;  5^.  den 
Bibliothecaris  der  Societa  Italiana  delle  Scienze  te  Rome, 
7  September  1887;  6^.  den  Secretaris  der  Koninklijke  Aka- 
demie van  Wetenschappen  te  Bologna,  13  Augustus  1887; 
7^*  H.  Wild,  Directeur  van  het  physikalisches  Central-Ob- 
servatorium te  Petersburg,  December  1887;  8^,  H.  C.  Hb- 
PiTBS,  Directeur  van  het  Institut  météorologique  de  Rou- 
manie  te  Bucharest,  1888 :  waarop  het  gewone  besluit  valt 
van  schriftel^ke  dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boeker^. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren :  1^.  brieven  van 
de  Heeren  van  db  Sande  Bakhxjyzbn  en  van  dbe  Waals, 
de  kennisgeving  behelzend,  dat  zq  de  op  hen  in  de  Maart- 
vergadering   uitgebrachte    keuzen  tot  Voorzitter  en  Onder- 
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(  130  ) 

voorzitter  der  Afdeeling  aanüemen;  2°.  een  schrgven  van 
den  Minister  van  Binnenjandsche  Zaken  (25  April  1888) 
waarin  wordt  meegedeeld,  dat  Z.  M.  de  Koning  de  benoe- 
ming van  de  Heeren  H.  6.  vak  de  Sande  Baehüyzen  en 
J.  D.  VAN  DEE  Waals,  respectievel^k  tot  voorzitter  en 
ondervoorzitter  der  Afdeeling,  heeft  goedgekeurd;  3^.  ken- 
nisgevingen van  de  Heeren  Schols,  van  Diesen  en  Suringae, 
dat  zg  verhinderd  zgn  de  Vergadering  bg  te  wonen ;  4^.  een 
brief  van  het  correspondeerend  lid,  den  Heer  van  der  Bue&, 
ter  begeleiding  van  een  paar  brochures  over  geneeskundige 
onderwerpen. 

De  voorzitter  richt  eenige  waardeerende  woorden  tot  de 
Heeren  van  de  Sande  Bakhtjyzen  en  van  der  Waals,  en 
wenscht  hen  zoowel  als  de  Afdeeling  met  de  bekrachtiging 
door  Z.  M.  den  Koning  van  de  op  hen  uitgebrachte  keuzen 
geluk. 

—  De  Heeren  Place  en  Koeteweg  brengen  een  gunstig 
rapport  uit  over  de  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  J.  L. 
Hoorweg  (Experimenteel  onderzoek  over  de  polsbeweging), 
waarna  de  Vergadering  besluit  haar  in  de  werken  der 
Akademie  op  te  nemen. 

Ghinstig  ook  luidt  het  verslag,  uitgebracht  over  het  opstel 
van  Dr.  V.  A.  Julius  (Over  de  trillende  beweging  van  een 
vervormden  vloeistofbol),  weshalve  ook  hieraan  eene  plaats 
in  de  werken  der  Akademie  zal  worden  ingeruimd. 

—  De  Heer  J.  A.  C.  Oudemans  spreekt  over  den  dubbele- 
beelden-mikrometer  van  Airy  en  deelt  de  uitkomst  mede 
van  het  onderzoek  naar  de  eigenschap,  waaraan  dit  instru- 
ment voldoen  moet,  opdat  de  waarde  eener  schroefomwen- 
teling  onafhankelgk  zg  van  de  accomodatie  van  het  oog. 
De  spreker  vond,  dat  hiertoe  de  afstand  van  de  l^  tot  de 
2®  lens  gelijk  moet  zgn  aan  den  brandpuntsafstand  der  1^ 
lens  —  eene  voorwaarde,  die  reeds  voor  een  ander  doel  in 
den  mikrometer  vervuld  was. 

—  Door    den    Heer  Bierens  de  Haan  worden,  uit  naam 
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van  den  hoogleeraar  Lb  Paigb  te  Luik,  voor  de  boekerg  der 
Akademie  eenige  overdrukken  aangeboden  van  wiskundige 
opstellen. 

—  De  Heer  Loebntz  biedt  ter  opneming  in  de  wer- 
ken der  Akademie  aan :  1^  eene  verhandeling  van  den  Heer 
Dr.  V .  A,  JüLius,  leeraar  aan  de  Hoogere  Burgerschool 
te  Delft;  >Over  de  dubbellgnen  in  de  spectra  van  natrium, 
magnesium  en  aluminium'';  en  2^.  eeue  verhandeling  van 
den  Heer  Dr.  P.  H.  Dojes:  »Over  de  vermeerdering  der 
maximale  spanning  van  een  damp  en  daarmede  samenhan- 
gende verschgnselen". 

De  Voorzitter  benoemt  tot  verslaggevers  over  de  1«  ver- 
handeling de  Heeren  Geinwis  en  Lorentz,  en  over  de  2«  de 
Heeren  van  deb  Waals  en  Bosscha. 

—  Daar  er  verder  niets  te  behandelen  is,  sluit  de  Voor- 
zitter de  vergadering. 


RAPPORT 

OTEK  DB 

VBRHANüBLINO  VAN  De.  J-    L.    HOORWEG: 

EXPERIMENTEEL  ONDEBZOEK  NAAR  DE  POl^BEWEGING. 
(Uitgebracht  in  de  vergadering  van  27  April  1888). 


De  verhandeling  van  den  Heer  Hooeweg  :  >  Experimenteel 
onderzoek  naar  de  polsbeweging",  welke  ons  ter  beoordeeling 
is  gegeven,  heeft  in  hoofdzaak  ten  doel,  al  de  verschijnselen 
der  polsbeweging  in  elastische  buizen  en  in  het  slagader- 
stelsel te  verklaren :  uitsluitend  uit  de  bekende  wetten  der 
terugkaatsing  en  interferentie  van  golven,  en  dat  wel  in 
tegenstelling  met  andere  onderzoekers,  die  dikw^ls  meer  op 
het  mechanisme  zelf  de  aandacht  gevestigd  houden,  door 
hetwelk  deze  verschynselen  tot  stand  komen.  Wg  kunnen 
de  vraag  laten  rusten  5f  en  in  welke  mate  deze  het  verwijt 
verdienen,  hun  door  den  Heer  Hoorweg  gedaan,  van  vaak, 
na  ter  verklaring  van  hoofdverschijnselen  de  wetten  der 
golfbeweging  te  hebben  toegepast,  nog  bekomende  verschijn- 
selen aan  de  traagheid  der  stof  of  de  uitrekking  van  den 
wand  te  willen  toeschreven,  maar  merken  op  dat,  naar 
onze  meening,  ook  al  wordt  deze  fout  vermeden,  de  methode 
van  HooawEG  veel  vóór  heeft.  Inderdaad  toch  is  de  mathe- 
matische physica  er  in  geslaagd,  de  wetten  der  golfbewe- 
ging een  zoo  eenvoudigen  vorm  te  geven,  dat  ons  voor- 
stellingsvermogen gemakkelijker  werkt  met  die  wetten  dan 
met  het  mechanisme,  waardoor  z^  ontstaan. 

In    Hoofdstuk  1  geeft  de  schrijver  een  kritisch  overzicht 


(   133  ) 

der  verschillende  sphygmographea  en  stelt  hij  de  eischen 
vast,  waaraan  een  goede  sphygmograaph  moet  voldoen.  Bfl 
de  bespreking  van  het  luchttransport,  dat  bg  het  registree- 
ren  van  den  pols  wel  de  beste  uitkomsten  geeft,  gaat  de 
schrgver  het  onderzoek  van  Donders  met  stilzwijgen  voorbg, 
dat  in  deel  I  der  tweede  reeks  van  de  » Onderzoekingen 
gedaan  in  het  physiologisch  Laboratorium  der  ütrechtsche 
Hoogeschool",  te  vinden  is.  Omtrent  de  voortplantingssnel- 
heid  der  luchtgolven  in  elastische  buizen,  wgken  de  resul- 
taten van  den  schrijver  van  die  van  Dondbes  af. 

Aan  het  slot  van  dit  hoofdstuk  wordt  nauwkeurig  nage- 
gaan, op  welke  wgze  de  uitslag  van  den  sphygmograaf 
afhangt  van  de  kracht,  waarmede  de  veer  op  den  buiswand 
drukt.  De  uitkomst  wordt  in  een  formule  samengevat  en 
experimenteel  getoetst. 

Het  volgende  hoofdstuk  vangt  aan  met  de  mathematische 
theorie  der  golfbeweging.  Met  de  wgze,  waarop  de  Bes- 
SBL'sche  functiën  uit  de  formules  (23),  (24),  (25)  verwgderd 
zgn,  kunnen  wg  ons  niet  vereenigen.  Evenmin  houden  wg 
de  toepassing  der  formule  (26),  door  Lamb  voor  eene  geheel 
andere  golfbeweging  opgesteld,  op  polsgolven  met  wryving 
voor  geoorloofd.  Wg  kunnen  deze  beide  punten  echter  laten 
rusten,,  daar  zg  op  het  vervolg  der  verhandeling  van  geen 
invloed  zgn.  Voor  zooverre  dit  gedeelte  als  inleiding  dienen 
moet  van  't  geen  volgt,  kunnen  wij  er  gunstig  over  oor- 
deelen. 

Terecht  wgst  de  schrgver  op  het  belangwekkende  feit,  dat 
de  formule  voor  de  voortplantingssnelheid  van  polsgolven, 
waarvan  de  ontdekking  tot  heden  aan  Resal  werd  toege- 
Bchreven,  reeds  bijna  zeventig  jaar  vroeger  door  Thomas 
YouNG  is  gevonden.  Zonderling  is  het  echter  dat  Yoüng 
in  dezelfde  verhandeling  {Phü.  Trans.  1809,  p.  1),  waarin 
hö  later  de  juiste  uitkomst  geeft,  de  voortplantingssnelheid 
op  p.  12  ten  onrechte  uit  de  -koctual  arterial  pressure" 
berekend  wil  hebben  en  dan  ook  daar  ter  plaatse  tot  eene 
aanzienlek  geringere  waarde  komt  dan  die,  welke  uit  de 
juiste  formule  volgt  (p.  16)  en  door  Dr.  Hooeweg  wordt 
aangehaald,  en  dat  wel  zonder  tusschen  beide  tegenstrijdige 
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voorstellingen  eene  besliste  keuze  te  doen,  al  helt  h^  blik- 
baar tot  de  juiste  over. 

Tot  z^n  eigenlyk  onderwerp  komt  de  Heer  Hooewbg  in 
§  10.  Hier  en  in  §  11  tracht  h^  door  graphische  con- 
structies eenige  door  anderen  verkregen  sphygmographische 
krommen  als*  gevolg  van  meervoudige  terugkaatsingen  te  ver- 
klaren. Zonder  het  welslagen  van  deze  poging  in  tw^fel 
te  willen  trekken,  meenen  wy  toch  op  hare  zwakke  zgde 
te  moeten  w^zen.  De  schryver  geeft  nameLgk  niet  aan, 
hoe  de  afneming  der  intensiteit  als  gevolg  der  terugkaat- 
singen en  der  wryving  door  hem  in  rekening  is  gebracht. 
Waar  het  proeven  van  anderen  geldt,  over  wier  toestellen 
men  niet  te  beschikken  heeft,  is  een  zekere  willekeur  niet 
te  vermeden,  nlaar  een  eigen  experimenteel  onderzoek  zou 
toch    over  dit  punt  allicht  meer  licht  kunnen  verspreiden. 

In  Hoofdstuk  IH  geeft  de  schryver  verslag  van  zyne 
eigen  proeven.  Door  middel  van  een  caoutchouc-ballon, 
die  met  de  hand  wordt  samengeknepen,  wordt  het  vocht 
stootsgewys  voortbewogen  door  een  caoutchouc-buis,  waarop 
twee  luchtkussens  geplaatst  zyn,  die  door  luchttransport 
twee  op  een  cylinder  schryvende  hefboompjes  in  beweging 
brengen.  De  eigenaardigheid  van  den  toestel  bestaat  voor- 
namelyk  daarin,  dat  het  oogenblik  der  sluiting  van  de  me- 
talen kleppen,  vóór  en  achter  den  ballon,  in  de  geregis- 
treerde kromme  wordt  aangegeven  door  een  inductie- vonk,  die 
door  het  papier  slaat.  Uit  de  analyse  der  kromme  leidt  de 
schryver  af,  dat  de  verheffing  in  het  neerdalende  deel  van 
de  sluiting  der  klep  achter  het  kunsthart,  de  nagebootste 
valvulae  semilunares,  afhangt.  In  Hoofdstuk  IV  wordt  de 
zooeven  besproken  kromme  vergeleken  met  die,  welke  men 
door  middel  van  het  luchttransport  van  de  menschelyke 
carotis  kan  registreeren.  Ook  in  deze  wordt  door  middel 
van  een  inductie-vonk  het  oogenblik  der  sluiting  van  de 
valvulae  semilunares  aangeteekend,  en  wel  door  den  stroom 
te  sluiten  telkens  wanneer  de  tweede  hartstoon  gehoord 
wordt.  De  schryver  komt  hierby  tot  de  uitkomst,  dat  het 
zoogenaamde  dicrotisme  een  klepgolf  is  en  ontwikkelt  alle 
gronden,  waarom  die  verheffing  niet  aan  een  teruggekaatste 
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golf  mag  worden  toegeschreven.  Ook  experimenteel  wordt 
de  afwezigheid  van  teruggekaatste  golven  in  het  vaatstelsel 
aangetoond.  Hiervoor  werd  de  aorta  van  een  kon^n  dicht 
bg  het  hart  afgesneden  en  door  een  lange  caoutchouc-buis 
verbonden  met  het  kunsthart.  Bfl  het  rhytmisch  inpompen 
van  vocht  was  in  de  kromme,  geregistreerd  door  middel  van 
een  aan  het  begin  der  buis  geplaatst  lachtkussen,  nauwe- 
Igks  een  spoor  van  een  teruggekaatste  golf  te  zien. 

Eindelgk    wordt   de  vraag  besproken,  in  hoeverre  de  ge- 
registreerde krommen  der  polsgolf  een  aanwgzing  kunnen  geven 
van   de    drukking    in    de    arteries,    en  aangetoond,  dat  die 
drukking  niet  onmiddellgk  uit  de  krommen  is  op  te  maken. 
Aangezien  b^  den  mensch  directe  manometrische  bepalingen 
wegvallen,  moet  men  zgn  toevlucht  tot  indirecte  bepalingen 
nemen.     De    schrigver    bespreekt  de  methode,  door  anderen 
gevolgd    en    de  door  hem  daarin  aangebrachte  w^zigingen, 
komt    echter    tot    de    slotsom,    dat  wel  is  waar  by  caout- 
ehoac-buizen,    door    de    kracht    te    bepalen,  die  voor  dicht 
drukken  noodig  is,  met  tamel^ke  nauwkeurigheid  de  span- 
ning van  het  in  de  buis  bevatte  vocht  kan  worden  gevon- 
den,  maar    dat    dezelfde  methode  ook  by  de  het  best  toe- 
gankel^ke  arteries  van  het  menschel^k  lichaam  slechts  zeer 
onvold^oende  resultaten  oplevert. 

Ten  slotte  bespreekt  de  schr^ver  de  mogelgkheid  om  uit  het 
oppervlak,  door  de  abscissen-as  en  de  polskrommen  begrensd, 
de  hoeveelheid  bloed  te  berekenen,  die  in  de  arterie  is  ge- 
drongen, als  men  den  straal  van  het  vat  en  de  vergrooting 
door  den  hefboomsarm  kent  en  buitendien  een  factor  in 
aanmerking  neemt,  die  van  de  drukking  van  het  luchtkus- 
sen  op  de  arterie  afhangt. 

De  bepalingen  geschieden  in  de  carotis  en  daaruit  wordt 
de  grootte  van  de  bloedgolf  in  de  aorta:  het  debiet  van 
den  linker  ventrikel,  berekend  met  ten  gronde  legging  der 
door  EbsNLB  opgegeven  waarden  voor  den  diameter  derartt. 
<^otiS|  subclavia,  anonyma  en  aorta.  Schrgver  vindt  daar- 
voor 68  cM^,  dus  veel  minder  dan  men  in  navolging  van 
^OLKXAim  dooi^aans  ziet  opgegeven,  doch  niet  veel  minder 
als  anderen  daarvoor  hebben  gevonden. 
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Schrgyer  knoopt  daaraan  een  berekening  vast  van  den 
arbeid,  dien  het  hart  verricht  en  de  warmte,  die  daardoor  wordt 
ontwikkeld,  evenwel  zonder  nieuwe  gezichtspunten  te  geven. 

Het  experimenteel  onderzoek,  door  den  schrgver  uitge- 
voerd, draagt  de  kenmerken  van  groote  nauwgezetheid  en 
zgn  beschouwingen  verdienen  alleszins  overweging;  daarom 
adviseeren  de  ondergeteekenden  tot  opneming  van  zgne  ver- 
handeling in  de  werken  der  Akademie. 

T.  PLA.CE. 

D.  J.  KORTEWEG. 


RAPPORT 

OVEK   DE 
VBRHANDBLING   VAN   De.   V.     A.    JVLIÜS: 

OVER  DE  TRILLENDE  BEWEGING   VAN  EEN  VERVORMDEN 
VLOEISTOFBOL. 

(Uitgebracht  in  de  yergadering  yan  87  April  1888). 


De  aangeboden  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  V.  A. 
JuLius  >  Over  de  trillende  beweging  van  een  vervormden  vloei' 
^tofhoV*  ifl  eene  merkwaardige  bedrage  tot  de  toepassing  van 
bolfanetiën  b^  reeksen-ontwikkeling. 

Batleigh  had  omstreeks  1879,  aan  het  einde  van  zgne 
verhandeling  over  capillaire  versch^nselen  big  vloeisto&tralen, 
de  theorie  van  de  trillende  beweging  van  een  vloeistofbol 
ontwikkeld,  die  eene  oneindig  kleine  vervorming  heeft  on- 
dergaan en  aan  de  werking  der  moleculaire  krachten  is 
overgelaten.  Terwgl  hierbg  de  vervorming  symmetrisch  is 
ten  opzichte  van  eene  middellgn,  voegt  h^  hieraan  toe, 
doch  zonder  zulks  te  bewezen,  dat  de  oplossing  van  het 
meer  algemeene  geval  eener  willekeurige  verstoring,  tot  ge- 
heel dezelfde  uitkomst  zou  voeren. 

De  schrgver  meent,  dat  deze  bewering  onwaarschgnl^k 
is  en    dus    betoog  behoeft,  en  hiertoe  dient  de  ingezonden 


De  schr^ver  neemt  aan,  dat  de  onsamendrukbare  vloeistof 
zonder  vortex-bew^ing  is  en  dus  eene  snelheidspotentiaal 
bezit,  die  aan  de  bekende  partiëele  differentiaalvergelgking 
der  tweede  orde  van  Laflace  voldoet.  Dientengevolge  laat 
zg  zich  in  eene  reeks  volgens  de  opklimmende  machten  van 
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T  ontwikkelen,  terwgl  de  coëfficiënten  uit  producten  van 
bolfunctiën  en  funetiën  van  den  tijd  bestaan.  Het  goed 
recht  dier  ontwikkeling  wordt  betoogd. 

Na  meer  andere  herleidingen,  die  hier  onmogelgk  kunnen 
worden  wedergegeven,  komt  de  schrgver  tot  het  besluit,  dat 
inderdaad,  b^  eene  willekeurige  vervorming,  elk  punt  van 
het  boloppervlak  eene  samengestelde  trillende  bew^ing 
verkrggt,  die,  evenals  bij  eene  symmetrische  vervorming, 
kan  ontbonden  worden  in  eene  reeks  van  enkelvoudige  tril- 
lende bewegingen,  waarvoor  de  trillingst^d  bekend  is. 

De  wiskundige  ontwikkeling  verdient  allen  lof  wegens 
hare  sierlgkheid  en  kortheid;  van  belang  is  daarbg  een 
merkwaardig,  naar  wg  meenen,  onbekend  theorema  omtrent 
twee  bolfunctiën  van  de  n^  orde. 

De  Commissie  adviseert,  de  bedrage  in  de  Verslagen  en 
Mededeelingen  der  Akademie  te  doen  opnemen. 


Amsterdam,  27  April  1888. 


C.  H.  C.  GKINWIS. 

D.  J.  KORTEWEG. 


OVER  DE  TRILLENDE  BEWEGING 


VAN  EEN 


VERVORMDEN   VLOEISTOFBOL, 


DOOK 


V.  A.  j  u  1 1  t;  s. 


1.  Aan  het  einde  van  z^n  verhandeling  *)  over  de  ca- 
pillaire versch^nselen  bg  vloeistofstralen,  geeft  Rayleigh 
de  theorie  van  de  trillende  beweging  van  een  vloeistofbol, 
die  een  oneindig  kleine  vervorming  heeft  ondergaan  en  aan 
de  werking  der  moleculaire  krachten  is  overgelaten  f).  Hg 
onderstelt  hierbg,  dat  de  vervorming  symmetrisch  is  ten 
opzichte  van  een  middellgn;  hg  voegt  er  aan  toe,  dat  de 
oplossing  van  het  meer  algemeene  geval  tot  geheel  dezelfde 
uitkomst  zou  voeren. 

Deze  bewering  van  Rayleigh  kwam  mg  vreemd  voor; 
in  vele  gevallen  weten  wg,  dat  in  een  trillend  stelsel  de 
aanwezigheid  of  afwezigheid  van  zekere  partiaal-trillingen 
ten  nauwste  samenhangt  met  de  oorspronkelijke  vervorming. 
Dat  werkelgk  een  symmetrische  vervorming  bij  een  vloei- 
stofbol geheel  dezelfde  partiaal-trillingen  in  het  leven  roept, 
als  een  willekeurige  vervorming,  scheen  mij  toe,  niett^en- 
staande  het  groote  gezag,  dat  ieder  aan  een  uitspraak  van 
Rayleigu  zal  toekennen,  bevestiging  te  behoeven. 


*)  Rayleigh,  On  the  capillary  phenomena  oïjgXs,  Proc,  Roy.  Soc.  29,  p. 
71  (1879). 
t)Uc.  p.  95. 
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Daarom  heb  ik  de  oplossing  van  het  algemeene  geval 
beproefd. 

2.  Wg  nemen  aan,  dat  de  vloeistof,  waaruit  het  bolletje 
bestaat,  onsamendrukbaar  en  zonder  vortex-bew^ing  is ;  er 
is  dus  een  snelheidspotentiaal  (7,  die  voldoet  aan  de  ver- 
gelgking 

Indien  wg  als  coördinaten  invoeren  r,  0  en  <j),  of  wel  r, 
fi  en  9,  terwgl  fi  =  cos  0,  volgt  hieruit : 

U=P0+Pl^^li/^^^)  +  P3  ^^  ^3  (/^i  9)  +  •  •  • 

. . .  +  p»  r«  ^  C",  9)  +  enz (2) 

waarin  Pq^  pi^  enz.  grootheden  zgn  af hankel^k  van  den  tyd 
en  Xft  ijtiy  q)  een  bolfunctie  voorstelt  van  de  n^«  orde,  onaf- 
hankelijk van  den  t^'d. 

Dat  men  werkelgk  de  functies  X  zoodanig  kan  kiezen, 
dat  z^  niet  afhangen  van  den  tyd,  bl^kt  uit  de  volgende 
beschouwing. 

Men  weet,  dat  ü  een  funtie  is  van  r,  ^,  <jp  en  U  Voor 
een  bepaalde  waarde  van  elk  der  veranderleken  p, //  en  9, 
kan  ü  als  functie  van  t  ontwikkeld  gedacht  worden  in  een 
reeks  van  den  vorm: 

U=  Jo  +  h  Pi  W  +  62  ^2  (O  +  ••  •  +  *«  Pn  (t)  +  enz... (3) 

waarin  Pj  {t),  P^  (O»  ®^^*  periodieke  functies  zgn  van  f,  ter- 
wgl  de  coëfficiënten  b  functies  z^n  van  r, /u  en  qp.  De 
eenige  onderstelling,  die  in  (3)  ligt  opgesloten,  is  deze,  dat  de 
perioden  voor  alle  punten  van  den  vloeistof  bol  dezelfde  zyn. 
Voor  een  bepaalde  waarde  van  r  kan  elk  der  coëfficiënten 
b  ontwikkeld  worden  in  een  reeks  van  den  vorm 

b  =  Co  +  CiZi(/U,(p)  +  C2Z2(jUj(jp)  -^  . . .  +CnZ^{fi,q>)  +..(4J 

waarin  Zn  C"?  9)  een  bolfuntie  is  van  de  orde  n,  natuurlgk 
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onaf hankel^k  van  t.  Substitneert  men  deze  waarden  van  b 
in  (3),  dan  kr^gt  men  : 

üz=eQ  +  eiSiifi.tp)  +  *..  +  en  Zn  (fi,  qp)  +  enz. . .  (5) 

waarin  de  bolfuncties  Z  onafhankelgk  zyn  van  t^  terwgl  de 
grootheden  e  functies  z^n  van  r  en  t. 

Uit  de  voorwaarde,  dat  ü  voldoet  aan  (1),  volgt  nu  dat 
in  evenredig  is  met  r^\  en  hierdoor  gaat  (5)  over  in  den 
vorm  (2). 

3.  Uit  deze  beschouwing  volgt  ook,  dat  w^  voor  eei\ig 
punt  van  de  oppervlakte  van  het  vervormde  bolletje,  de 
waarde  van  rQ  kunnen   brengen  in  den  vorm: 

*'o=ao  4- «1  Z\  (/^i  9)  +  «3  ^2  C"»  v) + -  +  ö«  ^n  (Mj  q>) + enz.  ..(6) 

waarin  de  grootheden  a  af hankelyk  z^n  van  den  t^d  en  de 
fancties  Z  hiervan  onaf  hankel^k. 

Tusschen  (2)  en  (6)  bestaat  een  zeker  verband,  daar 


dt        IdrA 


Nu  is 


(7) 


^^  =  ^«  +  ^^^Z,  +  ...+^Z„+enz....(8) 
dt        dt  ^  dt     ^^        ^  dt     "  ^  ^  ^ 

— -\   =PiXi       2^3^0X2 +  ••• +«;>»V     -X«+enz..(9) 

W^  /o 

De  waarde  van  Tq  uit  (6)  moet  gesubstitueerd  worden  in 

de    uitdrukking    voor    ( .     De   grootheden  ai^a^^  enz. 

\0r/o 

worden  intusschen  ondersteld  zeer  klein  te  zgn  in  verge- 
lijking met  üq;  met  andere  woorden,  wg  nemen  aan,  dat  het 
bolletje    slechts    een  oneindig  kleine  vervorming  ondergaat. 

Dan    mogen    wij    in   de  uitdrukking  voor   [  - —  j    in  plaats 

van  rQ  schrijven  a^  of  wel  iZ,  den  straal  van  het  onver- 
vormde  bolletje. 


(  U2  ) 

Maar  dan  kan  ook  niet  voor  alle  waarden  van  /u  en  qf 
voldaan  worden  aan  de  vergel^king  (7),  tenzg  voor  elke 
waarde  van  n 

^  (/"»  9)  =  Zn  ifi,  q,) 
en  tevens 

^  =  np,i2»-l (10) 

a  t 

Men  kan  zich  hiervan  gemakkelyk  overtuigen,  als  men 
de  bolfuncties  in  den  vorm  brengt,  waarin  de  veranderleken 
^  en  qp  van  elkander  gescheiden  zgn  *).  Men  kan  ook  op- 
merken dat,,  indien  F»  de  twee-assige  bolfunctie  van  de 
n^*  orde  is,  volgens  (8)  en  (9),  als  wij  in  (9)  vq  vervangen 
door  iZ, 

o 

ƒ+'    f^^  rdün  -1 

ƒ  Yn  [—  Zn  —npn  i2»-^  Xn  \dfldq 


—  \ 


—  1 


Volgens    (7)    moet    deze  laatste  integraal  nul  zfln,  wat  als 
noodzakelflk    gevolg    met    zich    brengt,    dat    de  bolfuncties 

d  dn 

——  Zn  en  n  pn  -K*-^  X«  identisch  z^n  f), 
d  t 

Wy  krggen  dus  in  plaats  van  de  vergelgking  (2): 

U=Po  +PirZ^{fi,(p)  +  ...  -f  jK>„r»  Z»(^,g))  +  enz.  ..(11) 

waarin  de  grootheden  p  nog  voldoen  aan  de  betrekking  (10). 

Het    is    duidelgk,    dat  wij  deze  eenvoudige  uitkomst  niet 

verkregen    zouden    hebben,    indien    wij    niet  hadden  aange* 

nomen,  dat  het  bolletje  nooit  veel  van  den  bolvorm  afwgkt. 


*)  Zie    ToDHUNTEB,    Laplacb's   functions,   p.  155.    Heinb,  Handbuck 
der  Kugelfundionen  l^ter  find.  p.  312. 
f)  Zie  ToDHUNTEB,  p.   159. 


(  U3  ) 

4.  Tot  het  vinden  van  de  uitdrukking  voor  het  arbeids- 
vermogen van  plaats  van  het  vervormde  bolletje,  zoeken 
vrg  de  vergrooting,  die  het  oppervlak  van  het  boUeije  door 
de  afw^king  van  den  bolvorm  ondergaat.  De  verandering 
van  het  arbeidsvermogen  van  plaats  by  vervorming,  zal 
evenredig  zgn  met  deze  vergrooting  van  het  oppervlak. 

Het  geheele  oppervlak  is 


of 

'y,jT^,m ••<-. 


als  wn  de  vierde  en  hoogere  machten  van  — -  of  — -  ver- 

waarloozen. 

Daar    in    het    algemeen,   wanneer   m   en  91  verschillende 
geheele  getallen  zgn, 

ƒ  H-I  /-a» 
-1     •'0 
is  het  duidelijk,  dat  volgens  (6) 

[^    j    "^  rQ^d/udip  =  ^7iao^  +  ai^j  I  Zi^d/ud(p  +  ... 

...  +  an^  j  f  Zn^d/Lidq>  + enz (13) 

Verder  is 


(   144  ) 


—  1    o 
il     •'o 

5.     Stel  dat  Xp  een  bolfiinctie  is  van  de  orde  p,  die  dus 
voldoet  aan  de  vergelgking 

Lost  men  uit  (15)  Xp  op  en  substitueert  men  deze  waarde 
in    j  I  Xp  Zn  d  /udq>y  dan  vindt  men : 

I         Xp  Zndfidqf 

—1      o 

Integreert    men    partieel,    en    houdt    men    in    het  oog  dat 

è  X 
(1 — fi^)  Zn  — ^yoor/^=  — 1   en  voor  ^=  +  1  verdwgnt, 
o  f^ 

evenals  Z»  — ^  tusschen  de  grenzen  O  en  2  tt,  zoo  volgt: 


Il   i 


Wanneer  p  en  n  verschillen,  heeft  men  dus: 


(  145) 
r+l  fi» 


/7V,[(W.,|^^i.^,||^]=o.,ae, 


-1    o 
en  verder 


=  n(n+  1)  ƒ       ƒ       XnZnd/udip (17) 

—1     o 

Hoewel  de  theorema's,  opge^loten  in  de  vergelgkingen  (16) 
en  (17)  zeker  wel  bekend  zyn,  heb  ik  ze  in  de  aangehaalde 
werken  van  ïodhuntbe  en  Heime  niet  aangetroffen.  Daarom 
heb  ik  de  afleiding  medegedeeld,  hoe  eenvoudig  zij  ook  is. 

6.  Wg  passen  (16)  en  (17)  toe  op  (14).     Dan  wordt 

=  's"  n  (n  +  1)  a„8  f  fz„^  dfid<p. 
Dos  volgens  (12)  en  (13) 
i2  =  4;rao2+    ^^  ^"^     an^  1     ZnU /udcp .  .(18) 

7.  Wij  moeten  nu  nog  de  voorwaarde  invoeren,  dat  het 
vloeistof  bolletje  niet  van  volume  verandert,  omdat  de  vloei- 
stof onsamendrukbaar  is. 

Men  heeft,  als  het  volume  /  genoemd  wordt: 

1   /-H-i  r»''     ^ 
■f=gl       I      ro^dfidcp 

1  r+l  r2ff 

-1        O 
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Daar 

j      Zndfidq>  =  0      en      I       1      Zp  Zn  d /Lid(p  =  Q, 
-1   {  -1    o 

vinden  wg  bg  geoorloofde  verwaarloozing : 

Als   R    de    straal   is    van    het  onvervormde  bolletje,  volgt 
hieruit : 

i23  =  ao»il  +  7-^    "1"    a„a  ff^nM^dip}  ..(19) 
en  dus 

ao^  =  Ii^-~    *1"    ün^  Ij  Z,U/udq> 
zoodat  (18)  v7ordt: 

an^jjZn^dfidip.. {20) 

8.  Is  (7  een  constante ;  noemen  wg  het  arbeidsvermogen 
van  plaats  van  het  vervormde  bolletje  F;  is  ^  -ff  de  mo- 
leculaire constante  van  de  vloeistof;  zoo  heeft  men: 


n  =  inR^+     S     — -Ï-- 


r=C  +  ^g^^^^^    7^  V/      I     Z„«rf^d9..(21) 


Het    arbeidsvermogen    van    beweging  is,  wanneer  wg  de 
dichtheid  der  vloeistof  p  stellen: 

Daar    A^  17  =  O,   kunnen  wg  volgens  het  theorema  van 
G&BBN  hiervoor  schrgven: 


(U7) 

aia  N  ie   normaal   aanduidt,    in   eenig  punt  op  de  opper- 
vlakte Tan  het  bolletje  opgericht. 
Maar 

/a^\       1— /<»  èro  ldU\  1  drg  /è^\ 

terwfll 


*^     ^    »-o''     W/    ^»-o«(l-/"*)\d<p/       '^^ 


zoodat 


__i^droWl (22) 

Voeren  wg  nu  de  waarden  in  van  U  uit  (11)  en  die  van 
Tg  uit  (6),  dan  ia  het  gemakkelgk  in  te  zien  dat  bg  de 
nauwkeurigheid,  waarmede  wg  ons  hier  tevreden  stellen, 
de  vergel^king  (22)  wordt: 

T=\q  '^"  n  i22»+l  V  [JZn'dfldq,. 

Volgens  (10)  gaat  dit  over  in 

1  "     *  1  /do-\'r+i  /2* 


— 1        O 


9.     De   bew^ingsyergel^kingen    van   Lagranob  Toor  dit 
geval 

10* 


(148) 

als  ^  een    der    algemeene  coördinaten  voorstelt  en  yj  voor 

dw 

-—  staat,  geven  nu: 
a  t 

223  ^an        1 

De   grootheden    an   z^n    dus   onafhankelgk    van    elkander, 
terwgl 


a»=AnC08  \ty      n(n—l){n  +  2)——z  +  B      ..(25) 

Elk  punt  van  de  oppervlakte  van  het  bolletje  krggt  dus 
een  samengestelde  trillende  beweging,  die  ontbonden  kan 
worden  in  een  reeks  van  enkelvoudige  trillende  bewegingen, 
terwgl  de  trillingstyd  is: 

|/n(n~l)(n  +  2)  H  ^     ' 

10.  Hiermede  is  aangetoond,  dat  werkelijk  de  bewering 
van  Rayleigh  juist  is.  Natuurlek  zal  de  relatieve  intensi- 
teit van  de  partiaal-trillingen  af  hankel^k  wezen  van  de  oor- 
spronkelgke  vervorming;  maar  dit  neemt  niet  weg  dat  bg 
een  willekeurige  vervorming  geen  andere  partiaal-trillingen 
voorkomen  als  die,  welke  ook  bij  een  vervorming,  symme- 
trisch ten  opzichte  van  een  middellgn,  mogelijk  zgn. 

Delft,  Maart  1888. 


ONDEBZOEK  NAAS  DB  VOOBWAABDE, 


WAABOr 


IN  DEN  DTJBBELE-BEELDEN-MIKROMETBR 
VAN  AIRT 


DS  WAAIUOS  SBNBK 


^SCHROEFOMWENTELING  ONAFHANKELIJK  IS  VAN 
DE  ACCOMMODATIE  VAN  HET  OOG, 


DOOK 


J.    A.    C    O  U  D  E  M  A  N  S. 


De  dubbele^beelden-mikrometer,  waarran  de  bggeroegde 
"figuur  1  eene  doorsnede  op  de  ware  grootte  aanbiedt,  is 
'door  de  HH.  Tboughton  en  Snois  te  Londen,  naar  de  door 
AxRT  aangegeven  beginselen,  maar  naar  de  door  Valz  voor- 
gestelde en  door  Aibt  overgenomen  verhoudingen,  in  1855 
'Toor  de  Leidsche  sterrewacht  vervaardigd,  en  heeft  wglen 
«ons  medelid  Kaisbr  gediend  om  zgne  nauwkeurige  bepa- 
lingen van  de  afinetingen  der  groote  planeten  te  volbrengen^ 
•(ade  Verhandelingen  der  Afdeeling  Natuurkunde,  Koninklgke 
Akademie  van  Wetenschappen,  Deel  VI,  en  Annalen  der 
Stemwarte  zu  Leiden,  Deel  HL) 

Zooals  de  figuur  aantoont,  bestaat  hg  uit  4  lenzen.  Aibt 
nummerde  deze  in  de  richting  van  het  objectief  naar  het 
oog,  Kaiser  in  de  richting  van  het  oog  naar  het  objectief ; 
>om  verwarring  te  voorkomen  zullen  wg  haar  aldus  be- 
üioemen: 


(  150) 

Yaa  het  objec-  Welke  soort 

ief  a^erekend«  van  lens. 

de  1®  lens  :  de  yoorste  lens,  -|-  gelgkbol, 

>  2«     >    :  >    gespleten  lens,  —  gel^tbol,  *) 

>  3*     >    :  >    veldlens,  +  platbol, 

>  4^     »    :  »    de  ooglens.  +  gelgkboL 

Van  deze  lenzen  zgn  de  brandpuntsa&tanden  en  onder-- 
linge  a&tanden,  theoretisch,  als  yolgt: 

firandponts-  A&tand  van  8 

Lens.  afstand.  opvolgende  lensen. 

Voorste  lens p  (willekeurig)  

Gespleten  lens j  =  —  1  , , 

Veldlens. r=  +  1  « 

c  ^^  o 
Ooglens «z=-|-l 

Het  is  niet  moeilgk  na  te  gaan,  hoe  Valz  aan  deze 
waarden  gekomen  is.  De  voorwaarden,  waaraan  het  len- 
zenstelsel  voldoet,  zgn,  volgens  Ai&t's  ontwikkeling,  {Me^ 
moirH  of  the  R.  A.  S.  Deel  XV):  1^.  het  achromatisme, 
dat  bedongen  wordt  door  de  formule: 

4abe  —  3bcp  —  S{a  +  b)cq  —  Sa{b  +  c)r  —  dab8  +  2cpq 
+  2(6  +  c)pr  +  2(a+6+c)gr+26;>«+2(a  +  %«+2ar* 
^^-pqr  —  p  qs  —  prê  —  jr«  =  0 (1); 

2^.  de  eigenschap,  dat  door  de  zgdeUngsche  beweging  van 
eene  helft  of  beide  helften  der  gespletene  lens  geene  kleu* 
ring  ontstaat^  en  die  uitgedrukt  wordt  door  de  formule 

36c  —  2(6  +  c)r  —  26«+-r«  =  0.  .  .  .  (2). 

3^.  dat  het  door  de  voorste  lens  gevormde  beeld  van  het 
objectief  des  kgkers,  zich  bevindt  op  de  plaats  der  gesple» 
tene  lens,  zoodat  beide  helften  dezer  laatste,  in  alle  geval- 
len, dezelfde  hoeveelheid  licht  ontvangen  en  de  beide  beelden 


*)  Het  was  het  voorstel  van  Yalk,  dese  lens  negatief  te  nemen.    W$ 
zullen  spoedig  zien,  waarom. 


(  151  ) 

dus  eyen    helder  zgn.     Aan  deze  eigenschap  wordt  in  toI* 
doende  mate  yoldaan  door  de  yergel^king 

«  =  P (S> 

Door  substitutie  in  de  vergelgking  (1)  verkrggt  men: 

0=zp\bc  —  eq  —  {b  +  c)r  —  bs+qr  +  qs  +  ra} 
+  q  {—Sbc  +  2{b  +  c)r+2bé  —  r8}. 

Daar  echter  de  laatste  term  dezer  uitdrukking,  krachtens 
(2),  =  O  is,  zoo  is  ook  de  eerste  term  =:  O,  of,  door  p 
deelende : 

bc—  cq  —  (b  +  c)r  —  b8  +  qr  +  q  8+  r  8:=  O ..  {4) 

De  vergelgkingen  (2)  en  (i)  stellen  dus  de  voorwaarde 
Toor,  waaraan  6,  c,  q^r  en  a  moeten  voldoen.  Elimineeren 
wg  tusschen  deze  vei^el^kingen  nog  c,  dan  verkregen  w^: 

(r  +  8)b^-^{qr+  q8  +  2rs)b  +  {2q.r  +  q  8  +  r  8)r  =  O 

waarin  men  drie  grootheden  willekeurig  kan  aannemen  om 
er  de  vierde  uit  te  bepalen.  Het  eenvoudigst  zou  zyn  g,  r 
en  8  =  -|-  1  te  stellen,  maar  dan  wordt  b  onbestasinbaar. 
Stelt  men  r  en  a  =  1 ,  en  laat  men  q  nog  onbepaald,  dan 
verkrijgt  men 

Wil  men  q  positief  aannemen,  dan  moet  y>  2  +  ^/  5,  d.  i.> 
4,236  zgn ;  Airt  nam  aanvankel^k  q  =z5;  b  wordt  dan 
8  d=  1  =  4  of  2\  waarvan  hg  de  laatste  koos.  Wil  men 
echter,  zooals  Yalz  voorstelde,  q  negatief  nemen,  dan  geefb 
j  = — 1  reeds  een  bestaanbare  uitkomst,  nL  b  =  zh  1;  daar 
nn  b  noodzakelijk  positief  moet  zgn,  is  alleen  het  bovenste 
teeken  geldig ;  derhalve  &  =  1  en  uit  (2) :  c  =:  3,  een  en 
ander  overeenkomstig  de  boven  medegedeelde,  later  door 
AiBT  aangenome  verhoudingen. 

In    hety  exemplaar   den    Leidsche  Sterrewacht,  mg  goed- 


(  162) 

gunstig  door  den  Heer  Bakhutzan  ter  leen  a^estaan,  adig* 
nen  de  yenraardigers  Toor  de  eenheid  den  engekehen  duim» 
(25,4  mm.)  genomen  te  hebben;  althans  eene  bepaling  der 
brandpuntsafstanden  en  nitmeting  der  onderlinge  a&tanden 
der  lenzen  heeft  mg  in  millimeters  gegeven: 


qz=z  —  26,0   , 

dikte  =  0,65 

k  —  %22 

r=  +  27,l  , 

4,86 

1,61 

»  =  +  23,85, 

1,95 

0,62 

6=       25,0  , 

c  =       71.0  . 

A  is  =  den  afstand  der  knooppunten,  als  men  den  brekings- 
index van  het  glas  =1,5  stelt.  De  brandpuntsafistanden 
YÜga  hier  gemeten  van  knooppunt  tot  brandpunt,  en  de  on- 
<lerlinge  afstanden  der  lenzen  tusschen  de  naar  elkander 
to^ekeerde  knooppunten. 

Er  zgn  vier  objectieflenzen,  die  even  zoo  vele  verschillende 
vergrootingen  geven.  Zg  zgn  in  buisjes  gevat,  die  met  ba- 
jonetsluiting bevestigd  worden  in  het  buisje  AB  C D^  dat 
onder  aan  den  mikrometer  geschroefd  is.  De  figuur  ver- 
toont den  mikrometer,  als  de  kleinste  vergrooting  gebruikt 
wordt;  met  stippels  is  aangegeven  waar  de  2^,  3®  en  4* 
voorste  lenzen  komen,  als  de  buisjes,  waarin  zg  gevat  zgny 
in  de  plaats  van  de  in  de  figuur  aangewezene  komen.  Voor 




N». 

Dikte. 

i. 

P- 

a. 

1 

4,63 

1,44 

26,41 

27,2 

2 

4,45 

1,37 

19,94 

21,4 

S 

4,01 

1,23 

12,70 

12,7 

4 

4,53 

1.24 

8,40 

8,0 

-waaruit    blgkt    dat    de  gelgkheid  van  p  en  a  door  de  ver- 
vaardigers vrg  wel  in  acht  genomen  is, 

De    waarde    van  den  equivalenten  brandpuntsafstand  van 
een  uit  4  glazen  bestaand  oculair  is: 


-f  = 


P9^^ 


{p-a)q{r  +  *-c)+  r(«-c)(p  +  ?-«)-6(p+y-a)(r+#H;) 


(153) 

Substitueert    men    hierin    de    waarden   p  ^n  a,  q  =: 
6  =  r  =  *  =  1,  en  c  =  3,  dan  verkrggt  men 

JP=  — a; 


1, 


het  geheele  oculair  is  dus  equivalent  aan  eene  negatieve  lens 
met  een  brandpuntsafstand  =  a,  en  vertoont  dus,  evenals  een 
Galileische  k^ker,  de  voorwerpen  rechtop. 

Bg  het  nauwkeurig  beschouwen  van  dezen  mikrometer 
kwam  de  vraag  bj  mij  op  of  de  waarde  eener  omwenteling 
der  mikrometerschroef  wel  onafhankelgk  is  van  de  accom- 
modatiewijdte van  het  oog.  Is  dit  niet  het  geval,  en  moet 
de  a&tand  van  het  in  het  brandpunt  des  kgkers  gevormde 
beeld  tot  de  voorste  lens  van  den  mikrometer  onveranderd 
blijven,  dan  is  het  gebruik  van  het  instrument  aan  groote 
moeielgkheden  onderworpen. 

Om  dit  te  onderzoeken,  ga  men  den  loop  der^lichtstralen 
in  eene  tegengestelde  richting  na,  als  waarin  zg  invallen, 
dus  van  het  oog  uit.  Stel  dat  het  oog  hypermetropisch  is 
en  dat  het  geaccommodeerd  is  voor  stralen  die  convergeeren 
op  een  afstand  D  van  de  ooglens,  aan  de  zyde  van  den 
^  waarnemer ;  als  wg  dan  deze  stra- 

len   in    omgekeerde  richting,  dus 
van    het    oog    naar   het   objectief 
vervolgen,    zullen  zg  zich  na  den 
Gespleten  lens  doorgang  door  elke  der  4  lenzen 
vereenigen    in    4    punten    P,    Q, 
i?,  S;  stel  de  afstanden  dezer  ver- 
eenigingspunten  tot  de  laatst  door- 
geloopene   lens    D',    c\    V   en  a', 
dan   zullen   deze   grootheden   alle 
afhangen  van  Z>.  Om  nu  de  door 
ons  gestelde  vraag  te  beantwoor- 
den zgn,  in  figuur  2,  Q,  R  en  S 
de    drie    laatste    der    bedoelde    4 
punten,    dan    bevindt    zich    in   S 
het    door    het  objectief  gevormde 
beeld,   dat   door   den  mikrometer 
gemeten  wordt.     Stel  dat  deééne 


3-c 


R 


— 

I 


Voorste  lens 


a' 


Brandvlak 
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helft  der  gespletene  lens  zooveel  op  zgde  geschroefd  is,  als 
ééne  omwenteling  (}  der  mikrometerschroef  bedraagt,  en  dat 
daarmede  overeenstemt  eene  verplaatsing  van  het  beeld  =  (f\ 
dan  is 

Stel  b  —  e'  =.E,  dan  is 

O  =r  :=  a  —  o  =  a  —  ■— 

E  —  q  E  ^  q 

a  —  o  —  o 


(^       a-b'\    ^Ej 


E 


b'  —  p    E  —  q 


ifl-p) 


(-^)- 


Zal  dus  —  onafhankelijk  van  E  en  das  van  D  zgn,  dan 

moet  a  =  p  zijn,  en  aan  deze  voorwaarde  is,  zooals  boven 
is  medegedeeld,  reeds,  om  een  ander  doel  te  bereiken,  vol- 
daan. 

Worden  de  door  Aiey  aangegeven  verhoudingen  strikt  in 
acht  genomen,  dan  is,  voor  een  oog,  dat  voor  evenwgdige 
stralen  acommodeert, 

i)  =  oo, 
!>'  =  «  =  1, 
c  -  i?'  =  2, 

o' =  2, 

£=6  — c'=- 1, 


en,  daar  y  1=  —  1  is : 


-i=». 
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zoodat  ook  de  tweede  factor  van  den  eersten  term  van  den 
noemer  :=  O  wordt.     In  die  onderstelling  heeft  men  dus 

In  de  uitvoering  zullen  echter  de  werkelgke  waarden  van 
6,  c,  q,  r  en  8  altgd  eenigszins  van  de  theoretische  waar- 
den verschillen,  en  de  beide  factoren  van  den  eersten  term  van 
den  noemer  zullen  dus  feitelgk  niet  geheel  =  O  zgn,  maar 
het  product  van  beide  factoren  zal  ten  opzichte  van  q  altgd 
zeer  klein  zgn. 

Zooals  men  uit  figuur  1  ziet,  zgn  ooglens  en  collectief- 
lens  in  eeue  en  dezelfde  uitschuif  bare  oogbuis  bevestigd; 
is  dus  de  mikrometer,  op  zeer  weinig  na,  op  den  behoor- 
Igken  a&tand  van  het  objectief  aangebracht,  doch  vindt 
men  dan  de  beelden  niet  volkomen  zuiver,  dan  kan  men 
de  voor  het  meten  noodige  scherpte  der  beelden  ook  nog 
verkrggen,  door  die  oogbuis  in  of  uit  te  schuiven;  het  is 
namel^k  duidelgk  dat  dit  op  de  aanraking  der  beide  beel- 
den, die  door  de  helften  der  gespletene  lens  gevormd  worden, 
van  geen  invloed  is. 

Utrecht,  Mei  1888. 


J  A.C. OVDEiWiS.lMibeleheeldenmibxmteler  van. 
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(iKWONE  VERGADERING  DER  APDEEUNG  NATUURKUNDE, 
op  Zaterdag  26  Hei  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren  :  van  de  Sandb  Bakhuyzen,  Voor- 
zitter, ScHouTB,  Kapteijn,  Hoogbweeff,  Babhr,  Stokvis,  Fok- 
ster, VAN  DER  Waals,  Schols,  Buke,  A.  C.  Oodbmans  jr^ 
Grinwis,  Buys  Ballot,  Michaëlis,  van  Dibsbn,  Brutel  de 
LA  RiviÈRE,  Mulder,  Rauwenhoff,  Pekelharing,  Gunning, 
LoRBNTz,  Franchimont,  Mac  Gillavry,  Korteweg,  Kambr- 
lingh  Onnes,  Fürbringer,  Place,  Hoek,  Martin,  Hoppmann 
Beuerinck,  Behrens,  Engelmann  en  C.  A.  J.  A.  Oudekansi 
Secretaris. 

—  Het  Proces-Verbaal  der  vorige  zitting  wordt  gelezen 
en  goedgekeurd. 

—  De  Voorzitter  wenscht  de  eerste  maal,  dat  het  praesi- 
dium  door  hem  zal  worden  waargenomen,  niet  voorb^  te 
laten  gaan,  zonder  zgn  dank  voor  de  op  hem  uitgebrachte 
keuze  uit  te  spreken,  en  zich  in  de  welwillende  samenwer^ 
king  zgner  medeleden  aan  te  bevelen.  —  Hg  vertrouwt 
dat  het  hem  gelukken  zal,  de  bgeenkomsten  met  onpart^- 
digheid  te  leiden,  in  overeenstemming  met  de  overlevering, 
dat  geschillen  van  wetenschappelgken  aard  in  vergaderingen 
als  die  der  Koninklijke  Akademie  van  Wetenschappen,  enkel 
door  argumenten,  aan  de  wetenschap  ontleend,  beslecht  kuu- 
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nen  worden.  —  Hg  vertrouwt  in  den  geest  der  Vergade- 
ring te  handelen,  wanneer  hij  een  woord  van  dank  richt 
tot  den  vorigen  Voorzitter,  den  Heer  Buys  Ballot,  wiens 
70-jarige  leeftgd  hem  verplichtte  tot  de  rustende  leden  over 
te  gaan,  voor  de  diensten  door  hem  aan  de  Akademie  be- 
wezen. De  genegenheid  van  de  leden  dezer  Instelling  voor 
zgn  persoon,  was  hem  niet  lang  geleden  gebleken,  bij  de 
herdenking  van  zijn  40-jarig  hoogleeraarschap.  —  De  Aka- 
demie was  daarbij  —  harer  overlevering  getrouw,  waartegen 
Spreker  geen  bezwaren  konde  opperen  —  niet  op  officiëele 
wijze  vertegenwoordigd  geweest,  maar  er  kan  geen  twyfel 
bestaan  of  alle  ambtgenooten  van  den  Jubilaris,  en  dus  ook 
zg,  die  de  plechtigheid  niet  p»*rsoonlgk  konden  bg wonen, 
waren  in  gedachte  in  de  feestzaal  tegenwoordig  geweest. 
Hg  hoopt  van  harte  dat  het  den  Heer  Btjys  Ballot  nog 
vele  jaren  gegeven  moge  wezen,  de  bgeenkomsten  der  Af- 
deeling  bg  te  wonen. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  dankz^ging  voor  ont- 
vangen  werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

P.  de  Gedeputeerde  Staten  van  Friesland  te  Leeuwarden, 
17  Mei  1888;  20.  A.  Klüyvee,  Bibliothecaris  vandeMaat- 
schappg  der  Nederlandsche  Letterkunde  te  Leiden,  Maart 
1888;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

P.  J.  Bosscha,  Secretaris  van  de  Hollandsche  Maat- 
schappij der  Wetenschappen  te  Haarlem,  27  April  1888; 
2^.  SxaiCKBR,  Bibliothecaris  der  Senckenbergische  naturfor- 
schende  Gesellschaft  te  Frankfurt  a.M.,  8  April  1888;  waar- 
op het  gewone  besluit  valt  van  schriftelijke  dankbetuiging 
en  plaatsing  in  de  boekerg. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren:  1^.  de  mede- 
deeling  van  Z.  Exc.  den  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken, 
(14  Mei  1888)  dat  het  Z.M.  den  Koning  behaagd  heeft, de 
benoeming   van   de    Heeren    Dr.    J.  C.  Kaptbijn  en  Dr.  S. 
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HooGBWBEPP  tot  leden,  en  die  des  Heeren  Dr.  Auo.  Ebkülé, 
Hoogleeraar  in  de  Scheikunde  te  Bonn,  tot  buitenlandscli  lid 
der  Akademie  goed  te  keuren;  2^.  brieven  van  de  Heeren 
Kapteijn  en  Hoogbwerpf,  waarin  z^  der  Afdeeling  hun  dank 
betuigen  voor  de  eervolle  onderscheiding,  hun  bewezen. 

De  Heeren  Pekelhaking  en  Martin  worden  uitgenoodigd, 
de  nieuw  benoemde  leden  ter  Vergadering  binnen  te  leiden. 

Nadat  dit  geschied  is,  worden  zg  door  den  Voorzitter 
verwelkomd  en  als  leden  geïnstalleerd. 

—  De  Secretaris  deelt  mede,  dat  de  Heer  Dr.  Jan  de  Veibs, 
leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Kampen,  hem  een  opstel  toezond, 
getiteld:  >Over  de  harmonische  configuratie  (248,  l^*)"»  ™®*' 
verzoek  dit  ter  plaatsing  in  de  werken  der  Akademie  aan 
te  bieden.  —  De  Voorzitter  noodigt  de  Heeren  Schoute  en 
Bierens  de  Haan  uit,  daarover  in  de  Juni- Vergadering 
rapport  uit  te  brengen. 

Verder,  dat  de  Keer  Dr.  J.  D.  van  der  Plaats  de  door 
hem  voor  de  werken  der  Akademie  aangeboden  verhande- 
ling: »Over  den  Secundeslinger;  Ie  gedeelte**  heeft  terug 
verzocht. 

—  De  Heer  Grinwis  leest,  ook  uit  naam  van  den  Heer 
LoRENTZ,  het  rapport  over  het  opstel  van  den  Heer  Dr.  V. 
A.  JuLius:  »Over  de  dubbellijnen  in  de  spectra  van  natrium, 
magnesium  en  aluminium".  De  conclusie  strekt  om  aan  des 
Schrgvers  verlangen,  zijn  arbeid  in  de  werken  der  Akademie 
opgenomen  te  zien,  gevolg  te  geven.  Aldus  wordt  besloten. 

—  De  Heer  Pranchimont  herinnert  eerst  aan  zgne  mede- 
deelingen  van  het  vorige  jaar  omtrent  de  werking  van  sal- 
peterzuur,  bg  de  gewone  temperatuur,  op  derivaten  van  het 
ureum.  Het  is  toen  gebleken  dat  alle  ureumderivaten,  waarin 
de  ureumrest  met  de  overige  elementen  een  open  keten  vormt, 
ontleed  worden  op  de  wijze  der  amiden,  ofschoon  niet  altgd 
even  gemakkel^k,  maar  dat  dit  niet  gebeurt  bg  dezulke, 
waarin  de  ureumrest  met  de  overige  atoomgroepen  een  ge- 
sloten   ring    vormt.    In    het  laatste  geval  had  óf  geene,  öf 
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eene  geheel  andere  werking  plaats,  welke  meestal  bestond 
in  de  vorming  van  een  nitroderivaat. 

Het  verder  onderzoek,  dat  met  de  hulp  van  den  Heer 
B^LOBBiE  werd  verricht,  heeft  geleerd  dat  de  interne  ureiden, 
ook  door  hun  gedrag  met  salpeterzuur^  in  ten  minste  drie 
soorten  te  onderscheiden  z^n: 

1^.  zgi  waarin  de  rest  van  het  ureum  alleen  met  eene 
koolwaterstofrest  verbonden  is,  zooals  het  aethyleencarbamidej 
het  glycolwril  enz.,  die  juister  ttreinen  genoemd  moeten  worden; 

2^.  zg,  waarin  ééne  groep  NH  van  de  ureumrest  aan  eene 
koolwaterstofrest,  de  andere  aan  de  groep  00  gebonden  is, 
zooals  bg  de  interne  ureïden  der  éénbasische  zuren :  hydan- 
toïne^  lactylureum^  acetonylureum  enz.  ; 

3^.  zg,  waarin  de  beide  groepen  NH  der  ureumrest  alleen 
aan  00  gebonden  zijn,  zooals  bij  de  interne  ureïden  der 
tweebasisehe  zuren:  parabaanzuur  enz. 

De  beide  eerste  soorten  leveren  gemakkelijk  nitroderiva- 
ten,  de  eerste  een  dinitro-,  de  tweede  een  mononitroderivaat. 
De  derde  soort  levert  alleen  dan  een  nitroderivaat,  als  tus- 
schen  de  beide  00-groepen  van  het  tweebasisehe  zuur  een 
met  waterstof  verbonden  C-atoom  zich  bevindt.  Zulk  een 
nitroderivaat  heeft  andere  eigenschappen  dan  die,  welke  uit 
de  beide  andere  soorten  van  interne  ureïden  ontstaan  en 
wordt  voorloopig  niet  verder  besproken. 

Van  de  1**«  soort  van  interne  ureïden  werd  vooreerst  het 
aethyleencarbamide  onderzocht;  dit  geeft  uiterst  gemakkel^k 
een  kleurloos  dinitroderivaat,  dat  in  water  niet  oplosbaar 
is,  maar  uit  kokenden  absoluten  alcohol,  waarin  het  een 
weinig  oplost,  kan  omgekristalliseerd  worden.  Het  geeft  met 
4  molec.  Na  OH  een  kleurloos  oplosbaar  natriumderivaat, 
waaruit  door  zilvernitraat  de  correspondeerende  Ag.-verbin- 
ding  als  wit  poeder  wordt  neergeslagen,  dat  in  drogen  toe- 
stand bg  zachte  verwarming  heftig  ontploft. 

Het  dinitroaethyleencarbamide  wordt  door  koken  met  water 
ontleed ;  onder  opneming  van  één  molec.  Hg  O  geeft  het  één 
molec.  OOg  af  en  er  ontstaat  een  fraai  kristalliseerend  kleur- 
loos lichaam,  dat  in  koud  water  weinig  oplost,  en  eene  sterk 
zure  reactie  heeft.    Het  wordt  door  kali  niet  ontleed,  maar 
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geeft  een   kaliumderiTast   raet  2  Ea,  dat  nit  alcohol  oing&> 
kristalliseerd  kan  worden. 

De  sterk  zure  reactie  ran  dit  lichaam  deed  de  vraag  op- 
werpen of  de  nitrogroepen  hierin,  en  dus  ook  in  het  dini- 
troaethyleencarbamide,  aan  koolstof  of  aan  stikstof  gebonden 
zgn;  met  andere  woorden  of  het  product 

I  i 

CH— NHa      dan  wel       CHg— NH     is. 

I  I 

CH— NHj  CHs— NH 

1  I 

dinitroaethyleendiamine  aethyleendinitramine 

De  sterk  zure  reactie  maakt  de  eerste  opvatting  minder 
waarschgnl^k  en  pleit  niet  tegen  de  tweede.  Tweeërlei  we- 
gen kunnen  ingeslagen  worden  om  de  vraag  op  te  lossen. 
De  eerste  is  de  reductie ;  deze  zou  alleen  dan  tot  het  doel 
leiden,  als  er  gemakkel^k  een  hydrazine  ontstond,  hetgeen 
de  tweede  opvatting  zou  bewezen.  Het  is  echter  de  vraag 
of  het  te  verwachten  hydrazine,  dat  niet  bekend  is,  bestaan- 
baar is  onder  de  aan  te  wenden  omstandigheden  en  niet 
ontleed  wordt  in  aethyleendiamine  en  NH3  :  de  producten 
die  ook  uit  het  eerste  lichaam  te  verwachten  z^n  en  vol- 
gens voorloopige  proeven  ook  werkelgk  bg  de  reductie  sche- 
nen te  ontstaan.  De  tweede  weg  is  het  onderzoek  van  het 
gedrag  der  methylderivateu  van  het  aethyleencarbamide 

GHg  di3  GH3 

CHg— N  C— NH 

I  >C0  en  I       >C0 

CHjs— N  O— NH 

\  /  \ 

GH3  GH3       GH3 

welke  beiden  onbekend  zgn,  tegenover  salpeterzuur. 

Het  is  tot  nog  toe  niet  gelukt  deze  lichamen  te  berei- 
den, ofschoon  reeds  eene  aanw^zing  voor  de  vorming  van 
het  eerste  verkregen  is. 
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De  buitenge woD  e  kostbaarheid  van  het  aethyleencarbamide, 
waarvan  aanzienl^ke  hoeveelheden  noodig  zouden  zgn,  deed 
besluiten  eerst  met  andere  lichamen  eenige  opheldering  aan 
te  brengen. 

Hiertoe  kon  zich  wellicht  het  glycoluril  leenen ;  dit  levert 
eveneens  een  dinitroderivaat,  dat  ongekleurd  en  onoplosbaar  is 
in  de  gewone  oplosmiddelen.  Door  koking  met  water  wordt 
het  ontleed,  doch  behalve  één  molec.  GO^i  ontwikkelen  er 
zich  nog  twee  molec,  N^O  en  er  ontstaat  een  fraai  kristal- 
liseerend  lichaam,  dat  isomeer  is  met  het  hydantoïnezuur, 
en  zich,  behalve  in  vorm  enz.,  daarvan  onderscheidt  in  het 
gedrag  met  salpeterzuur,  waarmede  het  geen  gas  ontwikkelt, 
terwfll  hydantoïnezuur  dadelflk  CO2  en  NgO  levert. 

Twee  formules  kunnen  dus  weer  voor  het  dinitroglycolurü 
in  aanmerking  komen 

I  / 

/NH-C-NH         en        /NH~CH-N 


CO         I      >C0  CO  I        >C0 

\NH  ~C— NH  \Nfl- CH— N 

\ 
NO3 


NOg 
terwgl  voor  het  ontledingsproduct  door  water  deze 


DO  \^ 


de  meest  waarsch^nlgke  kan  geacht  worden. 

Om  tusschen  de  beide  formules  voor  het  dinitroglycolurü 
te  kunnen  beslissen,  werden  de  methylderivaten  van  het 
glycoluril  bereid  en  aan  de  werking  van  het  salpeterzuur 
onderworpen. 

GlycoldimethyluTÜ  (uit  glyoxaal  en  monomethylureum)  gaf 
een  dinitroderivaat,  en  wel  een  wit,  in  water  en  alcohol 
geheel  onoplosbaar  poeder,  dat  door  koken  met  water  in 
't  geheel  niet  veranderd  werd. 

Glycoltetramethyluril  (uit  glyoxaal  en  symetrisch  dime- 
thylureum^  dus 
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/CHg  /OH3 

/N-CH-N 
CO      I        >co 
.N-CH— N 
XCHs        XCHs 

wordt  door  salpeterzuur  aangetast    onder  oxydatie;  en  naar 
gelang   der   omstandigheden   schenen  er  Terschillende  nitro- 
derivaten  uit  te  ontstaan  met  geringer  C-gehalte. 
Dimethylglyeolurtl  (uit  diacetyl  en  ureum) 

/CH3 
/NH-C— NH 
CO         I       >C0 
xNH— C-NH 

I 
CH3 

schgnt  een  nitroderivaat  te  kunnen  geven,  zonder  dat  oxy- 
datieverscli^nselen  zich  daarbij  openbaren. 

Deze  feiten  schgnen  er  voorloopig  op  te  wyzeU;  dat  in 
de  nitroverbindingen  dezer  ureïden  de  nitrogroepen  zich  aan 
de  stikstof  bevinden. 

Een  analoog  resultaat  werd  verkregen  bg  de  tweede  soort 
van  ureïden. 

Hier  werden  de  drie  volgende  onderzocht 

GHg  CH3  GH3 

H  /  \/ 

CHa— N^  CH-NH  C — NH 

1  >C0  I  >C0    en     |        >C0 

CO — NH  CO-NH  CO-NH 

hydantoïne  lactylureum         acetonylureum 

die  alle  drie  een  mononitroderivaat  geven. 

Deze  nitroderivaten  zijn  kleurlooze,  goed  kristalliseerende 
lichamen,  die  door  koken  met  water  ontleed  worden,  of- 
schoon niet  even  gemakkel^k.  Het  nitrohydantoïne  wordt 
het  moeielijkst  door  kokend  water  aangegrepen  en  geeft 
daarbg  CO3  af,  waarbij  op  't  laatst  eenig  N3O  komt ;  en  er 
blijft  een  lichaam  terug  dat,  na  omkristalliseering  uit  alco- 
hol, de  samenstelling  heelt  van  nitrohydantoïne  —  CO  -f  Hg. 
Iets  gemakkelgker  wordt  het  nitrolactylureum  ontleed  en  geeft 
in  den  beginne  veel  meer  COg  dan  M^O.    Teu  slotte  echter 
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komt  er  meer  N2O ;  zoodat  uit  één  molecuul  bigna  1  CO^ 
en  1  NgO  ontwikkeld  woiden.  Het  residu  'dat  zeer  zuur 
reageert  geeft  eene  reactie  op  melkzuur  met  kobaltacetaat. 
Veel  gemakkel^ker  dan  de  beide  voorgaande  wordt  het  nu- 
troacetonylureutn  door  kokend  water  ontleed  en  geeft  van 
't  begin  af  CO^  en  N2O  in  bgna  gelgke  volumina;  terwgl 
er  oxyifioboterzuur  schgnt  gevormd  te  worden. 

Het  bestaan  van  het  nitroacetonylureum  en  de  vorming 
van  ozyisoboterzuur  er  uit  kunnen  als  bew^s  dienen  dat 
de  groep  NO^  aan  de  N  gebonden  is,  zoodat  dit  en  ver- 
moedelijk ook  de  beide  andere  nitrolichamen  tiitro-ureïden  ot 
nürureïden  zgn. 

GHg  CH3  CH3 

I  >C0  I  >C0       en      |         >Cü 

00 Ng  CO«Ng  CO— Ng 

Het  uit  nitrohydantoïne  met  H^O  verkregen  product  wordt 

dan 

CHa— N— NO2 
I         H 
00 

\ 
NHjj 
nitramidoacetamide. 

Uit  de  verkregen  resultaten,  in  verband  met  het  feit  dat 
parabaanzuur  en  cholestropbaan  door  salpeterzuur  niet  ver^ 
anderd  worden,  kan  afgeleid  worden  dat  de  groep  MH  tus- 
schen  2  CO  groepen  geplaatst  in  een  ring  van  atomen  door 
salpeterzuur  niet  aangegrepen  wordt,  maar  dat  z^,  gebonden 
aan  1  CO  en  aan  ééne  koolwaterstofrest,  haar  H-atoom 
t^en  de  groep  NO2  kan  inruilen^  zoodat  ook  hier  weder 
de  groote  invloed  der  zoogenaamde  negatieve  groepen  op  de 
eigenschappen  der  verbindingen  blijkt.  Üok  uit  de  ontleding 
der  verschillende  nitro-ureïden  met  H^O,  z^n  omtrent  dien 
invloed  belangr^ke  gevolgtrekkingen  te  maken. 


Bij  de  bereiding  van  aethyleencarbamide  (uit  aethyleendia- 
mme  en  uethyicarbonaat)   werd  eens,  in  plaats  van  aethyl- 


(Hè) 

carbonaat,  methylcarbonaat  genomen,  en  toen,  reeds  in  de 
koade,  een  ander  fraai  kristalliseereud  lichaam  verkregen, 
dat  aan  deze  formule 

CHg— N^— COaCHs 

I 

CH3— Ng— COjjCHg 

beantwoordde.  Het  gaf  met  salpeterzuur  een  dinitroderivaat, 
dat  door  koken  met  water  niet  ontleed  werd.  Dit  gaf  aan- 
leiding, den  methylamidomierenzuren  methylaether  te  berei- 
den, die  eveneens  een  nitroderivaat  schgnt  te  geven. 

Eenige  jaren  geleden  was  de  werking  van  salpeterzuur 
op  Gfymetrisch  dimethylureumnitraat  onderzocht,  en  toen 
was  gevonden  dat  deze  zeer  langzaam  plaats  had.  Zg  werd 
nu  op  andere  w^ze  herhaald.  Toen  nl.  de  gasontwikkeling 
begon,  werd  de  oplossing  in  water  gegoten,  waarb^  zich 
eene  vloeistof  afscheidde;  deze  werd  door  koken  met  water 
ontleed  onder  ontwikkeling  van  CO^.  Yermoedel^k  is  z^  dus 
een  nitrodimethylwreum  geweest.  Het  product,  dat  door  de 
ontleding  met  HgO  ontstond  en  met  aether  afgezonderd 
werd,  was  vloeibaar  en  vermoedelgk  het  monomethylnürarnine 

CHg — N  — NOg.  Toen  beproefd  werd  het  te  distilleeren, 
ontplofte  het  met  een  buitengewoon  heftigen  knal.  Dit  on- 
derzoek zal  echter  worden  voortgezet. 

—  De  Heer  Schols  spreekt  over  de  berekening  van  de  af- 
schuivende krachten  en  de  buigingsmomenten,  die  b^  spoor- 
wegbruggen worden  opgewekt  door  eene  belasting  bestaande 
uit  locomotieven.  De  onregelmatige  verdeeHng  van  de 
drukkingen,  op  de  verschillende  assen  van  een  locomotief 
uitgeoefend^  maakt  die  berekening  vrg  omslachtig.  Spreker 
heeft  zich  nu  ten  doel  gesteld  om  na  te  gaan  in  hoeverre 
uit  die  onregelmatig  verdeelde  belasting  toch  eenvoudige 
formules  z^n  af  te  leiden  voor  de  berekening  van  de  ge- 
noemde krachten  en  momenten.  Daar  men  b^  de  berekening 
van  beiden  te  maken  heeft  met  de  som  van  de  momenten 
ten  opzichte  van  het  steunpunt  van  de  krachten  die  tusschen 
dat  steunpunt  en  het  beschouwde  punt  op  den  ligger  werken, 
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Worden  die  momenten  in  de  eerste  plaats  beschouwd.  Het 
blgkt  nu  dat  die  som  van  momenten  in  twee  deelen  ge- 
splitst kan  worden:  in  een  hoofddeel  dat  door  eene  een- 
voudige formule  wordt  voorgesteld  en  in  een  periodiek  ge- 
deelte. Boven  het  steunpunt  bevindt  zich  namelijk  een 
locomotief  die  slechts  gedeeltelflk  op  de  brug  rust;  stelt 
men  de  lengte  van  dat  gedeelte  door  c  en  het  moment  van 
de  as-drukkingen  op  dat  gedeelte  van  de  brug  ten  opzichte 
van  het  steunpunt  door  m  voor  en  noemt  men  Q  het  ge- 
wicht van  een  locomotief,  b  haar  lengte  en  b'  de  afstand 
van  het  zwaarte  punt  tot  het  midden  van  de  locomotief, 
dan  wordt  het  periodieke  gedeelte  van  de  som  der  momen- 
ten voorgesteld  door: 

Dit  periodieke  gedeelte  bevat  hoofdzakel^k  de  onregel- 
matigheden die  voortspruiten  uit  de  onregelmatige  verdee- 
ling van  de  locomotief-belasting,  het  is  betrekkelijk  gering 
en  voor  het  grootste  gedeelte  negatief.  Voor  de  locomotief, 
die  by  de  berekening  van  de  bruggen  voor  de  Staatsspoor- 
wegen  als  type  is  voorgeschreven,  wisselt  de  waarde  daarvan 
af  tusschen  —  24,591  en  +  2,058  ton  meter. 

Beschouwt  men  nu  het  geval  dat  de  maximum  waarde 
van  de  afschuivende  kracht  V  ontstaat  wanneer  de  brug 
slechts  aan  eene  zijde  van  het  beschouwde  punt  belast  is, 
in  welk  geval  de  voorste  locomotief  met  hare  vooras  bg 
dat  punt  staat,  dan  vindt  voor  de  berekening  daarvan  de 
volgende  formule: 

VL  =  '^^{X+a){X  +  a  +  2  b')  +  mp 

waarin  X  de  lengte  van  het  belaste  gedeelte  en  Zr  de  totale 
lengte  van  den  ligger  voorstellen  en  waarin  a  de  a&tand 
aangeeft  van  vooras  tot  voorkant  buffer.  Daar  nu  het  pe« 
riodieke  gedeelte  mp  van  het  moment  klein  en  meestal  ne- 
gatief is,  kan  dit  ten  opzichte  van  den  hoofdterm  worden 
weggelaten  en  vindt  men  dus  voor  de  berekening  van  de 
afschuivende  kracht   V  de  volgende  eenvoudige  formule: 
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VL  =  ^^{X  +  a){X  +  a  +  2b') 

waaruit  bljkt,  dat  behalve  het  gewicht  van  de  locomotief 
per  strekkende  eenheid,  vooral  ook  de  ligging  van  het 
zwaarte  punt  en  de  afstand  van  de  vooras  tot  den  voor- 
kant buffer  van  invloed  z^n  op  de  waarde  van   F. 

De  hier  beschouwde  w^ze  van  belasting  geeft  niet  alt^d 
de  allergrootste  waarde  van  V;  er  kunnen  zich  andere  w^- 
zen  van  belasting  voordoen,  die  eene  eenigszins  grootere 
waarde  van  V  opleveren;  het  verschil  is  echter  steeds  ge- 
ring en  kan  dus  wanneer  de  lengte  L  van  den  ligger  niet 
al  te  klein  is,  verwaarloosd  worden,  te  meer  daar  dit  ver- 
schil alleen  van  eenige  beteekenis  is  voor  die  punten  van 
den  ligger  waar  V  zelve  eene  groote  waarde  bereikt.  Bfl 
de  vroeger  genoemde  locomotief  blgfk  dat  verschil  beneden 
de  5  ton. 

Maakt  men  de  formule  op  voor  het  buigingsmoment  in 
een  punt  van  een  ligger  op  eene  afstand  Xi  van  het  linker 
en  Xr  van  het  rechter  uiteinde,  dan  kan  die  onder  den 
volgenden  vorm  gebracht  worden: 

M=A+B+ C 

26  b  L 

C  =  --  mr  -h  —  m/, 

waarin  mr  en  mi  voorstellen  de  periodieke  gedeelten  van  de 
momenten  voor  de  locomotieven,  die  zich  respectievelgk  bo- 
ven het  rechter  en  het  linker  uiteinde  bevinden,  en  waarin 
c  en  m  dezelfde  beteekenis  hebben  als  boven  bg  mp,  maar 
nu  betrekking  hebben  op  de  locomotief  boven  het  beschouwde 
punt  van  den  ligger  en  wel  op  het  deel  rechts  van  dat  punt 
gelegen;  de  locomotief  zelve  is  ondersteld  met  het  voor- 
einde naar  rechts  gekeerd  te  zyn. 


(I6é) 

Het  eerste  gedeelte  A  is  de  hoofdterm,  en  komt  overeeii 
met  het  moment  opgewekt  door  eene  gelgkmatig  verdeelde 
belasting,  gelgk  aan  het  gewicht  van  de  locomotief  per 
strekkende  eenheid  vermeerderd  in  reden  van  X  tot  X  +  4  6'. 

De  twee  overige  deelen  hangen  naauw  samen  met  het 
periodieke  gedeelte  van  het  moment  van  de  locomotief.  De 
waarde  van  C  zal  steeds  blijven  binnen  de  grenzen  van  dat 
periodieke  gedeelte  en  dus  slechts  eene  kleine  positieve 
waarde  kunnen  verkregen.  Het  gedeelte  B  verkrggt  haar 
grootste  waarde  voor  Xr  =  2^,  X/  =  O  en  wordt  dan  juist 
gel^k  aan  het  periodieke  gedeelte  maar  met  het  omgekeerde 
teeken,  zoodat  de  grootste  positieve  waarde  van  B  niet  grooter 
kan  worden  dan  de  grootste  negatieve  waarde  van  het  perio- 
dieke gedeelte.  De  waarde  van  beide  termen  te  zamen  kan  dus 
nooit  grooter  worden  dan  het  verschil  van  de  twee  uiterste 
waarden  van  het  periodieke  gedeelte;  voor  den  vroeger  ge« 
noemden  locomotief  dus  nooit  grooter  dan  24,591  +  2,058  = 
26,649  ton  meter. 

Deze  grootste  waarde  zal  echter  nooit  bereikt  worden, 
omdat  wanneer  B  hare  grootste  waarde  bereikt,  C  juist 
dezelfde  negatieve  waarde  verkrijgt.  B^  eene  eenigszins 
groote  brug  kan  dus  het  weglaten  van  de  twee  termen  geen 
bezwaar  opleveren.  Ook  niet  dicht  bij  de  uiteinden  alwaar, 
zooals  uit  den  hoofdterm  A  blijkt,  het  moment  zelve  klein 
wordt,  omdat  in  dat  geval  B  wel  eene  groote  positieve 
waarde  kan  bereiken,  maar  C  dan  tevens  eene  groote  nega- 
tieve waarde  bezit.  Het  weglaten  van  beide  termen  voert 
tot  de  eenvoudige  uitdrukking: 

QX  +  46' 
o         Li 

Bestaat  de  belasting  gedeeltelgk  uit  locomotieven  gedeel- 
tel^k  uit  zwaar  beladen  goederen^wagens,  dan  worden  de 
formules  natuurlek  iets  samengestelder ;  zg  leiden  echter 
eveneens  tot  eenvoudige  eindformules.  Stelt  men  het  aantal 
locomotieven  gel^k  n  en  het  gewicht  der  wagens  per 
strekkende  eenheid  gel^k  q  dan  vindt  men  voor  de  bere- 
kening van   F  en  J/: 


(169) 
7L  =  4  g  (X  +  a  —  n  6)»  +  n  <2  (X  +  a  —  i  n  6  +  6') 

De  hierbg  verwaarloosde  termen  bereiken  ongeveer  het- 
zelfde bedrag  als  boven  voor  eene  belasting  enkel  uit 
locomotieven  bestaande  is  aangegeven.  Het  weglaten  daar- 
van heeft  hier  te  minder  bezwaar,  omdat  men  hier  steeds 
met  groote  bruggen  en  dus  met  groote  waarden  van  V  en 
M  te  maken  heeft. 

—  De  Heer  Pekbleaking  spreekt  over  woekering  van 
het  endothelium  in  slagaderen. 

In  de  laatste  jaren  heeft  Thoma  door  een  uitgebreid  onder- 
zoek aangetoond,  dat  woekering  van  het  endothelium,  'twelk 
den  wand  der  slagaderen  van  binnen  bekleedt,  b^  den  mensch 
niet  slechts  onder  pathologische,  maar  ook  onder  normale 
omstandigheden  voorkomt.  Z^  komt  op  den  voorgrond  en 
vertoont  zich  duidelgk  als  ziekelflk  verschgnsel  bg  de  chro- 
nische endarteriitis,  maar  zg  is  evenzeer  aan  te  toonen  als 
een  normale  verandering,  die  reeds  zeer  spoedig  na  de  ge- 
boorte begint,  in  dat  gedeelte  van  de  slagaderlgke  bloed- 
baan, 'twelk  tusschen  den  ductus  arter.  Botalli  en  de  arteriae 
ambilicales  gelegen  is.  Zoowel  onder  normale  als  onder 
pathologische  omstandigheden  ontstaat  zg  daar,  waar  de 
slagader  te  wgd  dreigt  te  worden  of  reeds  geworden  is. 
Zoo  vond  Thoma  deze  woekering  ook  in  de  slagaderen  van 
extremiteiten,  waarvan  een  gedeelte  geamputeerd  was,  en 
wel  in  de  hoofdslagader  over  haar  geheele  lengte  en  in  die 
takken,  welker  gebied  door  de  amputatie  verkleind  was,  maar 
niet  in  de  takken,  die  een  ongedeerd  stroomgebied  behouden 
hadden.  De  vermeerdering  van  het  endothelium,  die  tot 
woekering  van  fibrillair  bindweefsel  leidt,  draagt  daardoor 
het  karakter  van  een  compenseerende  verandering.  De  vraag, 
welke  de  onmiddellgke  oorzaak  is  van  deze  proliferatie  van 
cellen,  wordt  door  Thoma  in  dien  zin  beantwoord,  als  zou 
verlangzaming  van  den  bloedstroom  daarbg  de  hoofdrol  spe- 
len.    Maar    hg    toont  niet  aan,  dat  verlangzaming  van  den 
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stroom  mag  worden  aangenomen  in  al  die  gevallen,  waarin 
de  woekering  van  endothelium  gezien  wordt.  Wel  echter 
is  de  drukking,  die  op  het  endothelium  wordt  uitgeoefend, 
verminderd,  ten  minste  bij  het  afnemen  van  de  grootte  en 
volkomenheid  van  de  elasticiteit  van  den  slagaderwand,  en 
evenzeer  b^  de  vormverandering  van  den  oorsprong  van  een 
slagadertak,  waarop  door  kronkeling  van  den  hoofdstam  een 
trekking  wordt  uitgeoefend. 

Inderdaad  is  nu  gebleken,  dat  vermindering  van  de  druk- 
king op  het  endothelium  van  arteriën  tot  proliferatie  van 
cellen  aanleiding  geeft.  Wanneer  bij  konijnen  of  honden  twee 
gelijknamige  slagaderen,  beide  carotiden  of  beide  arteriae 
crurales,  te  gelgker  tigd  dubbel  worden  afgesnoerd,  en  wel 
zóó  dat  de  eene  arterie  eerst  peripherisch  en  daarna  centraal, 
en  de  andere  eerst  centraal  en  daarna  peripherisch  dichtge- 
bonden  wordt;  dan  staat  tusschen  de  twee  ligaturen  in 
beide  slagaderen  het  bloed  stil,  maar  in  het  eerste  geval 
bleven  de  endotheliumcellen  onder  een  drukking,  nagenoeg 
gel^k  aan  die,  welke  z^  bij  den  ongestoorden  bloedstroom 
ondervonden,  in  het  andere  daarentegen  is  de  vaatwand 
geplooid    en  de  drukking  op  het  endothelium  veel  geringer. 

Wanneer  nu  het  dier  na  één  of  meer  weken  gedood 
wordt,  dan  kan  in  de  afgesnoerde  slagaderen  zeer  duidelijk 
woekering  van  bindweefsel  worden  aangetoond  in  de  gecol- 
labeerde  vaten,  terwijl  zg  in  de  vaten,  die  in  gespannen 
toestand  gebleven  zijn,  geheel,  of  zoo  goed  als  geheel  ont- 
breekt. Dat  het  nieuw  gevormde  bindweefsel  inderdaad  van 
endothelium  afkomstig  is,  'twelk  in  een  staat  van  woekering 
verkeerde,  blijkt  hieruit,  dat  in  de  eerste  week  na  de  afsnoe- 
ring  in  het  gecollabeerde  vat  mitosen  in  de  endotheliumcel- 
len aangetrofifen  worden.  De  woekering  staat  met  de  door 
het  afsnoeren  van  het  vat  opgewekte  ontsteking  in  geen  ver- 
band. Dicht  bij  de  ligaturen  vertoont  z^  zich  zoowel  in  de 
met,  als  in  de  zonder  spanning  afgesnoerde  slagaderen,  ter- 
wijl zij  midden  tusschen  de  een  tot  twee  ctm.  van  elkaar 
gelegen   ingosnoerde    plaatsen  in  het  gerekte  vat  ontbreekt 

Het  schijnt  niet  wel  raogelgk,  hier  een  andere  oorzaak 
voor  de  vermeerdering  der  cellen  aan  te  nemen,  als  vermiu- 
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dering  van  de  drukking.  De  rekking  van  den  vaatwand,  waar 
de  afsnoering  eerst  peripherisch  en  daarna  centraal  plaats 
had,  is  door  het  aanstroomende  bloed  zelf  teweeggebracht,  en 
kan  niet  van  dien  aard  z^n,  dat  de  voeding  daardoor  eenige 
storiiig  van  beteekenis  ondergaat.  Men  zou  wellicht  op  deze 
w^ze  kunnen  redeneeren:  De  endotheliumcellen  worden  tot 
woekeriDg  geprikkeld  zoodra  het  bloed  stil  staat.  Maar 
in  het  gerekte  vat  kunnen  z^  aan  die  prikkeling  geen  ge- 
hoor geven,  omdat  de  spanning  van  den  wand  een  krachtigen 
strooni  van  het  voedingsvocht  belet.  Zulk  een  meening  echter 
zal  men  niet  vasthouden,  wanneer  men  denkt  aan  de  hyper- 
trophie  der  slagaderwanden  b^  de  ontwikkeling  van  collate- 
rale  circulatie,  waarmede  noodzakelijk  vermeerdering  van 
het  aantal  endotheliumcellen  gepaard  moet  gaan.  Men  zou 
dus  moeten  aannemen,  dat  in  de  normale  slagader  de  en- 
dotheliumcellen steeds  de  neiging  bezitten  tot  woekering, 
maar  dat  zij  daarin  door  de  drukking,  waaraan  zg  blootge- 
steld z^n,  worden  tegengehouden. 

B^    aderen    heeft   spreker   tot  nog  toe  slechts  woekering 
van    endothelium    kunnen    waarnemen,  die*  met  het  door  de 
afsnoering  opgewekte  ontstekingsproces  in  verband  stond.  In- 
tussclien  z^n  de  veranderingen  van  het  endothelium  in  ade- 
ren  na    afsnoering   niet    voldoende  door  spreker  onderzocht 
om  daarover  een   goed  oordeel  te  vellen.     Slechts  wordt  er 
op    gewezen,    dat  er   voor  het  oogenblik  geen  grond  is  om 
voor   andere    endotheliumcellen   als   voor  die  der  slagaderen 
aan    te    nemen,  dat  zij    door  mechanische  drukking  worden 
tegengegaan  in  de  neiging  tot  proliferatie.  Ook  wijst  spreker 
er  op,    dat    de  endotheliumcellen  van  slagaderen  niet  enkel 
door  het    wegvallen    van    een    weerstand  tot  woekering  ge- 
raken, maar  ook,  naar  z^n  meening,  door  irritatie.  Immers, 
in  slagaderen,  in  welker  omtrek  ontsteking  heerscht,  kunnen 
alle  stadia    van  endarteriitis,  van  kemdeelingsfiguren  af  tot 
vorming  van  fibrillair  bindweefsel  toe,  worden  waargenomen. 
Daar  is   toch   het  verminderen  van  een  weerstand,  die  zich. 
tegen  den  groei  verzet,  niet  op  goede  gronden  aan  te  nemen. 

•—    De    Heer   van    der  Waals  bespreekt  den  samenha^^S 


I 
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tusschen  de  w^ze,  waarop  de  dichtheid  verandert  indeoyer- 
gangslaag  van  vloeistof  op  damp  en  de  wigze  der  werking 
der  molekalaire  krachten.  Dit  verband  wordt  gevonden  door 
toepassing  van  de  stelling,  dat  de  stof  zich  b^  gegeven  tem- 
peratuur en  in  gegeven  volume  aldus  schikt,  dat  de  totale 
vrije  energie  een  minimum  is.  (Door  vrge  energie  wordt 
aangeduid  de  functie,  welke  Gibbs  door  i//  heeft  voorge- 
steld). 

Noemt  men  de  dichtheid  q,  en  stelt  men  de  LAPLACB*sche 

coëfficiënten  uit  de  theorie  der  capillariteit  j  f  (at)  da  en 
1  af  (o)  da  door  Cq  en  q  voor. —  voert  men  evenzoo  in 
a^f{a)da  enz.  door  de  teekens  c^  enz.,  dan  vindt  men: 


ƒ 


C2n    d^^  Q 


De  functie  /{q)  is  de  thermodynamische  potentiaal,  be- 
antwoordende aan  een  gelgkmatige  dichtheid  q. 

Alleen  dus  als  al  de  LAPLACs'sche  coëfficiënten  c^ . .  .  eu 
gelijk  nul  zgn,  zal  de  dichtheid  discontinue  veranderen.  Inge- 
val alleen  c^  nog  waarde  heeft,  of  in  aanmerking  behoeft 
genomen  te  worden,  is  de  discussie  der  differentiaalvergelg- 
king  gemakkel^k,  en  vindt  men  een  zeer  eenvoudig  beloop 
van  de  dichtheidsverandering. 

De  capillaire  constante  is  dan 


-m 


3 

dh. 


wat  by  discontinue  verandering  der  dichtheid  overgaat  in 


— -  De  Heer  Fürbringee  biedt,  uit  naam  van  den  Heer 
Dr.  J.  T.  OüDEMANs,  voor  de  werken  der  Akademie  eene 
verhandeling    aan,    getiteld:    «Beitrage    zur    Kenntniss   des 
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Chiromys  madagascariensis**.  Op  verzoek  des  Voorzitters, 
zullen  de  Heeren  Pürbringer  en  Hoffmank  daarover  verslag 
uitbrengen  in  de  volgende  vergadering. 

—  Voor  de  boekerij  der  Akademie  wordt  door  den  Voor- 
zitter aangeboden  een  exemplaar  van :  »  Uitkomsten  der  R^ks- 
^vaterpassing,  ontworpen  en  aangevangen  door  L.  Cohen 
SruAaT,  en  voortgezet  en  voltooid  door  H.  J.  van  de  Sandb 
Bakhuyzen  en  G.  van  Dibsen  1875 — 1885." 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de 
vergadering  gesloten. 


TCR8L.  SM   XIDED.  AID.  NATÜUEK.   8<1«  EKEKI.   DIBL  V.  18 


RAPPORT 

OV£B  DE  VERHANDELING  VAN   DEN  HESE 

Ur.   V.   A.    JULIU8 

OVER  DE  DÜBBELLIJNEN  IN  DE  SPECTRA  VAN  NATRIUM, 
MAGNESIUM  EN  ALUMINIUM. 

(Voorgedragen  in  de  vergadering  van  26  Mei  1888). 


De  thans  ingediende  bgdrage  van  den  Heer  Dr.  V.  A.  Julius 
>Over  de  dubbellijnen  in  de  spectra  van  natrium,  magnesium 
en  aluminüm^  kan  als  een  naschrift  beschouwd  worden  tot 
z^ne  uitvoerige  verhandeling  yOoer  de  lineaire  spectra  der 
elementen\  waaromtrent  de  ondergeteekenden  in  de  Maart- 
vergadering 1.1.  verslag  uitbrachten.  Doch  zg  is  meer  dan 
een  naschrift;  zg  bevat  eene  belangrgke  uitbreiding  van  de 
theorie  des  schrijvers  omtrent  som-  en  verschiltonen  en  be- 
vestigt zijn  theoretisch  onderzoek. 

Wanneer  tot  de  primaire  trillingen  van  een  atoom  een 
paar  behoort,  waarvan  het  verschil  gering  is  en  wier  tril- 
lingen te  langzaam  zgn  om  te  worden  waargenomen,  zoo 
kunnen  zij,  gevoegd  bij  de  aanwezige  trillingen,  nieawe 
tonen  geven;  voor  iedere  toon  ontstaan  dan  twee  nieuwe 
trillingen,  die  waarneembaar  z^n  en  hetzelfde  kleine  ver- 
schil bezitten.  Er  treden  dus  in  het  spectrum  dubbellgnen 
op  van  constant  verschil.  Waren  er  drie  zulke  primaire  tril- 
lingen  aanwezig,   zoo   zouden  deze,  analoog  aan  de  somto- 
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nen,  meerdere  identische  groepen  van  drievoudige  lijnen  in 
het  spectrum  doen  ontstaan. 

Het  is  daarom  van  belang,  de  dubbele  en  meervoudige 
Lijnen  uit  dit  oogpunt  te  onderzoeken,  wat,  daar  men  de 
golflengte  niet  nauwkeurig  kent,  eene  eigenaardige  methode 
met  zich  brengt,,  die  voldoende  wordt  uiteengezet. 

De  schr^ver  past  deze  methode  toe  op  de  spectra  van  vier 
elementen:  natrium^  magnesium^  aluminiam  en  thallium, 

Bg  natrium  zijn  de  spectraall^nen,  op  eene  enkele  uitzon- 
dering na,  alle  dubbellgnen.  —  Van  de  erkende  13  dubbel- 
Ignen  maken  er  10  deel  uit  van  dezelfde  reeks,  daar  hunne 
leden  een  standvastig  trillingsverschil  bezitten.  Zij  kunnen 
dus  als  summatielynen  beschouwd  worden. 

Het  mo^né^tum-spectrum  bevat  eene  bekende  groep  van 
drie  l^nen;  later  bemerkte  men,  dat  deze  zich  in  het  violet 
verscheidene  malen  herhaalt.  De  10  drievoudige  l^nen,  die 
in  het  spectrum  voorkomen,  schenen  alle  tot  eene  zelfde 
reeks  te  behooren;  zy  zijn  dus  de  summatietonen  van  drie 
weinig  verschillende  primaire  trillingen,  die  zich  op  ver- 
schillende plaatsen  van  het  spectrum  herhalen. 

Het  spectrum  van  aluminium  vertoont  volgens  Coenü  7 
dubbellijnen ;  voor  de  golflengten  van  beide  leden  eener  dub- 
bell^n  geeft  h^  empirische  formules,  doch  meer  gaf  h^  niet. 
Nader  blgkt,  dat  er  11  dubbellijnen  z^jn  en  daarbij  is  geen 
enkel  geval,  dat  de  afwijking  hunner  trillingen  aan  het  niet 
constant  zijn  van  het  trillingsverschil  doet  tw^felen.  Zij 
alle  behooren  dus  tot  som  tonen. 

CoBN'u  vond  eindelijk  in  het  ultra-violette  spectrum  van 
thallium  eene  reeks  dubbellijnen  en  gaf  hunne  empirische 
formulen ;  hierbij  is  echter  geen  constant  verschil  merkbaar. 
Doet  de  bijgevoegde  afbeelding  zulks  vermoeden,  de  reke- 
ning bevestigt  die  meening  niet. 

Bij  de  drie  eerste  elementen  wordt  de  onderstelling,  dat 
men  combinatietrillingen  waarneemt,  door  het  optreden  der 
meervoudige  lijnen  bevestigd,  welke  onderstelling  daardoor 
zeer  waarschijnlijk  wordt. 

De  verhandeling  van  den  Heer  Juliüs  munt  uit  door 
groote   duidelijkheid.     De   Commissie   stelt  voor  haar  in  de 
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werken  der  Akademie  op  te  nemen,  liefist  als  vervolg  op 
de  genoemde  grootere  bijdrage:  -^Ocer  de  lineaire  spectra 
der  elementen'  van  denzelfden  schryver. 

AmeUrdam,   26  Mei  1888. 

O.  H.  C.  GRINWIS. 
H.  A.  LORENTZ. 


OVER  DE 

KWAKTITATIEVE  BEPALING  VAN  RAFFINOSE. 


BOOB 


Dr.  J.  W.   GUNNING. 


Het  is  bekend,  dat  de  fiscus  in  de  landen,  waar  van  de 
suiker  accijns  wordt  geheven,  het  polarisatiewerktuig  aan- 
wendt om  het  bedrag  daarvan  te  bepalen;  evenzeer,  dat  de 
uitkomsten  van  het  onderzoek  met  dit  werktuig  (de  polari- 
satiepercenten) daartoe  in  den  regel  niet  ongecorrigeerd  wor- 
den aangewend  (gel^k  gesteld  met  de  saccharosepercenten). 
Meestal  worden  correctiën  voor  de  invertsuiker  en  voor  de 
zouten  aangebracht.  Voor  de  beetwortelsuiker  heeft  alleen 
de  laatste  beteekenis,  de  eerste  niet,  daar  dat  artikel  in  den 
regel  vrg  van  invertsuiker  is. 

In  den  laatsten  t\jd  wordt  door  sommigen  nog  eene 
andere  correctie  geeischt,  namelijk  voor  de  raffinose  ^),  Dit 
bestanddeel  verhoogt  de  rechtsdraaing  der  suikers  of  andere 


*)  Tegenwoordig  is  vrij  algemeen  aangenomen,  dat  raffinose  een  normaal 
bestanddeel  van  den  beetwortel  is,  niet  een  product  der  fabrieksbewerkin- 
gen.  De  omstandigheid^  dat  zy,  hoewel  op  zich  zelve  zeer  goed  kristalliseer- 
baar  en  minder  oplosbaar  in  water  dan  saccharose,  zich  uit  eene  saccha- 
roschoudende  vloeistof  moeilijk  afscheidt,  was  oorzaak,  dat  z\j  tot  dusver 
in  de  moederloog  der  fabrieken,  in  de  mei  assen,  onopgemerkt  terugbleef. 
Uit  sterk  daarmede  belaste  meiassen  zet  zij  zich  soms  bij  aanzieniyke 
koude  af,  en  zoo  is  de  raffinose  het  eerst  ontdekt  (I^oisbaü  1876  Compt,  rend, 
82.  p  1058).  —  De  verwerking  van  meiassen  door  praeoipitatie  daaruit  van 
de  saccharose  heeft  later  de  algemeene  aandacht  op  haar  gevestigd  en 
tegenwoordig  kan  bij  het  onderzoek  van  elk  product  der  suiker&briekatie 
de  vraag  naar  hare  aanwezigheid  opqjzen. 
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producteu,  waarin  het  voorkomt  en  het  is  noodig,  dien  in- 
vloed nauwkeurig  te  kennen  om  hem  desvereischt  in  rekening 
te  kunnen  brengen.  Daarop  is  de  aandacht  der  scheikundi- 
gen, die  zich  met  saccharimetrie  bezighouden,  sedert  gerui- 
men  t^d  gevestigd,  maar  tot  eene  algemeen  als  juist  erkende 
oplossing  van  het  vraagstuk  is  men  nog  niet  gekomen.  Dit 
blgkt  duidelgk  uit  de  besprekingen,  die  daarover  z^n  gehou- 
den in  de  algemeene  vergadering  van  het  >Yerein  für  die 
Rübenzucker-Industrie  in  Deutschland*'  in  Mei  1888  teCassel 
en  die  geleid  hebben  tot  het  verzoek  aan  het  Bestuur  om 
aan  eene  Oommissie  de  studie  van  dit  punt  op  te  dragen. 

Inmiddels  is  voor  den  Duitschen  Bond  eene  nieuwe  rege- 
ling van  den  suikeraccgns  tot  stand  gekomen,  die  in  Au- 
gustus 1888  wordt  ingevoerd  en  in  de  daarb^  gevo^e  in- 
structiën  heeft  de  Administratie  den  weg  vooj^eschreven,  hoe 
b^  het  onderstelde  voorkomen  van  raffinose  in  suikerpro- 
ducten moet  worden  gehandeld,  om  de  hoeveelheid  daarvan 
te  bepalen. 

In  de  onder  mgne  hoofdleiding  staande  Byks-suikerlabo- 
ratoria  in  ons  land  is  dit  vra^stuk  insgel^ks  behandeld 
en,  naar  ik  meen,  tot  eene  voorloopig  bevredigende  oplos- 
sing gebracht,  dank  z^  vooral  den  yver  en  de  bekwaamheid 
van  den  Heer  Jhr.  W.  Albbbda  van  Ekbnstein,  die  sedert 
de  oprichting  als  scheikundige  aan  het  Laboratorium  te  Am- 
sterdam werkzaam  is.  Inzonderheid  na  het  verschynen  der 
zoo  even  genoemde  Duitsche  instructie  acht  ik  den  tgd  geko- 
meU)  om  deze  onderzoekingen  te  publiceeren  en  daar  het 
een  Bgksbelang  geldt,  dat  met  hulpmiddelen,  door  het  B^k 
verschaft,  behartigd  wordt,  schgnt  het  niet  ongepast,  daar- 
voor eene  plaats  te  vragen  in  de  werken  van  de  Eoninkl^ke 
Akademie  van  Wetenschappen. 

Het  komt  mg  doelmatig  voor,  tot  het  geven  van  een 
geroeid  overzicht  de  bedoelde  Duitsche  instructie  als  uit- 
gangspunt te  nemen.  Zg  maakt  gebruik  van  het  bekende 
feit,  dat  saccharose  en  raffinose  o.  a.  hierin  verschillen,  dat 
beider  rechtsdraaing  in  oplossing  door  zuren  vermindert  — 
wat  de  eerstgenoemde  betreft,  zelfs  in  linksdraaing  overgaat  — 
en  dat  deze  verandering  voor  de  beide  koolhydraten  verschil- 
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lesd^  maar  voor  elk  hunner  bepaald  en  in  voldoende  mate 
constant  is  Bg  de  daardoor  ontstaande  glycosen  hebben  wij 
ons  niet  op  te  houden.  Alleen  z^  herinnerd,  dat  het  bedrag 
van  het  draaiend  vermogen  na  de  inversie  bg  saccharose  en 
bg  raffinose  blykt  in  niet  onbelangrgke  mate  afhankelijk  te 
ziju  van  de  wgze  waarop  deze  plaats  heeft  gehad,  zoodat  het 
noodig  is,  daarvoor  steeds  een  bepaald  voorschrift  in  acht  te 
nemen ;  eveneens,  dat  de  draaing  na  inversie  met  de  tempera- 
tuur in  vrg  sterke  mate  varieert,  wat,  gelyk  bekend  is,  bg  de 
rechtsdraaing  der  oorspronkelijke  koolhydraten,  niet  merkbaar 
het  geval  is,  zoodat  het  noodig  is,  of  steeds  by  eene  zelfde 
temperatuur  te  polariseeren,  of  van  eene  correctietafel  gebruik 
te  maken.  Met  inachtneming  van  deze  en  nog  andere  voor- 
zoj^en,  geeft  de  Duitsche  instructie  —  of  Dr.  Scosibleb, 
dien  wg  meenen  als  den  auteur  der  methode  te  mogen  aan- 
merken —  de  volgende  formulen : 

S  (procentisch  saccliarosegehalte)  = 


R  (procentisch  raffinosegehalte  *))  = 


0.845 
1.85 


waarin  P  de  rechtsdraaing  in  wateroplossing  (normaalge- 
wicht 26,0 i 8  gram)  en  /  de  polarisatie  dierzelfde  waterop- 
lossing na  inversie,  met  omgekeerd  teeken,  beduidt. 

Dat  de  methode  zeer  goede  uitkomsten  kan  opleveren,  wordt 
in  de  instructie  zelve  door  eenige  voorbeelden  gestaafd: 


kunstmatige  mengsels  van 


gaven  bg  onderzoek: 


Saochaiose 

Raffinose 

Sacobarose 

Raffinose 

97.0  pCt 

3.0  pCt 

97.02  pCt. 

2.98  pCt. 

91.0     » 

9.0     » 

90.99     > 

8.95     > 

85.0     > 

15,0     > 

85.06     > 

U.97     . 

Hoe  gunstig  deze  cgfers  ook  spreken,  Scheiblbr  ver- 
trouwt toch  de  methode  niet  geheel  en  verlangt  ze  slechts 
toegepast  te  zien  in  de  gevallen,  waarin  de  hoeveelheid 
rafBjiose  meer  dan  Vs  P^^«  ^^^  bedr^en,  d.  L  wanneer  de 


*)  Hier  is  de  raffinose  watervry  bedoeld. 
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grootheid  P — S  (het  verschil  tusschen  de  rechtstreeksche 
polarisatie  en  het  met  behalp  van  deze  en  van  de  polarisa- 
tie na  de  inversie  berekende  gehalte  aan  saccharose)  grooter 
dan  0.6  wordt  bevonden  *).  Hg  verzekert  trouwens,  dat  er 
geene  methode  ter  bepaling  van  kleinere  hoeveelheden  raffi- 
nose  bekend  is,  en  voegt  er  zelfs  als  gevolgtrekking  bg  — 
wat  natuurlgk  een  lapsus  calami  is  —  dat  de  suikerpro- 
ducten des  handels,  indien  zg  raffinosehoudend  zgn,  daarvan 
altgd  meer  dan  ^/3  pGt.  bevatten.  Het  is  van  het  meeste 
belang,   het   volkomen   onbewezen    zgn    van   deze   bewering 


*)  In  de  gevallen  waarin  P^S  0,6  of  minder  bedraagt,  moet  de  expert 
verklaren:  ,dat  geene  raffinose  in  het  onderzochte  monster  aangetoond 
kan  worden".  De  instructie  zegt  zelfis,  dat  er,  zoolang  P-^S  niet  het  be- 
drag 1  bereikt,  nog  onzekerheid  blijft,  d.  i.  de  uitkomst  behoeft  dan  niet 
te  wijzen  op  de  raffinose,  maar  kan  ook  een  gevolg  zijn  van  liet  gebrekkige 
der  methode.  Eigenaardig  is  de  wyze,  welke  in  die  gevallen  voorgescbre- 
ren  wordt  om  uit  de  onzekerheid  te  geraken.  Er  wordt  dan  üt  aangeno- 
men" dat  de  ^organische  niet-suiker",  dat  is :  hetgeen  aan  100  ontbreekt^ 
als  de  percentische  gehalten  aan  asch  en  water  met  de  polarisatiepercent^n 
worden  samengeteld,  aan  het  bedrag  der  asch  zelf  gelijk  is,  alzoo  dat, 
wanneer  a  de  asch  en  b  de  vochtigheid  in  percenten  voorstellen 

P-t-2a +^1=100 

zal  moeten  wezen.  Wanneer  nu  by  de  volledige  analyse,  welke  in  die 
gevallen  noodig  is,  blijkt,  dat  die  grootheid  y  100  is,  dan  bestaat  er  re- 
den om  #te  vermoeden",  dat  P  te  groot  gevonden  en  dat  erdusraffinose 
aanwezig  is;  is  zij  ^  100,3  dan  bestaat  daarvoor  ^zekerheid",  en  de  hoe- 
veelheid rafi&nose  zou  dan  zelfs  kunnen  worden  bepaald,  waarvoor  ook  eene 
formule  gegeven  wordt.  Maar  dit  is  niet  de  bedoeling  dezer  ^rekenme- 
thode".  Zij  dient  er  alleen  toe,  den  scheikundige  de  vryheid  te  geven  om, 

wanneer   P — 8  z=  of  N  0.6   is   gevonden,  de  waarde  van  voor  R 

als  juist  aan  te  nemen  en  zij  #moet"  tot  dat  doel  aangewend  worden  in  die 
gevallen  waar  de  waarde  van  P — S  tusschen  0.6  en  1  gevonden  wordt. 

Om  mij  zooveel  noodig  te  verdedigen,  wanneer  ik  in  deze  instructie 
de  hoogte  geteekend  meen  te  zien,  tot  waar  men  het  elders  heeft  ge- 
bracht in  de  kwantitatieve  bepaling  der  raffinose,  zij  hier  herinnerd,  dat 
het  met  betrekking  tot  dit  punt  uit  die  instructie  aangehaalde  niet  be- 
stemd is  voor  ambtenaren  der  Administratie,  maar  voor  de  beëedigde  han- 
delsscheikundigen, aan  wie  de  Administratie  verplicht  de  analyse  volgens 
deze  voorschriften  op  te  dragen.  Deze  handelscheikundigen  zyn,  gel^k 
bekend  is,  in  den  regel,  personen,  die  hunue  opleiding  aan  de  Universiteit 
Jiebben  genoten. 
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uit  te  spreken.  Ware  zg  juist,  dan  zouden  de  belasting- 
schuldigen steeds  met  grond  kunnen  beweren,  dat  zg  door 
de  Administratie,  wanneer  deze  geene  correctie  voor  de 
raffinose  aanwendt,  meer  dan  0.5  pCt.  te  hoog  worden  aan- 
geslagen. 

In  de  Rgks-suikerlaboratoria  wordt,  strikt  genomen,  de- 
zelfde methode  van  onderzoek,  die  oorspronkelgk  van  Crbydt*) 
is  en  gevoegelijk  de  >  inversiemethode'*  heeten  kan,  gevolgd, 
maar  met  belangrgke  wijzigingen.  Daarnevens  wordt  in  som- 
mige gevallen,  doch  slechts  ter  controle,  de  dusgenaamde 
slijmzuurmethode  gebezigd,  die  van  denzelfden  Okeydt  af- 
komstig is  en  dit  tot  grondslag  heeft:  dat  raffinose  tot  de 
koolhydraten  behoort,  welke  bg  behandeling  met  salpeter- 
zuur  het  vrg  moeilyk  oplosbare  slgmzuur  opleveren,  wat 
met  de  saccharose  niet  het  geval  is,  en  van  dat  oxydatie- 
product  onder  bepaalde  omstandigheden  een  vrg  constant 
bedrag  oplevert.  Voor  mengsels  van  enkel  saccharose  en 
raffinose  is  deze  methode  ook  ons  bg  herhaling  gebleken, 
zeer  geschikt  te  zgn.  Maar  tot  algemeen  gebruik  bg  het 
onderzoek  der  suikerproducten  kan  zy,  in  haren  tegen woor- 
digen  vorm,  om  verschillende,  thans  niet  nader  te  bespreken 
redenen,  niet  aanbevolen  worden. 

Om  tot  de  inversiemethode  terug  te  keeren,  het  is,  na  de 
inzage  van  het  hierboven  gegeven  tafeltje,  dat  met  een 
groot  aantal  er  even  gunstig  voor  getuigende  gegevens, 
uit  onze  Laboratoria  afkomstig,  vermeerderd  zou  kunnen 
worden,  volkomen  duidelgk,  dat  zy  eene  algemeen  bruikbare 
en  juiste  methode  voor  de  analyse  der  suikerproducten  zgn 
kan,  mits  men  er  in  slaagt,  door  eene  voorafgaande  behan- 
deling er  al  de  raffinose,  met  zoo  weinig  saccharose,  uit 
te  trekken,  dat  de  samenstelling  van  dit  mengsel  binnen  de 
grenzen  valt,  tusschen  welke  de  methode  bewgsbaar  juiste 
uitkomsten  geefb.  Slechts  zij  men  er  op  bedacht,  dat  de 
organische  niet-suiker  nevens  raffinose,  nog  andere  bestanddee- 
len  bevat,  die  het  gepolariseerde  licht  op  krachtige  en  eigen- 
aardige wgze  aandoen  en  de  raffinose  niet  zelden  in  hoeveel- 


•)  Cbetikc,  Vereimzeitsehrift.  Bd.  XXXVII,  153. 
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heid  overtreffen.  Bg  het  concentreeren  van  deze  laatste  moet 
er  dus  tegen  gewaakt  worden  dat  die  niet-suikerbestanddee- 
len  met  de  raffinose  medegaan. 

Ziedaar  de  hoofdlgneu  waarlangs  het  onderzoek  in  onze 
Suikerlaboratoria  zich  heeft  bewogen. 

Wat  het  concentreeren  van  de  raffinose  aangaat,  Scheiblbr 
zelf  heeft  daartoe  den  weg  gewezen,  door  de  aandacht  te 
vestigen  op  het  groote  verschil  in  oplossend  vermogen  joor 
saccharose  en  raffinose,  dat  aan  methylalcohol  eigen  is.  Zie- 
hier bepalingen  van  den  Heer  Alberda,  die  dit  punt  in  het 
licht  stellen. 

100  cM^  methylalcohol  van  de  aangewezen  sterkte  (in 
volamenprocenten)  lossen  bg  15^  van  saccharose  en  van 
raffinose  (deze  laatste  in  gekristalliseerden,  waterhoudenden 
staat)  de  volgende  hoeveelheden  op: 


sterkte 

Saccharose 

fUffinose 

00  pCt. 

0.3  gram. 

10.2  gram  *). 

95     > 

7.5      » 

90     > 

0.6      > 

2.4      » 

85     » 

1.8     » 

80     » 

3.8      > 

1.8      > 

60     » 

2.8      » 

20     » 

5.0      > 

Het    eigenaardig  dalen  en  weder  rgzen  van  het  oplossend 


*)  Wegens  de  kostbaarheid  van  methylalcohol  kan  ook  houtgeest  (een 
aceton-,  allylverbindingen  en  dusgenaamde  houtoliën  bevattende  methyl- 
alcohol) voor  dit  doel  in  aanmerking  komen.  Daarom  laat  ik  een  tweede 
tafellje  van  den  Heer  Alberda  volgen^  daarop  betrekking  hebbende: 


Sterkte 

Saccharose 

Raffinose 

watervrij 

0.42  gram 

3.10  gram 

met    5  pCt.  water 

(in 

vol.) 

1.80    , 

M       10        , 

M 

2.26     M 

0.83     , 

i^     16     # 

» 

0.75     r 

Ê      90      r 

0 

6.20    # 

0.90    # 

M    40    „ 

9 

1.90    9 

#     80    , 

9 

4.C0    B 
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vermogen  dezer  vloeistoffen  bg  afnemende  sterkte,  hoade  ons 
niet  op  *).  Wg  constateeren  slechts  het  belangrgke  verschil 
en  leiden  daaruit  af,  dat  zeer  sterke  methjlalcohol,  met  ge- 
droogde rafBnosehoudende  suiker  geschud,  daaruit  een  meng- 
sel van  saccharose  en  raffinose  kan  opnemen,  waarin  deze 
laatste  de  overhand  heeft.  Scheibleb  zelf  heeft  hiervan  reeds 
op  de  volgende  w^ze  partij  getrokken :  hij  verzadigde  methjl- 
alcohol met  saccharose,  schudde  met  eene  bepaalde  hoe- 
veelheid dezer  oplossing,  na  er  het  draaiend  vermogen  van 
bepaald  te  hebben,  eene  bepaalde  hoeveelheid  der  gedroogde 
suiker  en  stelde  zich  nu  voor,  dat  deze  laatste  hierb^  aan  het 
vocht  al  de  daarin  bevatte  raffinose  en  niets  dan  raffinose  af 
zou  staan,  zoodat  de  vermeerderde  rechtsdraaiing  der  vloei- 
stof daarvan  de  maat  z:gn  zoude. 

Deze  methode'  heefb  Sch£iblbb  in  1886  f)  aanbevolen, 
maar  haar  weder  verlaten,  na  dat  hg  ingezien  had,  dat  zg 
om  eene,  naar  't  schijnt,  hem  onbekend  gebleven  reden  veel 
te  hooge  raffinosegehalten  deed  vinden. 

Later  heeft  de  Heer  Lothan,  handelsscheikundige  te  Am- 
sterdam, in  eene  circulaire  aan  den  handel  bekend  gemaakt, 
dat  hij  een  middel  wist  om  die  methode  van  haar  gebre- 
ken te  ontdoen.  Hg  had  nl.  gevonden,  dat  methylalcohol, 
met  gedroogde  suiker  geschud  en  daaruit  raffinose  opgeno- 
men hebbende,  door  toevoeging  van  zooveel  mogelgk  gecon- 
centreerden  loodazgn  het  geheele  opgeloste  gehalte  aan  raffinose 
weder  liet  praecipiteeren  Het  lag  voor  de  hand,  dat  hiervan 
partg  kon  worden  getrokken ;  polarisatie  vóór  en  na  de  be- 
handeling met  loodazgn  zou  het  bedrag  der  raffinose  kunnen 
doen  kennen. 

8cHEiBL£E  heeft  echter  verklaard,  dat  ook  deze  handelwgze 
aan  groote  onnauwkeurigheden  onderhevig  is  en  liet  zich  nog 


*)  Waarschijnlijk  onttrekt  watervr^e  methylalcohol  aan  de  gekristalli- 
seerde raffinose  het  water  dat  zij  bevat  en  is  de  watervrye  raffinose  op- 
losbaarder in  methjlalcohol  dan  de  waterhoudende.  Hiervoor  pleit  de 
volgende  proef:  eene  oplossing  van  watervr\j  gemaakte  raffinose  in  water- 
vr^en  methylalcohol  geeft  na  toevoeging  van  7»  van  haar  volumen  water 
onmiddellijk  eene  overvloedige  kristallisatie  van  waterhoudende  raffinose. 

t)  Neue  ZeitseAr.  f,  Ruhz.  Ind.,  XYH.  blz.  233. 
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onlangs  over  de  aanwending  van  methjlalcohol  tot  het  be- 
oogde doel  uit  als  over  een  wel  veel  belovend  middel,  maar 
voor  welks  toepassing  nog  vele  experimenteele  onderzoekin- 
gen vereischt  zouden  worden  *). 

Het  is  de  bizondere  verdienste  van  den  Heer  Alberda, 
te  hebben  aangetoond,  dat  en  waarom  de  methoden  van 
ScHEiBLEB  en  van  Lotman  niet  tot  het  beoogde  doel  kunnen 
leiden  en  daarmede  baande  hg  tevens  den  weg  tot  de  juiste 
w^ze  van  aanwending  van  den  methylalcohol. 

De  zaak  is  deze.  Methylalcohol  lost  uit  suikers  niet  slechts 
raffinose  op,  maar  ook  het  grootste  deel  —  en  by  aanwezig- 
heid van  eenig  water  zelfs  het  geheele  bedrag  —  der  stroop- 
bestanddeelen.  Onbekend  was  dit  feit  niet.  De  ^merikaansche 
scheikundige  Gasamajor  heeft  er  reeds  voor  jaren  gebruik 
van  willen  maken  tot  bepaling  van  de  saccharose  in  ruwsui- 
kers  f)  en  er  zgn  ook  patenten  opgenomen  voor  het  zuiveren 
van  deze  in  het  groot.  —  Albebda  vond,  di.t  afgewerkte 
beetwortelmelasse,  met  zand  gemengd  en  sterk  gedroogd, 
zich  in  watervrgen  methylalcohol  tot  de  helft  van  zjn  ge- 
wicht oplost ;  dat  melasse,  met  zgn  eigen  gewicht  aan  water 
verdund,  in  elke  verhouding  met  methylalcohol  kan  worden 
vermengd,  zonder  dat  er  iets  anders  praecipiteert  dan  dextran, 
pektinlichamen  en  soortgelijke  stoffen,  benevens  kaliumsulfaat, 
wanneer  het  in  genoegzame  hoeveelheid  aanwezig  is.  —  Sui- 
kerproducten van  eenigzins  hooge  gehalten  en  goed  gekristal- 
liseerd, kunnen  door  ééne  enkele  afwassching  met  methyl- 
alcohol geheel  van  hun  stroopgehalte  bevrgd  worden  en  laten 
een  suiker  terug,  die  boven  99  polariseert,  terwgl  hetasch- 
gehalte  daalt  van  b.v.  1  tot  0.1  pGt.  Lagere  producten  laten 
zich  echter  niet  op  die  wijze  onmiddellgk  van  hun  stroop- 
gehalte ontdoen ;  dit  gelukt  eerst  na  ze  drie  of  viermaal 
stoffijn  gewreven  en  met  verschen  methylalcohol  behandeld 
te  hebben  §). 


*)  Deuische  Zucker  Industrie,  XIII,  N«.  24  (Mei  1888). 

f)  Casamajor.  Joum.  of  the  Amer.  Soc,  Vol.  I. 

§)    De   aanw^zing   is  belangr^k,  daar  zy   de  van  verschillende  zijdeii 
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Ook  de  chemische  verbindingen  van  citroenzure,  wgnsteen- 
zure,  appelzure,  barnsteenzure,  glutaminzure,  asparaginezure, 
az^nzore  en  mierezure  alkalizou  ten  met  saccharose,  wier  be- 
reiding door  mij  beschreven  is  in  Tijdschrift  van  Nijverheid^ 
Dl.  XVI,  St.  3  (1875)  gedragen  zich  tegenover  methylalco- 
hol  en  tegenover  houtgeest  juist  zooals  de  natuurlflke  stroo- 
pen.  Hetzelfde  geldt  van  invertsuiker,  van  tarv^estroop  en 
dergelgke  producten  (met  uitzondering  natuurlgk  van  hare 
dextrineachtige  bestanddeelen),  en  dus  ook  van  de  exotische 
meiassen,  zoodat  ook  rietsuikers  zich  tegenover  deze  vloei- 
stofpen eyenzoo  gedragen  als  die  van  beetwortel. 

Het  is  derhalve  duidelgk,  dat  het  onderzoek  met  het  pola- 
risatiewerktuig van  een  met  saccharose  verzadigden  hoog- 
percentigen  methylalcohol,  vóór  en  nadat  men  dien  met 
gedroogde  suiker  heeft  geschud,  gel^k  Scheiblbb's  voorstel 
luidde,  daarom  niet  tot  bepaling  der  rafiSinose  leiden  kan, 
omdat,  behalve  raffinose,  ook  nog  saccharose  in  den  vorm  van 
stroop  en  bovendien  nog  allerlei  bestanddeelen,  die  invloed 
kunnen  hebben  op  gepolariseerd  licht,  in  de  waschvloeistof 
worden  opgelost.  Voor  zoover  men  aan  de  alzoo  verkregen 
uitkomsten   beteekenis   heeft   gehecht,   vloeit   er   uit   voort, 


geopperde  ondersteliing  schijnt  te  bevestigen,  dat  slechts  de  goedge- 
Tormde  en  geïsoleerde  suikerkristallen,  al  zijn  zij  ook  klein,  door  uit- 
wassching  vrij  van  moederloog  te  verk^ygen  zijn,  maar  dat  dit  met  de 
conglomeraten,  waaruit  de  naproducten  bestaan,  niet  meer  het  geval  is. 
Het  is  eene  reden,  waarom  men  op  uitwaschstelsels,  zooals  zy  tot  dusver 
Toor  saccharimetrifcche  doeleinden  zijn  aanbevolen,  alleen  b^  de  hoogere 
producten  vertrouwen  kan  stellen. 

Mochten  zoodanige  stelsels  weder  eens  in  aanmerking  komen,  —  wat 
zeer  wel  het  geval  wezen  kan  —  dan  zal  het  geraden  zQn,  voor  wasch- 
vloeistof in  plaats  van  aethylalcohol,  methylalcohol  te  nemen. 

De  toevoeging  van  eenig  azynzuur  maakt  ook  by  de  lagere  producten 
de  oplossing  van  de  stronpbestanddeelen  sneller  en  volkomener.  Overigens 
meent  de  Heer  Albebda  bemerkt  te  hebben,  dat  zoowel  aethyl-  als  me- 
thylalcohol, azijnzuurboudend  en  met  saccharose  verzadigd,  na  stroopbe- 
standdeelen  opgenomen  te  hebben,  bg  aanraking  met  saccharose  van  deze 
opnieuw  eene,  zij  het  dan  ook  geringe,  hoeveelheid,  oplossen  kan,  iets 
wat,  indien  het  nader  wordt  bevestigd,  zou  bewijzen,  dat  de  stroopvor^ 
mende  zouten,  als  kaliumacetaat  enz.,  in  alcoholische  oplossing  meer 
ftaccharose  kunnen  binden,  dan  in  waterige. 
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dat   het   raffinos^ehalte   ook   der   betere  suikerprodacten  in 
den  regel  veel  te  hoog  is  geschat. 

In  hoogpercentigen  methylalcohol,  die  met  ruwsuiker  is  ge* 
schad  en  nevens  raffinose  en  saccharose  in  vr^en  toestand, 
ook  saccharose  in  verbindingen  met  orgauischzure  alcalizou- 
ten  en  waarschijnlijk  nog  andere  oi^anische  stoffen  bevat, 
brengt  zooveel  mogelgk  geconcentreerde  loodazijn  een  praeei- 
pitaat  te  weeg,  dat  van  zeer  complexen  aard  is.  Het  bevat 
stellig,  indien  genoeg  loodzont  is  toegevoegd,  al  de  raffinose ; 
de  afscheiding  van  deze  uit  soortgelgke  vloeistoffen  laat 
niets  te  wenschen  over  en  in  zoover  was  de  gedachte,  die 
ten  grondslag  ligt  aan  Lotkan*s  wgziging  van  Scheiblisr's 
waschmethode  niet  onjuist.  Maar  onjuist  is  de  meening,  dat 
het  loodzout  aan  de  vloeistof  geene  andere  het  gepolariseerde 
licht  aandoende  stoffen  ontneemt,  dan  raffinose.  Niet  slechts 
wordt  ook  bijna  al  de  organische  niet-suiker  (bepaaldelgk 
de  organische  zuren)  mede  neergeslagen,  maar  ook  eene  aan- 
zienlgke  hoeveelheid  saccharose  zelf.  De  mede  neergeslagen 
hoeveelheid  saccharose  kan,  gelgk  hy  onderzoek  gebleken  is, 
in  genoegzaam  watervr^e  oplossingen,  tienmaal  die  der  raf- 
finose bedragen.  —  Zeer  aanzienlek  is  echter  de  invloed,  die 
de  verdunning  met  water,  vóór  de  praecipitatie  met  loodazyn, 
op  de  samenstelling  van  het  neerslag  heeft.  De  hoeveelheid 
gepraecipiteerde  saccharose  vermindert  dan  met  het  water- 
gehalte  der  vloeistof.  In  methylalcohol  van  95  pGt.  is  de 
verhouding  tusschen  saccharose  en  raffinose  in  het  neerslag 
ongeveer  5:1,  in  methylalcohol  van  90  pOt.  ongeveer  3:1. 
Bö  verdere  verdunning  wordt  ook  het  raffinosegehalte  van  het 
praecipitaat  geringer,  in  methylalcohol  van  80  pGt.  heeft 
geene  volledige  praecipitatie  van  raffinose  meer  plaats  en  in 
methylalcohol  van  70  pCt.  wordt  geen  spoor  meer,  noch  van 
saccharose,  noch  van  raffinose,  door  loodazgn  nedergeslagen. 
Talrgke  onderzoekingen  zijn  in  het  werk  gesteld  om,  zoo 
mogelgk,  een  grens  te  vinden,  waar  raffinose  zonder  saccha- 
rose werd  neergeslagen,  maar  zonder  gevolg.  Doch  ai  ware  de 
uitkomst  anders  geweest,  de  methode  van  Lotman  had  daar- 
mede niet  gered  kunnen  worden.  Want,  in  welke  verdunning 
ook  het  praecipitaat  ontsta,  het  blgft  de  draaiende  organische 
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zuren  bevatten  en  in  geen  geval  kan  derhalve  het  rotatie- 
vermogen der  oplossing  door  loodazgn  alleen  met  het  aan- 
deel, dat  de  raffinose  daarin  heefb,  worden  verminderd. 

De  gemaakte  ervaringen  toonden  echter  duidelgk  den  weg 
langs  welken  het  beoogde  doel  kon  worden  bereikt.  De 
behandeling  der  gedroogde  suikers  met  zooveel  mogelyk 
watervrgen  methylalcohol  of  dito  houtgeest  leidt  tot  het 
verkrijgen  van  eene  vloeistof,  wier  rotatieverniogen  van  com- 
plexen oorsprong  is.  Dit  wordt  daarom  ook  niet  bepaald, 
dan  nadat :  1^  de  vloeistof  met  zooveel  water  is  verdund,  tot 
dat  het  alcoholische  oplosmiddel  eene  sterkte  heeft  van  60 
k  70  pCt.  en  2^  in  dien  toestand  door  loodazgn  van  de 
daarmede  praecipiteerbare  stoffen  is  bevryd.  De  nu  over- 
blijvende vloeistof  dankt  haar  rotatievermogen  zoo  goed  als 
uitsluitend  aan  saccharose  en  aan  raffinose,  en  de  betrekke- 
Igke  hoeveelheden  van  dezen  laten  zich  thans  nauwkeurig 
door  de  inversiemethode  bepalen.  Daar  de  handelwgze  toelaat, 
groote  hoeveelheden  suiker  aan  de  proef  te  onderwerpen  is 
het  niet  moeilgk,  ook  bg  de  hoogere  producten,  nauwkeurig 
na  te  gaan  of  en  hoeveel  raffinose  zg  bevatten.  Opzettelijk 
daartoe  ingerichte  proeven  hebben  geleerd,  dat  men  met  ze- 
kerheid in  die  suikers  0.05  pCt.  raffinose,  indien  zg  aanwe- 
zig is,  kan  aantoonen  *). 


*)  Noodzakel^k  voor  den  scheikundige,  die  deze  opgave  zou  willen 
controleeren  door  de  analyse  van  synthetische  mengsels  van  zuivere  sac- 
charose en  raffinose,  is  de  opmerking,  dat  zoodanig  mengsel  aan  methyl- 
alcohol de  raffinose  vooral  dan  gemakkelijk  afstaat  wanneer  het  oplosmiddel 
eèaig  kaliumacetaat  of  ander  stroop  vormend  zout  bevat.  Raffinose  vormt 
nog  gemakkelijker  dan  saccharose  met  kaliumacetaat  enz.  stroopen  (op 
de  wyze  zooals  door  my  is  aangegeven,  zie  blz.  185)  en  deze  faculteit 
schijnt  een  bevorderende  factor  te  zijn  by  het  scheiden  van  raffinose  en 
saccharose  dnor  methylalcohol. 

De  suikers  van  den  handel  bevatten  in  den  regel  genoeg  stroopvor- 
mende  zouten  om  de  oplossing  der  raffinose  zonder  toevoeging  van  ka- 
liumacetaat te  verzekeren.  Alkalische  suikers  moeten  echter  vooraf  mei 
az^nzuur  (of  nog  beter  met  aluio)  worden  geneutraliseerd.  Deze  ervaringen 
ondersteunen  de  opvatting,  dat  het  bij  de  vaste  zonder  melasseverwerking 
verkregen  suikerproducten  de  stroop  is,  die  de  raffinose  bevat,  niet  de 
suikerkrist  allen   zelve.    De  eindbeslissing  hieromtrent  wordt  echter  nog 
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Er  is  reeds  medegedeeld,  dat  van  de  lagere  suikers  (de 
naproducten)  het  raffinosegehalte  niet  door  eene  eenvoudige 
wassching  met  raethylalcohol  of  houtgeest,  ook  niet  na 
toevoeging  van  azynzuur  of  kaliumacetaat,  geheel  en  in 
korten  tijd  in  oplossing  kan  worden  gebracht  *). 

Dit  gelukt  echter  met  zekerheid  wanneer  zoodanige  suiker 
in  een  weinig  water  wordt  opgelost,  en  deze  oplossing  met 
eene  overvloedige  hoeveelheid  van  de  bedoelde  vloeistoffen 
wordt  vermengd.  Na  eenigen  tfld  —  indien  men  haar  met 
eenige  suikerkristallen  in  een  gesloten  vat  schudt,  zelfs  in 
ongeveer  één  uur  —  kristalliseert  dan  ten  minste  y^  van  de 
voorhanden  saccharose  uit  en  laat  al  de  raffinose  in  de  oplos- 
sing, die  vervolgens  tot  bepaling  daarvan  op  dezelfde  w^ze 
wordt  behandeld  als  de  vloeistof,  verkregen  bg  de  hoogere 
suikers.  Proeven  met  synthetische  mengsels  van  saccharose, 
raffinose  en  kaliumacetaat  (voor  de  stroopvorming),  waarbg 
50  gram  van  het  mengsel  aan  de  proef  werden  onderworpen, 
bewezen,  dat  de  nauwkeurigheid  hier  gerust  op  0.1  pCt.  mag 
worden  gesteld. 

Bg  meiassen  is  concentratie  van  het  raffinosegehalte  op 
deze  wgze  niet  mogelijk,  daar  zij  zelve,  gelijk  reeds  vromer 
is  opgemerkt,  na  toevoeging  van  eenig  water  in  elke  ver- 
houding in  methylalcohol  of  houtgeest  oplosbaar  zgn  (op 
dextran,  galactan  en  soortgel^ke  stoffen,  alsmede  eventueel 
op  kaliumsulfaat  na).  Er  blijft  dan  niet  anders  over,  dan  op 
die  oplossingen  in  methylalcohol  de  zuivering  met  loodazgn 
en  daarna  de  inversiemethode  toe  te  passen. 

De  nauwkeurigheid,  waarmede  de  bepaling  van  raffinose 
in  de  natuurl^ke  meiassen  kan  geschieden,  mag  op  0.2  pGt. 
worden  geschat. 


eenigzins  belemmerd  door  de  moeilQkheid,  die  de  kwalitatieve  erkemiing 
van  zeer  kleine  hoeveelheden  raffinose  in  ruwsoikers  aankleeft. 

*)  Als  voorbeeld  (uit  zeer  vele  onzer  proeven)  wordt  hier  aangehaald 
een  Stjsïpbn'  suiker  4e  product,  die  by  de  behandeling,  in  deu  tekst  aan- 
gegeven, bleek  3.23  pCt.  raffinose  te  bevatten,  en  bij  de  eerste  behande- 
ling met  de  waschvloeistof  daarvan  2.1,  bij  de  tweede  0.7,  by  de  derde 
0.3  en  by  de  vierde  0.1  pCt.  opleverde. 
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In  het  voorgaande  is  de  wordiagsgeschiedenis  dezer  raffi- 
nosebepaling  in  de  hoofdtrekken  beschreven,  terwijl  in  eene 
bglage  de  nadere  voorschriften  voor  de  uitvoering  worden 
medegedeeld. 

Het  is  hier  de  plaats  niet,  om  de  resultaten,  waartoe  het 
onderzoek  naar  het  rafiSinos^ehalte  der  handelsuikers  heeft 
geleid,  mede  te  deelen.  Het  is  echter  niet  overbodig  te 
verklaren,  dat  er  geene  reden  bestaat,  om  bg  het  sacchari- 
metrisch  onderzoek  nog  eene  correctie  voor  een  mogelgk 
gehalte  aan  raffinose  aan  te  brengen  dan  alleen  by  de  slechts 
zelden  voorkomende  spitse  suikers,  bg  welke  de  afwezigheid 
van  rafiSinose  zich  reeds  op  het  oog  door  dien  gewgzigde 
kristalvorm  openbaart. 

Ik  laat  nu  nog  eenige  kritische  opmerkingen  betreffende 
het  onderwerp  volgen^  in  de  eerste  plaats  ten  aanzien  van 
de  door  loodazgn  praecipiteerbare  bestanddeelen  der  orga- 
nische niet-suiker. 

Herinnerd  worde,  dat  deze  stoffen  bg  het  gewone  saccha- 
limetrisch  onderzoek  uit  de  wateroplossing  door  loodazgn 
worden  neergeslagen  en  dat  de  hoeveelheid  daarvan,  die  ten- 
gevolge van  de  onvolkomen  praecipltatie  in  die  vloeistof  kan 
verbleven,  te  klein  is  om  het  resultaat  der  polarisatie  te 
storen.  Dit  is  gebleken  door  het  onderzoek  van  die  praeci- 
pitaten  zelve ;  na  ontleding  met  zwavelwaterstof  enz  ,  leve- 
ren zg  eene  vloeistof  op,  wier  invloed  op  het  gepolariseerde 
licht  slechts  merkbaar  gemaakt  kan  worden  door  haar  vele 
malen  geconcentreerder  te  nemen,  dan  correspondeert  met  de 
sterkte  der  oplossing,  waarin  de  ruwe  suiker  aan  het  gewone 
onderzoek  in  het  polarisatiewerktuig  onderworpen  wordt. 

Het  raffinoseonderzoek  verschilt  echter  van  het  gewone 
in  drie,  hier  in  aanmerking  komende  punten:  1®.  de  vloei- 
stof is  (bij  de  rechtstreeksche  polarisatie)  niet  water,  maar 
methjlalcohol ;  2o.  het  is  een  concentratiesysteem,  ook  voor 
de  organische  niet-suiker;  en  3^.  bij  het  gewone  sacchari- 
metrische  onderzoek  heefb  geene  inversie  plaats. 

Over  elk  dezer  drie  punten  een  woord. 

Wat  het  eerste  betreft,  zij  opgemerkt,  dat  het  natuurlgk 
noopt   tot   grootere   voorzorgen   tegen  verdamping,  die  zich 
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echter  van  zelf  aanwgzen  en  geene  moeilgkheid  van  belang 
kannen  baren.  Maar  iets  anders  is  de  invloed,  dien  het  op- 
losmiddel heeft  op  de  draaing.  Oplossingen  van  saccharose  en 
van  raffinose  in  houtgeestj  draaien  iets  sterker  dan  die  in 
water.  Het  verschil  is  door  den  Heer  Albbrda  bepaald  en 
gevonden : 

la]  D  voor  saccharose  in  houtgeest     68.0,  in  water     66.6 
»     »      »     raffinose      »         »  105.5,   »       »      104.4 

de  houtgeest  was  van  65  en  70  pGt.  zooals  die  in  toepas- 
sing komt,  en  de  verschillen  zgn  constant  bevonden  voor 
oplossingen  van  2  tot  en  met  16  pCt. 

Ten  aanzien  van  het  tweede  punt  zg  opgemerkt,  dat  de 
hoeveelheid  organische  niet-suiker,  aanwezig  in  de  oplossin** 
gen  b^  het  raffinose-onderzoek  van  vaste  suikers,  ongeveer 
viermaal  zooveel  zal  bedr^en,  als  bij  de  gewone  polarisatie ; 
bij  het  onderzoek  van  stroopen  bestaat  er  geen  verschil.  Daar- 
tegenover staat,  dat  de  praecipitatie  dezer  stofiPen  met  lood- 
azijn  in  methjlalcohoioplossing  veel  vollediger  plaats  heeft  dan 
in  waterige  *)  en  dat  de  oplosbaarheid  van  het  neerslag  in 
een  overmaat  van  loodazijn  bg  de  eerstgenoemde  veel  gerin- 
ger is  dan  b^  de  laatste.  Hieruit  mag  worden  afgeleid,  dat, 
ofschoon  men  in  beide  gevallen  de  volkomen  zekerheid  mist, 
dat  alle  draaiende  niet-suikerbestanddeelen  door  loodazgn 
worden  afgescheiden,  hieraan  met  betrekking  tot  de  polari- 
satie vóór  inversie  by  het  raffinose  onderzoek  nog  minder 
bedenkingen  kunnen  worden  ontleend  dan  ten  aanzien  van 
het  gewone  onderzoek  in  wateroplossingen.  —  Anders  is  het 
evenwel  gelegen  met  de  polarisatie  na  inversie.  Dit  brengt 
ons  tot  het 

Derde  punt.  De  polarisatie  na  inversie  brengt,  als  zij 
voor  het  saccharimetrisch  onderzoek  noodig  is,  een  factor  van 
onzekerheid  mede.  Niet  alleen  door  de  reeds  gememoreerde 
afhankel^kheid  der  draaing  van  de  wijze  van  inversie  en  door 


♦)  Eene  watcroplossing  van  lage  producten  (16.26  gr.  op  100  cMf), 
met  loodaziJQ  zooveel  mogelijk  uitgepraecipiteerd,  geeft,  na  filtratie, 
met  metliyMcohol  een  nieuw  praecipitaat  van  loodzouteu. 
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hare  veranderlijkheid  met  de  temperatuur,  maar  ook  omdat, 
indien  er  na  de  praecipitatie  met  loodazgn  nog  organische 
niet-suiker  mocht  overgebleven  zgn,  deze,  zoo  z^  niet  reeds 
op  zich  zelve  draaiend  is,  in  den  r^el  door  de  inwerking 
van  het  zuur  in  stoffen  overgaat,  die  een  merkbaar  draaiend 
vermogen  hebben  *). 

Hier  zij  tevens  herinnerd  aan  de  mogel^kheid,  dat  dextran, 
galactanf)  pektinlichamen  en  soortgelgke,  benevens  saccha- 
riae  en  saccharinezure  verbindingen,  die  alle  draaiend  ver- 
meden bezitten,  in  beetwortelsuiker  voorkomen  §).  Deze  laat- 
ste zouden  vooral  te  vreezen  zgn.  Saccharine  heeft  een  sterk 
rechtsdraaiend  vermogen,  bgna  1.5  maal  dat  van  saccharose, 
en  wordt,  ook  in  alcoholische  oplossingen,  niet  door  loodzou- 
ten  nedergeslagen  Doch  men  bedenke :  1^.  dat  saccharine  in 
invertsuikervrge  beetwortelsuikers  hoogst  waarschynlyk  niet 
voorkomt  'en  dat,  mocht  dit  het  geval  wezen,  z:g  moeilijk 
anders  dan  in  den  vorm  van  saccharinezure  zouten  aanwezig 
zgn  kan.  Deze  nu  worden,  naar  Dso£Nëb*s  eigen  onderzoe- 
kingen, door  loodazijn  wel  nedergeslagen,  ofschoon,  volgens 
Albe&da*s  ondervinding,  niet  volkomen,  tcrw^l  het  neerslag 
in  alcoholische  oplossingen  in  overmaat  van  het  praecipi- 
teermiddel  tamel^k  opFosbaar  is. 

Dextran,  galactan  en  soortgel^ken  zgn  bg  het  rafiSinose- 
onderzoek,  tengevolge  der  behandeling  met  methylalcohol 
of  met  houtgeest,  geheel  buitengesloten. 

Nog  zouden  bedenkingen  ontleend  kunnen  worden  aan  de 
beweringen  van  Lbplay  en  Maumbné  omtrent  inactieve  sac- 
charose, die  door  zuren  actief  zou  worden.  Maar  die  be- 
weringen hebben  tot  dusver  bg  andere  scheikundigen,  die 
er  zich  mede  hebben  beziggehouden,  niets  dan  tegenspraak 
ontmoet. 

Dit  alles   overziende    kan    moeilijk    worden   ontkend,   dat 


*)  Onze  ondervinding  is  deze:  de  praecipitaten  met  loodazyn  geven 
na  behandeling  met  H'S  in  zwak  aztjizure  oplossing  óf  geene  of  eene 
hoogst  geringe  liuksdraaing,  die  echter  door  de  inversie  in  eene  veel 
sterker  rechtsdraaing  overgaat. 

t)  Zie  Dbobmbe,  Fereitu.  ZeihcAri/t.  N».  36,  pag.  121. 

§}  LippKAH  B.  £.  XX.  1001. 
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eene  kwalitatief  en  kwantitatief  zékere  methode  om  de  raf- 
finoBe  als  zoodanig  af  te  scheiden  *)  de  voorkeur  zou  verdie- 
nen boven  deze  en  elke  andere,  die  het  vinden  en  bepalen 
van  dat  bestanddeel  uitsluitend  afhankelijk  maakt  van  het 
kwantitatieve  verschil,  dat  eene,  enkel  saccharose  houdende, 
oplossing  vóór  en  na  inversie  aanbiedt  met  de  oplossing 
der  te  onderzoeken  suiker  vóór  en  na  inversie.  Voor  de 
zekerheid,  die  verlangd  wordt,  komt  er  hier  alles  op  aan, 
in  hoever  men  er  in  slaagt,  het  objekt  van  het  onderzoek 
door  zuiveringsmiddelen  te  doen  naderen  tot  een  mengsel  van 
enkel  saccharose  en  raffinose.  Daarvoor  nu  kunnen  geen 
volkomen  afdoende  kenteekenen  worden  aangegeven. 

Dit  is  en  blijft  een  bezwaar  maar  het  weegt  bg  onze 
methode  stellig  veel  minder  dan  bg  eenige  andere.  Het 
gebruik  van  methylalcohol  of  van  houtgeest  heeft  ten  ge- 
volge dat  veel  zuiverder  vloeistoffen  aan  de  inverèie  worden 
onderworpen  dan  bg  de  overige  methoden,  bepaaldelijk  bg 
die  van  de  duitsche  instructie,  waar  de  inversie  plaats  grgpt 
met  de  zelfs  niet  door  loodazgn  gezuiverde  oplossing  f). 


Voorts  wensch  ik  nog  een  oogenblik  stil  te  staan  bg 
de  formule  voor  de  berekening,  die  door  ons  wordt  aan- 
gewend. Noemt  men: 


*)  De  hoop  bestaat  nog,  dat  de  praecipitatio  der  raffinose  door  lood- 
azgn in  methylalcohol-  oplossing  daaraan  dienstbaar  gemaakt  zal  kunnen 
worden,  gelyk  zij  misschien  ook  zal  kunnen  dienen  om  de  raffinose 
rechtstreeks  in  den  beetwortel  (en  in  rietsuiker)  aan  te  wyzen  en  kwan- 
titatief te  bepalen. 

f)  Er  mag  nog  op  worden  gewezen,  dat  de  met  loodazijn  uitgepraeci- 
piteerde  houtgeest-oplossing  na  de  inversie  in  den  regel  zonder  verdere 
voorbereiding  in  het  polarisatieapparaat  kan  worden  onderzocht.  De  geïn- 
verteerde wateroplossing  is,  zelfs  als  behandeling  met  loodazyn  is  voor- 
afgegaan (in  de  duitsche  instructie  wordt  dit  niet  eens  voorgeschreven), 
gewoonlyk  zoo  donker  gekleurd,  dal  dit  onderzoek  zonder  gedeeltel^ke 
ontkleuring  met  kool  onuitvoerbaar  is,  waardoor  een  nieuwe  reden  van 
onzekerheid  wordt  ingevoerd.  Kool  toch  (aitgewasscben  beenkool)  absor- 
beert, gelyk  opzettelijke  proeven  ons  hebben  geleerd,  eene  merkbare  hoe- 
veelheid suiker,  zoodra  zij  in  grooter  hoeveelheid  dan  van  één  gram  wordt 
aangewend' 
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m  het  aantal  grammen  saccharose  op  100  cM^  der  vloei- 
stof; 

y  het  aantal  grammen  raffinose  in  dezelfde  hoeveelheid 
vloeistof ; 

P  de  polarisatie  vóór  inversie ; 

p  de  polarisatie  na  inversie 

en  t  de  temperatuur  van  het  vocht  bg  de  bepaling  van 
/>,  dan  hebben  wg: 

102  a?  +  158.4  y=  16.26  P 
en 

-  (44  -  V»  «)  +  (75  f  V*  «)  ?  =  16.26  p 

Hierbg  zg  herinnerd  dat  het  apparaat  van  Laubent  ge- 
bruikelgk  is  waarin  16.26  saccharose,  in  water  tot  100  cM' 
opgelost,  100  polarisatie  geven;  16.26  raffinose  (waterhou- 
dende)  geven  op  dezelfde  wgze  157.  Omtrent  de  verande- 
ring van  100  en  van  157  in  102  en  158.4,  zie  blz.  190. 
Bg  20^  C.  geven  16.26  saccharose  na  onze  wgze  van 
inversie  —  34;  16.26  raffinose  -f-  80.  Deze  beide  cgfers 
varieeren,  naar  eigen  onderzoekingen,  gelijkmatig  met  de 
temperatuur  tot  het  bedrag,  in  de  vergelgking  aange- 
geven, zoodat  p  bg  0^  voor  saccharose  is  44,  voor  raf- 
finose 75. 

In  den  vorm  der  Duitsche  vergelgkingen  gebracht  en  on- 
derstellend, dat  de  P  in  wateroplossing  wordt  bepaald,  wor- 
den de  onze: 

.        0.51  P-p  ^       P-S 

0.85  1.57 

De  Duitsche  formulen  zgn  echter  berekend  op  watervrge 
raffinose,  omgerekend  tot  waterhoudende,  worden  zg: 

^       0.5189  P—;>  ^       P—S 

^  =       0.8459  '°      ^  =  T5^' 
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yen.  B^'  de  berekening  van  het  peroentisch  raffinosegehalte  dient 
men  rekening  te  houden  met  het  volumen  dat  de  uitgekristalliseerde 
suiker  inneemt,  hetgeen  geschieden  kan,  door  de  uitkomsten  met 
0,88  ^  0,92  te  vermenigvuldigen. 

De  gevonden  hoeveelheid  rafinose  wordt  tot  het  vinden  van  het 
peroentisch  bedrag  vermenigvuldigd  met  5. 

Slroopen,  Men  weegt  12  gram  van  deze  af  in  een  kolQ*e  van  150 
cM',  voegt  12  cM'  water  toe  met  zooveel  kali-aluin  als  noodig  is 
om  de  alkaliteit  van  de  stroop  te  neutraliseeren,  lost  de  stroop  hierin 
op  en  vult  daarna  de  kolf  aan  met  methylalcohol  tot  de  deelstreep. 
De  goed  dooreengeschudde  vloeistof  wordt  gefiltreerd  en  met  100  chP 
van  dit  filtraat  gehandeld  als  bij  de  ruwsuiker  is  beschreven. 

De  gevonden  hoeveelheid  raffinose  wordt  tot  het  vinden  van  het  per- 
oentisch gehalte  vermenigvuldigd  met  100  en  gedeeld  door  8. 

Bjj  bovenbeschreven  bepalingen  is  gebruik  gemaakt  van  kali-aluin 
voor  het  neutraliseeren,  omdat  de  daardoor  ontstane  zwavelzure  zouten 
b^  hunne  praecipitatie  met  methylaloohol  veel  kleurstof  meeslepen. 


PROCES-VERBAAL 


TAV  DS 


CJEWüNK  VEBGADEMNG  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 
op  Zttteriag  80  Juü  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren:  van  dke  Waals,  Ondervoor- 
zitter, Ekgrlmakn,   Martin,  Hoffmakn,  Brutel  db  la  Bi- 

YI^E,    BlEREKS     D£     HaAN,    PlACE,     HubREGHT,    FÜRBRINOKR, 

Baüwenhoff,  Buts  Ballot,  Zeeman,  van  Bemmelen,  Mulder, 
Beyerinck,  Ruke,  J.  A  C.  Oüdemans,  Mac  Gillavry,  van 
Dissen,  Pekelharing,  van  Riehsduk,  Micha£lis,  Forster, 
Stokvis  en  C.  A.  J.  A,  Oüdemans,  Secretaris. 

—  Het  Proces-Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt 
gelezen  en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden : 

1^.  G.  C.  W.  BoHNENSiBG,  Conservator  van  de  Bibliotheek 
van  Teyler's  Stichting  te  Haarlem,  28  April  1888;  20.  G. 
J.  W.  Bremer,  Secretaris  van  het  Bataafsch  Genootschap 
der  proefondervindel^ke  Wgsb^eerte  te  Brotterdam,  29  Mei 
1888;  30.  P.  G.  Tait,  Secretaris  der  royal  Society  teEdin- 
boig,  7  Juni  1888  ;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

V.  GüTB,  Bedacteur  van  het  Nederlandsch  Tgdschrift  voor 
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Geneeskunde  te  Amsterdam,  29  Mei  1888;  2^.  den  Direc- 
teur der  Service  de  la  Statistique  générale  de  Belgique  te 
Brussel,  19  Mei  1888;  3^.  A.  Auwbrs,  Voorzitter  der  Com- 
missiou  f&r  die  Beobachtung  des  Venus-Durchgangs  teBer- 
Ign,  Mei  1888;  4^.  Hbttnbb,  Secretaris  der  Gesellschaft  for 
nützliche  Porschungen  te  Trier,  7  Mei  1888;  S^.  den  Di- 
recteur van  het  Musée  public  te  Moscou,  11  Juni  1888; 
waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftel^ke  dankbe- 
tuiging en  plaatsing  in  de  Boekerg. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren :  1^.  een  brief  van 
den  Hoogleeraar  Eëkulé  te  Bonn  (11  Juni  1888),  waarin 
dank  betuigd  wordt  voor  zgue  benoeming  tot  buitenlandsch 
lid  der  Akademie;  2^.  de  kennisgeving  van  Mevr.  de  Wed. 
Mr.  C.  VosMAER,  geb.  Clant,  van  het  overlgden  van  haren 
echtgenoot,  lid  der  Akademie.  Zy  zal  met  een  adres  van 
rouwbeklag  worden  beantwoord ;  3^.  de  mededeeling  van  den 
Heer  Donders,  dat  hg  den  27"^^  Mei  U.  den  70-jarigen 
leeftgd  bereikte;  4^.  kennisgevingen  van  de  Heeren  vak  db 
Sakde  Bakhuyz£N,  HoooEWfi&FP,  Hoek  en  Sohols,  dat  zg 
verhinderd  werden  de  vergadering  bg  te  wonen ;  5^.  een  brief 
van  den  Heer  H.  P.  J.  Moonbn  te  Vbnlo  (23  Juni  1888) 
ter  begeleiding  van  een  opstel,  getiteld:  »Iets  over  geluid- 
golven".  De  schryver  wenschte  het  door  de  Akademie  be- 
oordeeld te  zien.  —  De  Voorzitter  draagt  deze  taak  op  aan 
de  Heeren  Gbinwis  en  Lorbntz;  6^.  een  brief  van  den  Heer 
Dr.  G  Schouten,  leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Amsterdam, 
ter  begeleiding  van  eene  verhandeling,  getiteld :  >  Algemeene 
eigenschappen  van  de  zuiver  rollende  beweging  van  een  om- 
wentelingslichaam op  een  horizontaal  vlak,  to^epast  op  de 
beweging  van  een  omwentelingslichaam  om  een  vast  pimt 
van  z^ne  as*\  die  hy  gaarne  in  de  werken  der  Akademie 
wenschte  opgenomen  te  zien.  —  Als  rapporteurs  over  dezen 
arbeid    worden    benoemd    de   Heeren   Korteweq   en  Schols. 

—  Het  rapport  van  de  Heeren  Bierens  de  Haan  en  van  den 
BsRO  over  de  verhandeling  van  den  Heer  Dr.  Jan  de  Vries 
(Over  de  harmonische  configuratie  243,  I84),  en  dat  van 
de   Heeren   Fukbringer  en  Hoffmann  over  de  verhandeling 
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van  den  Heer  Dr.  J.  T.  Oudbmans  (Beitrage  zur  Kenntniss 
des  ChiromjB  madagascariensis)  luidt  gunstig.  De  conclusie 
om  beide  verhandelingen  op  te  nemen  in  de  werken  der 
Akademie  wordt  zonder  discusie  aangenomen. 

—  De  Heeren  van  der  Waals  en  Bosscha,  rapporteurs 
over  het  opstel  van  den  Heer  Dr.  P.  H.  Dojes  (Over  de 
vermindering  der  maximale  spanning  van  een  damp  en  daar- 
mede samenhangende  verschgnselen)  stellen  voor,  dit  opstel 
wel  voor  de  Verslagen  en  Mededeelingen  te  bestemmen,  maar 
den  Heer  Dojes  vooraf  kennis  te  doen  nemen  van  hun  ver- 
slag, opdat  hg  met  de  Commissie  in  overleg  zou  kunnen 
treden  over  aan  te  brengen  verbeteringen.  —  Deze  conclusie 
wordt  aangenomen. 

—  De  Heer  van  dbr  Waals,  zich  grondende  op  de  be- 
schouwingen van  GiBBs,  toont  aan  dat  de  voorwaarden, 
waaraan  voldaan  moet  worden  als  een  gegeven  stof  zich  bg 
gegeven  temperatuur  Ti  in  een  gegeven  ruimte  in  evenwicht 
schikt,  gevonden  kunnen  worden  door  de  voorwaarden  te 
zoeken,  onder  welke  de  functie 


ƒ 


(f  {e—  Tkri)dk 


een  minimumwaarde  verkrggt. 

In  deze  functie  stelt  ^  voor  de  dichtheid,  dk  het  vo- 
lume-element, €  en  77  de  energie  en  entropie  per  gewichts- 
eenheid. De  laatste  twee  grootheden  worden  beschouwd  als 
fanctiën  van  T,  ()  en  andere  parameters  ar,  die  den  toestand 
ondubbelzinnig  bepalen  (bgv.  betrekkelgk  aantal  gesplitste 
molekulen)  —  terwgl,  als  er  uitwendige  krachten  werken,  e 
bovendien  een  functie  van  de  coördinaten  der  ruimte  is. 

Zal   j  (){b  —  Ti  fj[)dk  een  minimumwaarde   hebben,   dan 

moet,  volgens  de  regels  der  variatierekening,  SjQ(e  —  Tkri)dh 

gelgk  nul  zgn.     Er  is,  behalve  het  onveranderd  big  ven  der 

ruimte,  geen  andere  nevenvoorwaarde  dan  dat  8  jgdk  mede 

gel^k  nul  ^ 
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Daaruit  besluiten  wg,  dat  de  partiëele  differentaalquotiëii- 
ten  van  q{s  —  T/t  rj)  ten  opzichte  van  T  en  de  verscliillende 
parameters  x  gel^k  nul  moeten  zgn,  en  dat  ten  opzichte 
van  Q  gel^k  constante. 

Of  voor  elk  punt  der  ruimte  geldt: 

^f^^^^  =  « (!) 

O  Tp  j,  a-J  eni . 

*j"'-^"'  =  . p) 


37 ^ <" 


Uit  (1)  vindt  men  7  =  7ï,  of  er  is  geen  evenwicht 
mogel^k  zonder  gelgkheid  van  temperatuur. 

(2)  leert  ons  bgv.  voor  de  gedissociëerden  toestand,  hoe 
de  graad  van  dissociatie  met  de  densiteit  samenhangt. 

(3)  leert  ons  welke  densiteiten  naast  elkander  bestaan 
kunnen. 

Gezamenlgk  leeren  deze  vergelgkingen  ons  kennen,  welke 
phasen  kunnen  coëxisteeren  —  een  aantal,  dat  in  het  bgzon- 
der  als  er  uitwendige  krachten  zgn,  oneindig  groot  is. 

Daar  voor  elk  punt  der  ruimte  de  volgende  differentiaal- 
vergelgking  geldt: 

d €  =.  Td tl  —  p d  F  +  9i  dxi  +  qt^dx^  enz. 

en   uit  (1)   gebleken  is,   dat  overal  T  gelgk  Tk  moet  zgn, 
leeren  ons  de  vergelgkingen  (2)  dat 

d{e—Tkri) 

dv      =-^ 

met  inachtneming  daarvan,  wordt  (3): 

of 

e-^Ttn-^-pV  =  C (4) 
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Bestaai  b  nu  nit  twee  deelen,  nl.  €'  de  thermodynamische 
energie  en  P  de  potentiaal  der  uitwendige  krachten,  dan 
vindt  men: 

e'  -^Ttti  +pV  =  C  —  P 

of:  b^'  afwezigheid  van  uitwendige  krachten  moet  de  dicht* 
heid  in  de  ruimte  zoodanig  zgn,  dat  de  thermodynamische 
potentiaal  standvastig  z^. 

Dat  dan  ook  p  (de  druk)  in  de  ruimte  standvastig  moet 
z^n,  blgkt  o.  a.  als  men  (4)  aldus  transformeert: 

Q(8-Tiri)  =  Cg-p. 

In  verband  met  de  vergelgkingen  (1),  (2)  en  (3)  bl^kt, 
dat  p  als  een  constante  moet  behandeld  worden. 

Z^n  er  uitwendige  krachten,  en  heeft  P  dus  een  waarde 
van  de  coördinaten  der  punten  in  de  ruimte  afhangende,  dan 
vinden  w^  p  niet  standvastig,  maar 

Vdp  =  —dP 
of 

dp  =  —  gdP 

een  vergel^king,  in  de  hjdrostatica  bekend. 

Het  geval,  dat  in  s  behalve  q  ook  afgeleiden  van  ()  ten 
opzichte  van  de  coördinaten  voorkomen,  een  geval  dat  strikt 
genomen  telkens  zal  voorkomen  als  de  densiteit  in  de  ruimte 
niet  overal  gelijk  is,  is  in  de  vorige  vergadering  besproken. 

De  voorwaarde  8  j  (f{fi  —  Tkri)dk  gelgk  nul,  leert  echter, 

behalve  de  minimumwaarde^  ook  de  maximumwaarde  kennen. 

Zgn  er  dus  meerdere  oplossingen,  dan  moet  die  genomen 
worden,  welke  de  integraal  de  kleinste  waarde  geeft. 

Zoo  zal  b^v.  (3)  leeren,  dat  bg  een  niet  dissociëerende 
stof  de  densiteit  zoo  verdeeld  is,  dat 

pV  —    IpdV  •=  constant. 

Dit  kan,  als  er  geen  uitwendige  krachten  werken  óf  het 
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het  geval  zyn  als  de  stof  zich  homogeen  schikt,  of  zich  in 
de  2  bekende  densiteiten  splitst.  Voor  het  laatste  geval  is 
de  integraal  zoo  klein  mogelgk. 

—  De  Heer  BKiJEE.nfCK  deelt  de  uitkomst  mede  van  kmi- 
singsproeven  met  Kultuui^erst  {Hordeum  vulgare^  B.  hexasH- 
ehofij  H.  distichon^  H.  Zeocriton  en  H»  trifurcatum\  sedert 
1884  door  hem  in  het  groot  genomen,  en  heldert  zyne  voor- 
dracht op  door  gedroogde  voorwerpen  en  andere  op  spiritus. 
Hg  beschrgft  de  voorzorgen,  bg  die  kruisingsproeven  te 
nemen,  en  leidt  uit  zgne  proeven  deze  gevolgtrekkingen  af : 

P.  al  de  hierboven  genoemde  soorten  van  Gerst  laten 
zich  gemakkelgk  door  elkander  bevruchten; 

2^.  de  daardoor  verkregen  bastaarden  zijn  zeer  volkomen 
zelf-fertiel ;  die  tusschen  H.  mUgare  (vr.)  en  H.  distichum 
(m.)  en  die  tusschen  H.  vulgare  (vr.)  en  H.  Zeocriton  (m.) 
zelfs  kleistogaam; 

3^.  de  bastaarden  der  1**®  generatie  zgn  over  't  algemeen 
middelvormen  tusschen  de  beide  ouders.  Eene  uitzondering  op 
dien  regel  vormden  die  van  H,  nudum  (vr.)  en  H.  trifurcatum 
(m.),  welke  voor  een  groot  deel  bleken  te  behooren  tot  den 
niet  verwachten  gewonen  mfórm«c2tum*vorm  (den  tusschen- 
vorm  tusschen  H,  vulgare  en  U,  distichum).  Enkele  exem- 
plaren behoorden  tot  den  wèl  verwachten  comwium- ?orm; 

4^.  de  zaailingen,  uit  bastaarden  door  zelfbevruchting 
ontstaan,  zgn  zeer  veranderlgk.  De  spreker  verkreeg,  be- 
halve enkele  reeds  bekende,  eenige  geheel  nieuwe  verschei- 
denheden. Zeer  merkwaardig  was,  dat  de  3^^  generatie  eener 
kruising  van  H.  vulgare  (vr.)  en  H.  Zeocriton  (m.)  hem  H. 
hexaetichon  opleverde; 

5^.  in  den  loopenden  zomer  werd  uit  de  in  1884  uit- 
gevoerde kruising  tusschen  H.  distichum  (vr.)  en  H  trifur- 
catum  (m.)  een  bgna  volkomen  ongenaaide  vorm  geteeld. 

De  Heer  Fübbbdtobr  deelt  den  korten  inhoud  mede  van 
onderzoekingen  van  den  Heer  Dr.  J.  F.  van  Bemmblbn,  over 
den  oorsprong  van  de  voorste  ledematen  en  de  tongspiereu 
by  Reptilen. 
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Het  onderzoek  geschiedde  aan  embryonen  van  Lacerta 
muralis  en  Tropidonotua  natrix. 

In  het  jongste  stadium,  dat  voor  het  onderzoek  ter  be« 
schikking  stond,  was  de  vierde  kieuwzak  juist  aangelegd, 
terwgl  de  vgfde  nog  niet  aanwezig  was.  Op  dézen  trap 
van  ontwikkeling  wordt  de  aanleg  van  liet  mesodermaal  be* 
standdeel  der  voorste  ledematen  niet  alleen  bij  de  Hagedis^ 
maar  ook  bij  de  Slang  aangetroffen^  en  tod  bij  beide  in  vol" 
komen  overeenkomstigen  vorm. 

Het  eerste  rompsomiet  ziet  men  op  korten  afstand  achter 
het  gehoorblaasje ;  het  is  zwakker  ontwikkeld  dan  de  vol- 
gende. Langs  den  oralen  rand  van  dit  somiet  buigt  zich  de 
Yagus  naar  buiten  om  en  loopt  naar  de  S^^  en  4^^  kieuw- 
spleet, waar  hg  met  het  ectodermaal  epitheel  van  den  ach- 
terwand der  spleten  versmelt.  De  Yagus  met  den  Accessorius 
ontspringt  uit  het  verlengde  merg  over  eene  vrg  groote 
uitgestrektheid,  evenwgdig  aan  de  lengteas  van  den  romp, 
zoodat  zgn  oorsprongslgn  naar  achteren  reikt  tot  aan  de 
grens  tusschen  het  5^^  en  6^^  somiet.  Over  dezen  a&tand 
zgn  de  spinaal-gangliën  niet  ontwikkeld;  alleen  het  5^®  is 
zichtbaar,  maar  zeer  rudimentair.  Bg  het  vierde  somiet  is 
een  dorsale  zenuwwortel  duidelgk,  maar  geen  gangliënc^llen. 

Deze  voorste  v^f  semieten  vormen  elk  naar  de  buikz^de 
eene  strengvormige  uitgroeiing.  De  vgf  strengen  conver- 
geeren  en  smelten  samen  tot  een  cellige  strook,  die  achter 
den  laatsten  kieuwzak  om  naar  de  buikzg  loopt  en  zich 
vervolgens  naar  voren  begeeft,  zoodat  zg  de  onderkaak  be- 
reikt. Deze  strook  bevat  het  materiaal,  waaruit  zich  de  tong- 
spieren ontwikkelen  zullen.  Zg  loopt  op  de  grens  tusschen 
den  onderrand  der  branchiaalstreek  en  den  bovenrand  van 
de  pericardiaalholte,  in  de  >  schouder- tong-lgst**  vanF&oBiEP. 
Zg  wordt  begeleid  door  den  Hypoglossus.  Deze  zenuw  ont- 
staat uit  de  samengroeiing  van  ventrale  ruggemergs-wortels, 
behoorende  bg  eenige  der  voorste  somieten.  Hun  aantal  kon 
nog  niet  met  volkomen  zekerheid  bepaald  worden,  maar 
waarschgnlgk  gaan  de  ventrale  wortels  van  het  2^^  tot  4^® 
segment  in  den  Hypoglossus  op  en  geeft  die  van  hetvgfde 
er  een  tak  aan  af,  terw^l  de  vgfde  spinaalzenuw  overigens 
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tot  eerste  cervicaalzenuw*  wordt.  Hiervoor  pleit,  dat  in 
oudere  stadiën  de  voorste  halszenuvr  geen  spinaalganglion 
heeft.  Bg  het  eerste  somiet  komt  geen  zenuw  voor.  Dit 
stemt  overeen  met  de  waarnemingen  van  Dr.  van  Wijhb. 

Het  6^e  tot  eD  met  het  IS^»  somiet,  dus  in  't  geheel  8 
somieten,  vormen  evtmeens  aan  hunne  ventrale  zgde  steel- 
vormige  uitgroeisels,  maar  deze  vereenigen  zich  niet  met  die 
der  voorste  vgf  somieten.  Z^  wijken  eenigszins  aboraal  af 
en  lossen  zich  op  in  één  gemeenschappelijke  celmassa,  die 
zich  van  het  omliggende  bindweefsel  alleen  door  dichtere 
opeenhooping  der  kernen  onderscheidt. 

Deze  celmassa  ligt  aan  weerszijden  van  het  lichaam  dicht 
onder  de  huid  en  veroorzaakt  eea  flauwe  verheffing  der 
lichaamsoppervlakte,  waardoor  de  aanleg  van  het  voorste 
lidmaat  uitwendig  te  herkennen  is. 

In  een  iets  ouder  stadium  van  ontwikkeling,  wanneer  de 
vgfde  kieuwzak  en  de  zesde  aortaboog  juist  aangelegd  zijn, 
is  deze  verdikking  van  den  lichaamswand  bij  de  Hagedis 
grooter  geworden  en  naar  achter  en  rugwaarts  vrij  uit- 
g^oeid;  bg  de  Slang  daarentegen  reeds  weder  spoorloos 
verdwenen. 

Uit  dezen  dichten  celklomp  ontwikkelen  zich  bg  de  Ha- 
gedis de  spieren  en  waarschijnlijk  ook  het  geraamte  van  het 
voorste  lidmaat.  De  eerste  konden  dus  een  voortbrengsel  van 
de  spierknoppen  van  acht  bchaamssegmenten  zgn;  met  het 
oog  op  de  innervatie  is  het  echter  waarschgnlgk,  dat  niet 
alle  knoppen  zich  tot  spieren  ontwikkelen.  De  » schouder- 
tong-lijst*' ligt  wel  in  het  verlengde  van  deze  lidmaats-verdik- 
king  —  de  zoogeuoemde  » extremiteits-lgst  van  Wolpp"  — 
maar  het  materiaal  voor  de  tongspieren  groeit  niet  in  haar 
naar  binnen,  van  het  vooreinde  van  den  lidmaatsaanl^  uit, 
zooals  Froriep  beweert.  Het  is  integendeel,  zooals  boven 
bleek,  eene  voortzetting  van  de  spierknoppen  der  voorste  vgf 
mjotomen,  welke  knoppen  gelegen  zgn  in  de  »Kopfnicker- 
wulst"  van  Froriep. 

Van  de  voorste  vier  dezer  vijf  somieten  zelve  gaan  waar- 
schgnlgk  de  sclerotomen  op  in  den  aanleg  van  't  achter- 
hoofd,   terwgl    het    sclerotoom    van  het  vgfde  atlas  wordt. 
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De  my  o  tomen  der  twee  of  drie  voorste  gaan  waarschgnlgk 
te  gronde,  op  hun  spierknop  Yoor  den  tong  na.  Uit  die  der 
achterste  ontvrikkelen  zich  wellicht  halsspieren.  Dit  werd 
nog  niet  uityoerig  nagegaan. 

—  Voor  de  Boekerg  worden  aangeboden:  door  den  Heer 
Place,  uit  naam  van  Dr.  yan  Rees,  diens  »Beitrage  zur 
Eenntniss  der  innem  Metamorphose  von  Musea  vomitoria*' 
en  door  den  Heer  van  Bemmelsn  een  door  hem  in  »Die 
landwirtschaffclichen  Yersuchs-Stationen,  XXXV"  openbaar 
gemaakte  verhandeling,  getiteld:  »Die  Absorptionsverbin- 
dungen  und  das  Absorptions vermogen  der  Ackererde.*' 

—  De  Heer  Gunning  zond  voor  de  Verslagen  en  Mede- 
deelingen  aan  den  Secretaris  toe  twee  opstellen,  getiteld: 
1°.  >  Over  afscheiding  en  bepaling  van  Raffinose" ;  2^.  » Over 
het  gebruik  van  kaliumhydrosulfaat  bfj  het  onderzoeken  van 
organische  stoffen.*' 

—  Daar  er  verder  niets  te  behandelen  is,  wordt  de  ver- 
gadering gesloten. 
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RAPPORT 

OYEK  EBHE 
YJSKHANDBUNO   YAN   DEN   HeBR   D&.   J.     DEYB1E8 

.OVER  DE  HABM0NI8CHE  CONFIGURATIE  (24,,  184)". 
(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  30  Juni  1888). 


Volgens  opdracht  der  Mdeeling  hebben  wg  de  eer  over 
genoemde  verhandeling  rapport  nit  te  brengen. 

Dit  opstel  sluit  zich  dan  ook  aan  een  vorig  van  den 
zelfden  schrgver  >Over  vlakke  configuraties",  waarover  wg 
pas  onlangs  een  gunstig  bericht  mochten  geven. 

In  dit  laatste  toch  kwam  de  configuratie  (243,  18^)  ter 
sprake,  gevormd  door  twee  geassocieerde  conf.  (12^,  1 63)  van 
de  soort  A  met  hare  gemeenschappelyke  diagonalen.  Aan- 
gezien  elk  harer  Ignen  vier  harmonische  punten  bevat,  noemt 
schrgver  haar  de  harmonisclie  configuratie.  Zg  bevat  32  drie- 
puntige  configuratie-diagonalen  B  (de  Ignen  de  beide  conf. 
(I24  I63)),  en  72  tweepuntige  diagonalen  T,  ontstaan  door 
de  verbinding  van  elk  punt  der  eene  conf.  (I24,  I63)  met 
een  punt  der  andere. 

Schrgver  bewijst  daarop,  dat  in  elk  punt  der  harmonische 
configuratie  de  6  tweepuntige  diagonalen  T  van  de  3  conf. 
Ignen  harmonisch  worden  gescheiden  door  de  6  paren,  welke 
uit  de  4  driepuntige  diagonalen  D  kunnen  gevormd  wor- 
den; —  dajt  de  diagonalen  T  op  de  diagonalen  D  96  pun- 
ten h  bepalen,  die  met  de  drietallen  punten,  op  die  Ignen  D 
gelegen,    harmonische   groepen  vormen;  —  dat  elke  diago- 
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naai  T  4  zulke  pnnten  h  bevat ;  —  dat  elk  dier  punten 
h  met  3  diagonalen  T  incident  is ;  —  dat  dus  deze  punten  h 
met  de  tweepuntige  diagonalen  T  eene  configuratie  (963 ,  724) 
vormen;  —  dat  de  punten  der  harmonische  configuratie  tot 
82  conf.  (I24,  I63)  gebracht  kunnen  worden,  welke  ieder  9 
Ignen  en  7  driepuntige  diagonalen  D  met  haar  gemeen  heb- 
ben; —  en  daarop,  door  middel  der  geassocieerde  configu- 
ratie dier  conf.  (12^,  I63),  dat  elk  drietal  coUineaire  punten 
eener  conf.  (12^,  I63)  eene  configuratie  van  dezelfde  soort 
vormt  met  de  9  punten,  door  welke  zg  op  de  in  hen  zamen- 
komende  conf.  l^nen  tot  harmonische  groepen  worden  aan- 
gevuld; —  en  ten  slotte,  dat  uik  de  punten  der  harmonische 
configuratie  en  der  daarbg  behoorende  conf.  (963,  72^)  32 
configuratiën  (I24,  I63)  A  kunnen  gevormd  worden,  welke 
ieder  met  deze  beide  3  en  9  punten  gemeen  hebben. 

Van  de  l^nen  Hj  die  in  de  conf.  (I24,  I63)  tot  de  rest- 
figuur  der  Ignen  dier  configuratie  behooren  (haar  aantal 
is  96),  gaan  er  telkens  6  door  hare  punten  h.  De  48  pun- 
ten A,  die  tot  eene  configuratie  (I24,  I63)  A  behooren,  de 
96  Ignen  S,  en  de  16  l^nen  der  configuratie  vormen  eene 
nieuwe  conf.  (48^,  II23) :  van  de  216  diagonalen  dezer  nieuwe 
configuratie  gaan  er  18  door  elk  punt  der  conf.  (1 24, 1 63): 
z^n  er  72,  die  tevens  diagonalen  zgn  van  de  andere  con- 
figuratie (487,  1123),  ^^^  ^^^  ^^  geassocieerde  configuratie 
(I24,  I63)  toekomen;  en  deze  72  diagonalen  vormen  met 
de  beide  groepen  van  punten  h  de  vroegere  configuratie 
(963,  724).  Laat  men  echter  de  16  Ignender  conf.  (I24,  I63) 
weg,  dan  ontstaat  er  een  nieuwe  configuratie  (48e,  '«^'^s)- 

Elk  paar  driepuntige  diagonalen  D  der  harmonische  con- 
figuratie, welke  geassocieerde  Ignen  zgn  der  conf.  (I54,  2O3), 
bevat  een  zestal  onderling  gescheiden  punten;  wordt  dit 
uit  de  harmonische  configuratie  verw^derd,  dan  ontstaat 
eene  merkwaardige  configuratie  (I83,  I83),  waarvan  er  16 
uit  de  harmonische  configuratie  kunnen  gevormd  worden, 
en  waarvan  ieder  uit  twee  drietallen  van  driehoeken  bestaat ; 
zoodat  elke  hoekpunt  van  een  driehoek  in  één  groep  op 
eene  zgde  van  een  driehoek  van  de  andere  groep  ligt. 
'    Brengt  men  nu  zes  der  driepuntige  diagonalen  D  bg  deze 
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conf.  (I83,  I83),  dan  ontstaat  eene  configuratie  (184.  243), 
die  niet  meer  regelmatig  is  en  niet  reciprook  met  de  har- 
monische configuratie  overeenkomt,  en  waarvan  elk  punt 
behoort  tot  7  configuratie  driehoeken.  Brengt  men  nog 
de  zes  andere  driepuntige  diagonalen  D  daarbg,  dan  ont- 
staat er  eene  conf.  (I85,  BOg),  waarin  elk  punt  tot  15  conf. 
driehoeken  behoort.  De  punten  der  harmonische  configu- 
ratie geven  nu  aanleiding  tot  64  conf.  zoowel  van  de  eerste, 
als  van  de  tweede  soort. 

Zondert  men  daarentegen  van  onze  configuratie  (1 83,  I83) 
een  zestal  onderling  gescheiden  punten  af,  dan  blgfl  er 
eene  configuratie  (I23,  I82);  en  voegt  men  weder  hier- 
b^  de  negen  nevenhoekpunten  der  harmonische  configu- 
ratie, en  drie  gescheiden  Ignen  der  door  hen  bepaalde  conf. 
(92,  63),  zoo  ontstaat  er  eene  nieuwe  evenzeer  merkwaar- 
dige configuratie  (2I3,  2I3).  Wanneer  men  echter  weder 
zeven  driepuntige  diagonalen  D  daarbg  voegt,  ontstaat  er 
eene  conf.  (21^,  283). 

Wanneer  men  in  de  harmonische  configiuratie  de  punten 
van  een  der  beide  conf.  (12^,  I63)  vervangt  door  de  negen 
nevenhoekpunten  met  drie  gescheiden  Ignen  der  door  hen 
bepaalde  conf.  (92,  63),  dan  ontstaat  er  ook  eene  configuratie 
(2I3,  2I3),  die  echter  met  de  vorige  niet  gelyksoortig  is. 
Voegt  men  hierb^  7  driepuntige  diagonalen,  dan  ontstaat 
'weder  eene  conf.  (21^,  283),  die  met  de  vorige  26  l^nen 
gemeen  heeft.  Het  aantal  conf.  driehoeken,  waarin  de  conf. 
punten  voorkomen,  is  voor  de  laatste  conf.  9  of  4,  voor  de 
eerstgenoemde  5  of  0. 

Uit  de  punten  der  harmonische  configuratie  en  hare  neven- 
hoekpunten kunnen  nu  240  conf.  (2I3,  2I3)  worden  ge- 
vormd, die  van  elke  der  beide  geassocieerde  conf.  (12^,  I63) 
zes  punten  en  alle  nevenhoekpunten  bevatten,  en  4  conf. 
(2I3,  2I3),  die  met  de  vorige  ongelijksoortig  zgn,  en,  be- 
halve alle  nevenhoekpunten,  alle  punten  van  eene  der  beide 
conf.  (I24,  I63)  bevatten.  Voegt  men  nu  hierbg  telkens 
7  nieuwe  diagonalen,  dan  kan  men  272  conf.  (2I4,  283) 
vormen,  waarvan  de  laatste  82  in  samenstelling  verschillen 
van  de  eerste  240. 
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In  de  vroeger  gevonden  conf.  (48^,  II23)  komen  Ignen 
▼oor,  die  met  15  Ignen  uit  de  conf.  (48^,  963)  eene  groep 
van  16  gescheiden  Igneu  vormen,  welke  samen  alle  punten 
der  conf.  (48y,  11 23)  bevatten.  Laat  men  nu  deze  lijnen 
uit  de  conf.  (487,  11 23)  weg,  dan  ontstaat  er  eene  nieuwe 
conf.  (48g,  963).  De  eerstgenoemde  conf.  (48^,  963)  heeft 
144  tweepuntige  diagonalen  jT,  die  in  twaalftallen  incident 
zgn  met  de  punten  der  oorspronkelgke  conf.  (I24,  163). 
Neemt  men  deze  144  1^'nen  in  de  configuratie  op,  dan 
ontstaat  er  eene  conf.  (60^29  ^^^3)1  ^^^^  welke  de  Ignen 
der  conf.  (12^,  I63)  zespuntige  diagonalen  zijn. 

Schr^ver  besluit  zgn  verhandeling  met  eene  stelling,  die 
z^ne  methode  van  afzonderen  en  toevoegen  van  elementen 
verklaart. 

Wegens  de  merkwaardigheid  der  uitkomsten,  de  eenvou- 
digheid en  helderheid  der  toegepaste  methoden  komt,  naar 
ons  oordeel,  aan  dit  opstel  een  plaats  toe  naast  de  voor- 
gaande verhandeling.  Wg  meenen  dan  ook  de  Afdeeling 
gerusteiyk  te  kunnen  aanraden,  het  een  eervolle  plaats  te 
gunnen  in  hare  Verslagen  en  Mededeelingen. 

Leiden  en  Rotterdam^ 
Juli  1888. 

D.  BIEBENS  DE  HAAN, 
F.  J.  VAN  DEN  BERG. 


OVER  DE  HARMONISCHE  CONFIGURATIE 
'    (243,  18*). 


DOOB 


J.    DE    Y  fi  I  E  S. 


1.  In  mgn  opstel  »Over  vlakke  configuraties"  (Versl.  en 
Meded.  d.  Kon.  Ak.  v.  Wet.  Afd.  Nat.  3^*  Reeks  Deel  V), 
heb  ik  aangetoond,  dat  de  punten  van  twee  geassocieerde 
cf.  (I24,  I63)  A  met  hare  gemeenschappel^ke  diagonalen 
eene  cf.  vormen,  welke  ik  de  » harmonische"  (243,  I84)  zal 
noemen,  omdat  elke  harer  l^nen  vier  harmonische  punten 
bevat.  Zg  bezit  cf.  diagonalen  van  tweeërlei  soort,  n.1.  32 
idriepuntige"  (de  Ignen  der  beide  (I24,  I63))  en  72  » twee- 
puntige",  welke  elk  een  punt  der  eene  (24^,  I63)  met  een 
punt  der  andere  verbinden. 

In  de  volledige  vierzijde  aia^,  ^1^21  ^1^2*)  ^  ^2  (^^^ 
sn^punt  der  diagonalen  bi  bc^ ,  Ci  C2)  harmonisch  gescheiden 
van  de  diagonaal  a^  a^ ;  deze  beschouwing  levert  voor  het 
punt  ui  de  volgende  harmonische  vierstralen. 


ai  a^ 

ai  % 

«1  *l  ^1 

ai  b^  c^ 

«1    «8 

«1   «8 

«1  *l  <^i 

ai  63  C3 

ai  «4 

«1    «4 

ai  bi  C] 

öi  64  C4 

«1  ^2 

«1    «2 

fli  63  C3 

öfi  64  C4 

ai  ^3 

ai  a^ 

fli  h  H 

ai  64  C4 

«1   ^4 

ai  «4 

«1  h  <^% 

«1   ^8   ^8 

(I) 


*)  De  letters  hebben  bier  dezelfde  beteekenis  als  in  het  genoemde 
opstel.  (Tabellen  B,  E,  F). 
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sin  elk  punt  der  harmonische  (243,  I84)  worden  de  6 
>tweepnntige  diagonalen  T  van  de  3  cf.  Ignen  harmonisch 
>  gescheiden  door  de  6  paren,  welke  uit  de  4  driepuntige 
1  diagonalen  D  kunnen  gevormd  worden." 

2.  De  sngpunten  (fcj  c^  en  (62  c{)  van  a^  ftj  c^  en  a^  63  c^ 
met  ai  a^  zgn  aan  a^  harmonisch  toegevoegd  ten  opzichte 
van  de  paren  Jj,  c^  en  Jg,  q.  De  diagonalen  T  bepalen  dus 
op  de  diagonalen  D  96  punten  A,  welke  de  drietallen  van 
punten,  op  de  lijnen  D  gelegen,  tot  harmonische  groepen 
aanvullen.  Daar  elke  T  ook  met  een  volledige  vierzgde  der 
gaassociëerde  (I24,  I63)  in  verband  kan  gebracht  worden, 
bevat  zg  vier  der  punten  h.  Het  punt  a^  is  b.  v.  als  sng« 
punt  der  diagonalen  ft^  y^  *  ft^  /4  ^^  ^^  vierzgde  {a^  8^ , 
ftz  Y%  *  /^4  /é)  harmonisch  gescheiden  van  de  diagonaal  a^  S^t 
zoodat  öj  öTg  op  de  zgden  /?3  /9^ ,  y^  y^  ^®  pnnten  {/9^  y^^), 
(/s  Yé)  bepaalt,  welke  ten  opzichte  van  de  paren  /9^ ,  /i^  en 
/3,  y^  aan  het  punt  d^  harmonisch  zgn  toegevo^d. 

Elke  diagonaal  D  behoort  tot  drie  volledige  vierzgden 
der  overeenkomstige  (124.  I63):  elk  der  punten  A  is  dus  met 
drie  diagonalen  T  incident.  De  Ign  a^  bi  c^  wordt  b.  v.  in 
het  punt  {bi  c^)  gesneden  door  de  Ignen  a^  a^ «  ^s  /« 9  a^  /s- 
»De  punten  A,  welke  op  de  driepuntige  diagonalen  der 
» harmonische  (243,  I84)  hare  punten  tot  harmonische  groe- 
»pen  aanvullen,  vormen  met  de  tweepuntige  diagonalen  dezer 
>cf.  eene  (963,  724).  Op  elke  Ign  der  laatste  cf.  zgn  de 
»vier  cf.  punten  tot  twee  paren  eener  kwadratische  involutie 
»vereenigd,  waarvoor  twee  punten  der  (243,  I84)  de  coïn- 
»cidentiepunten  zgn." 

8.     Het  tweede  tiental  Ignen  van  tabel  D*)  vormt  met 
de  Ignen  van  tabel  Cf)  de  volgende  (I24,  163)A: 


(H) 


*a  ^3  ^4 

a»  ^3  a^ 

h  ^3  ^4 

Cg   ^3    C4 

^2  «8  «4 

Oj   «3    ^4 

h  03  ^'4 

Ca  ag  64 

^3  h  bé 

Og   63    C4 

*2  ^3    ^4 

«a  63  04 

*8   C3   C4 

«a  C3  *4 

62  C3  a4 

C2  C3  ^4 

•)  1-  o.  §  4. 
t)  L  c.  §  3. 
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Zg  bevat  9  punten  der  oonpronkelgke  en  3  ponten  der 
geassocieerde  (I24,  I63)  A,  terwgl  van  hare  Ignen  6  tot  de 
oorspronkelgke,  ééne  tot  de  geassocieerde  en  de  overige  9 
als  diagonalen  tot  beide  cf.  behooren. 

>De  pnnten  der  harmonische  (243 1  I84)  kannen  tot  32 
»cf.  (24^  ,  I63)  A  gebracht  worden,  welke  ieder  91gnenen 
>7  driepuntige  diagonalen  met  haar  gemeen  hebben." 

Met  het  oog  op  de  §§  4  en  5  van  het  aangehaalde  op- 
stel bevat  de  volgende  tabel  de  drietallen  van  diagonalen 
der  (I24,  I63)  van  tabel  (II),  welke  in  één  punt  samenko- 
men; 9  dezer  punten  behooren  als  doorsneden  van  eene  T 
met  eene  D  tot  de  punten  h. 


Diag. 

Diag. 

Diag. 

Snypnnt 

bi  cj 

h  «8 

64  «4 

«1 

c»  0» 

Cs  Os 

«4   O4 

bl 

«8  ft» 

Oi  h 

«4  bi 

Cl 

&£     C^ 

oz  ^s 

a*  ^4 

(fts«8) 

fj   flS 

b,8. 

b,S, 

(ca  Ojj) 

og  6j 

Cs  ^s 

e*  ^4 

(«jj  6j) 

flg  ^j 

bs  Cs 

«4  ^4 

(ftscs) 

&2  Og 

Cs  «s 

béd. 

(cs  «s) 

C,  ^8 

as  h 

C*  ^4 

(«8*8) 

a,  Öi 

«8  ^8 

64  C4 

(ft4C4) 

b,S, 

*8  ^8 

C4  "i 

(C4  «4) 

«8  ^8 

Cs  ^8 

«4  ^4 

(«4*4) 

.  (III) 


Hieruit  volgt,   met  behulp  van  tabel  E,  voor  de  geasso- 
cieerde der  (I24,  I63)  van  tabel  (II)  dit  overzicht: 
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oi         bi              Cl 

{bi  cj)       61       (oj  6») 

«1        (««  c«)  («2  h) 

(ft»  Cg)  (aj  fg)        Cl 

«1       (os  fs)  (Os  ^s) 

(6a  cj)  (03  Cs)   (0^  64) 

«1       (a*  C4)  («4  **) 

(ftj   Cg)    («4   Cl)     («8    63) 

(63  Cs)       61        (as  63) 

(64  «4)         h          («4   *4) 

(63  «s)  («s  «s)    («4  ^4) 

(*4  C4)  ("a  Cg)  (03  fts) 

(*8  Ca)  (oj  Cs)       Cl 

(^4  cj  (03   C3)  (ag  6g) 

(*3  Cs)  (04  C4)    («3  h) 

(64   C4)   («4    C4)         Cl 

(IV) 


Deze  tabel  vertoont  eene  merkwaardige  overeenkomst  met 
de  tabel  B  *)f  welke  de  l^nen  der  uit  de  punten  (o»  bi  Ci) 
gevormde  {12^ ^  I63)  A.  bevat;  zg  ontstaat  uit  de  laatste^ 
wanneer  men  ai^  6t,  Ci  {i  =  2,  3,  4)  achtereenvolgens  door 
(bi  ei)j  (ci  ai),  (oi  bi)  vervangt. 

lElke  drie  collineaire  punten  eener  (I24,  I63)  A  vormen 
»met  de  9  punten,  door  welke  zg  op  de  in  hen  samenko- 
» mende  cf.  Ignen  tot  harmonische  groepen  worden  aange- 
»vuld,  eene  cf.  van  dezelfde  soort." 

Wordt  deze  beschouwing  toegepast  op  alle  Ignen  van  twee 
geassocieerde  (I24,  I63)  A,  dan  heeft  men: 

»Uit  de  punten  der  harmonische  (24s,  I84)  en  der  bg- 
ibehoorende  (963,  72^)  kunnen  32  cf.  (I24,  16)  A  ge- 
ivormd  worden,  welke  ieder  met  deze  beide  cf.  3  resp.  9 
» punten  gemeen  hebben." 

4.  Elke  Ign  H,  welke  in  de  (12|,  I63)  van  tabel  (IV) 
tot  de  restfiguur  van  a^  bi  Cj  behoort,  verbindt  drie  pun- 
ten van  drie  onderling  gescheiden  Ignen  der  (I24 ,  I63)  van 
tabel  B  f). 

Daar  nu  elke  Ign  der  laatste  cf .  in  twee  kwadrupels  van 
onderling  gescheiden  Ignen  voorkomt,  dus  van  zes  paren 
gescheiden  is,  zuUen  de  96  Ignen  £r,  tot  welke  de  cf. 
(oi  bi  Ci)  aanleiding  geeft,  zes  aan  zes  door  hare  48  pun- 
ten h  gaan. 


♦)  1.  e.  §  3. 
t)  l.  c  §  3. 
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Elke  der  9  Ignen,  welke  in  de  cf.  van  tabel  lY  met 
ai  bi  Cl  verbonden  zgn,  is  in  eene  volledige  vierzgde  har- 
monisch to^evoegd  aan  eene  zijde  ten  opzichte  van  eene 
andere  zgde  en  eene  diagonaal ;  a^  {a^  Cq)  (a^  bz)  wordt  b.y. 
door  üi  bi  Cl  harmonisch  gescheiden  van  a^  b^  c^  en  a^  a^- 
Daar  a^  tot  6  volledige  vierzgden  der  oorspronkelgke  cf. 
behoort,  komen  in  dat  punt,  behalve  de  in  §  2  besproken 
6  Ignen  7,  nog  12  door  paren  van  punten  A  getrokken 
lynen  samen. 

>De  48  tot  eene  (12^,  I63)  A  behoorende  punten  Avor- 
>men  met  de  96  Ignen  ^  en  de  16  cf.  Ignen  eene  (487,  II23) ; 
»van  de  216  diagonalen  dezer  nieuwe  cf.  gaan  er  18  door 
»elk  punt  der  (12^,  I63);  onder  deze  diagonalen  bevinden 
izich  72,  die  tevens  diagonalen  der  aan  de  geassocieerde 
»(124,  163)  A  toekomende  (487,  II23)  zgn  en  met  de  beide 
>  groepen  van  punten  h  de  boven  besproken  (963,  724)vor- 
»men". 

iDoor  weglating  van  de  16  Ignen  der  (I24, 1 63)  ontstaat 
>uit  de  (487,  112s)  eene  (48e,  ^ös)"- 

5.  Elk  ];,aar  driepuntige  diagonalen  der  harmonische 
(243,  I84),  welke  geassocieerde  Ignen  eener  (IS^,  2O3)  zgn, 
bevat  een  zestal  onderling  gescheiden  punten;  wordt  zulk 
een  zestal  uit  de  harmonische  cf.  verwgderd,  dan  ontstaat 
eene  merkwaardige  cf.  I83.  Door  weglating  van  de  punten 
ai  bi  Cl  S2  ^8  ^4  uit  de  tabel  F,  *)  verkrggt  men  b.  v.  de  cf. 


«2  fii  ya 

«8  /^s  ys 

a^  ^3  CC4, 

«3   ^4  ^a 

Ö4    H  ^3 


h  «2  ya 

^3  «8  ys 
h  «4  y* 

63  64  /^a 
^4  *2  fh 


Ca  «a  /?a 

C4   «4  /?4 

C3  C4  ya 
C'^  «a  y3 


(V) 


Deze    cf.    bestaat    uit   twee  drietallen  van  onderling  ge- 
scheiden driehoeken. 


*)  1.  c.  J  5. 


oa  «8  «4 
62  63  ^4 

Cg     f3     C4 
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«s  A  Y» 

«8  A  ys 

«4   /^i  Yi 


(VI) 


O2   *4    C3 

«8  /?4  ys 

ag  63  «4 

«S  /?8  y4 

Oj    63    C4 

«3  A  n 

«3   h   «3 

«8    /?4  Yi 

04  63  H 

«4   /^8   Yi 

«4   ^8  "S 

«4  A  ys 

welke  zoodanige  plaatsing  ten  opzichte  van  elkander  heb- 
ben, dat  elke  zgde  en  het  overstaande  hoekpunt  van  iederen 
driehoek  van  eene  groep  met  een  hoekpunt  en  de  overstaande 
zgde  van  een  driehoek  der  andere  groep  incident  zgn. 

Elk  punt  der  I83  komt  evenals  elke  Ign  slechts  in  een 
of.  driehoek  voor.  Van  de  32  driepuntige  diagonalen  der 
harmonische  cf.  bevat  deze  I83  er  nog  de  volgende  twaalf, 


.(vn) 


welke  blikbaar  in  vier  verschillende  zestallen  van  onderling 
gescheiden  lynen  kunnen  gerangschikt  worden. 

»Uit  de  punten  en  Ignen  der  harmonische  (243,  I84) 
» kunnen  16  cf.  I83  gevormd  worden,  van  welke  ieder  uit 
itwee  drietallen  van  driehoeken  bestaat,  zoodat  elk  hoek- 
>punt  van  een  driehoek  der  eene  groep  op  eene  zgde  van 
»een  driehoek  der  andere  groep  ligt". 

6.  Door  toevoeging  van  de  eerste  zes  l^nen  van  tabel 
vn  ontstaat  uit  de  cf.  I83  eene  (I84,  243),  welke  niet 
meer  regelmatig  is,  daar  zg  wel  ten  opzichte  van  elk  harer 
punten,  maar  niet  ten  opzichte  van  elke  harer  l^nen,  op 
gelgksoortige  wgze  is  samengesteld,  dus  niet  reciprook  over- 
eenkomt met  de  harmonische  (243,  I84).  Elk  punt  be- 
hoort  tot  7  cf.  driehoeken;  voor  a^  zgn  het  de  driehoeken 

H  «4  y2- 

Woidt  ook  het  tweede  zestal  lynen  van  tabel  Vu  in  de 
figuur  opgenomen,  dan  ontstaat  eene  (I85,  3O3),  waarin  elk 
punt  tot  15  cf.  driehoeken  behoort;  voor  het  punt  a^  komen 
bg    de   bovengenoemde    7    nog    deze :    a^  b^  b^ «  a%  c^  e^  9 

<H  *8  ^8t   H  h   A»   «2  ^4,  ^4»   ^2   ^4  y2ï   ^  Öfs   y2»   *2  «4  A» 
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»De  punten  der  harmonische  (24s,  I84)  geven  aanleiding 
»tot  64  cf.  (I84,  243)  en  even  zoovele  cf.  (ISg,  SOg)". 

7.  Zondert  men  van  de  cf.  183  een  zestal  onderling  ge- 
scheiden punten  af,  dan  bl^ft  eene  (I23,  I89)  over,  waaruit 
door  toevoeging  van  de  nevenhoekpunten  pi  qi  vi  der  har- 
monische (243,  I84)  en  van  drie  gescheiden  Ignen  der  door 
hen  bepaalde  (O^,  63)  eene  cf.  2I3  ontstaat.  Zoo  levert  de 
vervanging  van  de  punten  a^  63  C4  «3  /?3  y*  door  p,-  qi  r,- 
het  volgende  overzicht  (1.  c.  g  8). 


Pi  fti  n 

9i  ii   Yi 

rj  ft,  A 

Pi    «8   /8 

?8  «s  ys 

»-8    Cs    «3 

P*  ai  fié 

q*    bi  04 

*•*    Ui    fit 

Pi  0$    «4 

q*  h  /^4 

ré    cg    Ca 

Pi    Oé  «s 

o's    ^8   *4 

*"s  «8  ys 

PS    «S    «4 

?s  64  A 

••a   Cs  Yi 

Pi    ?8    »-4 

Pa  ?i  ♦•» 

P*    ?«    *-8 

. .  (Vin) 


In  deze  cf.  behoort  geen  der  punten  p,  7,  r  tot  een  cf. 
driehoek,  terwgl  de  overige  punten  ieder  in  twee  driehoe- 
ken voorkomen. 

De  cf.  gaat  over  in  eene  (2I4,  283),  wanneer  men  de 
volgende  7  driepuntige  diagonalen  als  cf.  lynen  beschouwt: 


ag    bi 

c» 

ai    bf 

Cs 

Pi  q*  rs 

«8/?4 

Yi 

Ps  qi  u 

«4  A 

Yi 

p*  qs  ï-s 

(IX) 


Uit  de  harmonische  (243,  I84)  kan  eene  2I3  afgeleid 
worden,  welke  van  de  2I3  van  tabel  VIII  in  samenstelling 
verschilt,  door  de  punten  van  een  der  geassocieerde  (12^,  163)  A 
weg  te  laten  eo  de  nevenhoekpunten  p,  9,  r  met  drie  ge- 
scheiden Ignen  der  door  hen  bepaalde  (9^,  63)  in  de  figuur 
op  te  nemen.     Hierdoor  ontstaat  b.v.  de  tabel: 
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«1  «s  Pa 

h   69  Jg 

Cl  Cg  rg 

«1  «8  Ps 

*1   *3   ?8 

Cl  C3  r3 

ai  04  p4 

bi   64   ?4 

Cl   C4  r4 

Og   03  p4 

ftg   ^8   ?4 

C3    C3    C4 

a<j  a*  ;>3 

62   64  ^3 

Cs  C4  r3 

«8    «4  P8 

63   64   Ja 

C3  C4  rg 

P2  ?8    ^4 

P8  ^4  '•a 

P4  ?2  ^3 

.  .  .  (X) 


Dat  deze  2I3  uiet  met  de  2I3  van  tabel  YIII  gel^ksoor- 
tig  is,  blgkt  terstond  uit  het  aantal  cf.  driehoeken,  waartoe 
de  cf.  punten  behooren:  naarmate*  zg  tot  de  (I24,  I63) 
cf.  of  tot  hare  nevenhoekpunten  gerekend  moeten  worden, 
komen  zg  in  9  of  4  cf.  driehoeken  voor. 

Uit  deze  2I3  kunnen  8  cf.  (21^,  283)  a%eleid  worden 
door  toevoeging  van  7  driepuntige  diagonalen;  elk  der  8 
kwadrupels  van  gescheiden  Ignen  der  (I24,  I63)  waarvan 
de  2I3  de  punten  bevat,  kan  daartoe,  in  verband  met  de 
overige  drie  Ignen  van  de  (92,  63)  der  nevenhoekpunten, 
gebezigd  worden.     De  7  nieuwe  Ignen  kunnen  b.v.  zgn: 


«1  ^1  ^1 

«2  63    C4 

P2   y*   ^8 

03   64   Cg 

P8   ys   ^* 

04   69   C3 

P4    98   '•S 

(XI) 


De  beide  cf.  (2I4,  283)  hebben  blgkbaar  26  Ignen  ge- 
meen; het  aantal  cf.  driehoeken,  waarin  de  cf.  punten  voor- 
komen, is  voor  de  laatst  beschouwde  9  of  4  (evenals  voor 
de  2I3,  waaruit  zg  afgeleid  werd),  voor  de  eerstgenoemde 
5  of  0. 

>Uit  de  punten  der  harmonische  (243,  1 84)  en  hare  neven- 
» hoekpunten  kunnen  240  cf.  2I3  gevormd  worden,  welke 
»van  elke  der  beide  geassocieerde  (12^,  I63)  6  punten  en 
lalle  nevenhoekpunten  bevatten,  en  4  met  de  vorige  onge- 
>lgksoortige  2I3,  welke  de  nevenhoekpunten  en  alle  punten 
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>van  eene  der  beide  (I24,  I63)  beyatten.  Door  toevoeging 
«telkens  van  een  stel  van  7  nieuwe  1^'nen  kunnen  uit  deze 
»cf.  (240  +  32)  cf.  (2I4,  283)  gevormd  worden;  de  laatste 
»32  verschillen  in  samenstelling  van  de  240  der  eerste 
groep". 

8,  De  in  den  aanhef  van  g  4  gemaakte  opmerking  geeft 
het  middel  om  gemakkel^k  een  tabel  voor  de  lijnen  der 
aldaar  gevonden  cf.  (48g,  963)  te  verkrggen.  Daarbg  blgkt, 
dat  van  de  16  restfiguren  (9^1  63)  A^  waaruit  deze  cf.  is 
samengesteld,  er  slechts  drie  behoeven  opgeschreven  te  wor- 
den, daar  de  overige  door  verschikking  van  letters  en  indices 
uit  deze  voortvloeien. 

Deze  zgn : 


(aa  6g)  (63  C3)  (04  C4) 

(«s  ^s)  (*4  ^4)  («2  ^a) 

(a*  fté)  (62  Ca)  (^3  C3) 

(«1  h)  ih  <^s)  («8  ^a) 

(«a  *2)  (*8  <^3)  («1  <^i) 

(öts  ^s)  (*i  <?*)  («2  ^•s) 

(ai  62)  (61  cj  (03  Cl) 

(«2  *i)  (*4  ^1)  («1  C3) 

(«8  h)  ih  ^)  («2  C4) 


(aj  fcg)  (64  C4)  («3  Cs) 

(«8  ^8)   (h   C2)   (<»4   C4) 

(04  64)   (fts   <^)   («2   ^2) 

(ai  61)  (63  cg)  fag  f3) 

(«2  ^2)  (*i  C4)  («3  ^2) 

(«3  63)  (63  C3)  (ai  C4) 

(«1  *2)   {h   Cl)   (ag   C4) 

(öfa  ^1)  ih  <^s)  («3  Cl) 

(«3  64)  (61  C4)  (ai  C3). 


.(XII) 


Het  eerste  zestal  Ignen  staat  op  zichzelf;  uit  het  tweede 
kunnen  nog  8,  uit  het  derde  nog  5  zestallen  afgeleid  wor- 
den ;  dit  hangt  hiermede  samen,  dat  de  Ignen  der  oorspron- 
Igke  (124,  I63),  waarvoor  deze  getallen  de  restfiguren  zgn, 
tot  de  grondvormen  ai  bi  Oi ,  ai  bi  a  (o»  bi  ci ,  a«  6/  ci), 
<H  bk  Cl  (t,  A,  Z  =  2,  3,  4)  kunnen  gebraclt  worden. 

Met  behulp  van  de  volledige  tabel  der  bedoelde  (48^ ,  963) 
vindt  men  gemakkelgk,  dat  zg  vgftientallen  van  onderling 
gescheiden  Ignen  bezit.  Als  voorbeeld  diene  de  volgende 
groep. 
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(«1  h)  ih  Ci)  (as  Cl) 

i<H  h)  (^4  Cl)  («1  ^s) 

(oj  64)  (62  ^3^  («2  C4) 

(«4  h)  ih  <?*)  («s  ^^s) 

(öi  64)  (61  Cs)  («a  <^i) 

(«4  fci)  (63  Cl)  («1  c») 

(oj  6s)  (*4  ^'2)  (04  ^^3) 

(«8   *»)   (*4   <?s)   (04  ^2) 


(«1    *8)  (*1  C2)   (04   <ïl) 

(«8   *l)  (&2  <?l)    («1    C4) 

(ag  64)  (63  ^2)  (^3  <^*) 

(«4   62)  (^8  C^)   («8   <^2) 

(«2   ^2)  (*8  ^8)  («4   C4) 

(ag   63)  (64  C4)  («2  ^2) 

(a4  64)  (62  ^2)  («8  «s) 


(Xin) 


Het  is  dns  niet  mogel^k,  om  uit  deze  cf.  door  de  hoven- 
gebezigde  methode  van  afzondering  eener  groep  yan  cf.  lg« 
nen,  eene  eenvoudiger  cf.  verkrggen.  Maar  door  op  te  mer« 
ken,  dat  in  de  cf.  (487,  11 23)  van  g  4  de  l^n  {ai  &x), 
(^1  ^^1)9  (^1  ^i)  voorkomt,  die  met  bovenstaand  vgftiental 
eene  groep  van  16  onderling  gescheiden  Ignen  vormt,  welke 
samen  alle  punten  der  cf.  bevatten,  komt  men  tot  eene 
nieuwe  (^Sg,  963)  door  deze  16  lijnen  weg  te  laten. 

De  eerstgenoemde  (48e,  ^^s)  beeft  144  tweepuntige  dia- 
gonalen, die  in  twaalftallen  met  de  punten  der  oorspron- 
kelgke  (I24,  163)  incident  zgn;  daar  z^  elk  twee  punten 
der  (48e ,  963)  bevatten,  komen  in  elk  dezer  punten  6  zulke 
diagonalen  samen.  Door  deze  144  lynen  in  de  cf.  op  te 
nemen,  verkrggt  men  dus  eene  cf.  (60 ^g ,  24O3),  voor  welke 
de  lijnen  der  (I24,  I63)  zespuntige  diagonalen  zgn. 

9.  Met  het  oog  op  de  uitkomsten  der  vorige  §§  zal  bg 
het  onderzoek  van  cf.  met  vrucht  gebruik  gemaakt  kunnen 
worden  van  deze  regels. 

» Bezit  eene  cf.  (pxq^  q  Xp)  eene  groep  van  x  onderling 
» gescheiden  Ignen,  dan  levert  de  afzondering  dezer  Ignen 
»eene  cf.  (p  o?^— 1 ,  {q  —  1)^;»)  Heeft  zg  x  diagonalen,  welke 
1  ieder  eene  verschillende  groep  van  p  cf.  punten  bevatten, 
>dan  ontstaat  door  het  toevoegen  dezer  p=puntige  diago- 
>nalen  eene  cf.  (p  J?y4.i,  {q  +  ^Xp).*' 


RAPPORT 

OYBU  DK  YfiRUANDELING  VAK  DBN  HeER  De.  J.  T.  0UDEMAI4S; 


GETITELD  : 


BEITEAGE  ZUB  KENNTNISS  DES  CHIEOMYS 
MADAGA5CAKIENSIS. 

(Uitgebracht  in  de  Vergadering  van  30  Juni  1888). 


De  ondergeteekenden  hebben  de  eer,  over  deze  in  hanne 
handen  gestelde  verhandeling,  het  volgende  mede  te  deelen. 

Genoemde  verhandeling,  groot  38  folio-pagina's  schrift  en 
vergezeld  van  3  platen,  bevat  anatomische  onderzoekingen 
en  biologische  aanteekeningen  over  Ühiromys  madagascarien- 
sis,  van  welke  belangwekkende  en  zeldzame  Prosimia  van 
Madagascar  tot  nog  toe  slechts  weinige  exemplaren  bekend 
zgn,  terwgl  slechts  enkele  schryvers  zich  met  haar  anatomie 
hebben  beziggehouden.  Elk  nieuw  onderzoek  over  dit  be- 
langrgk  dier  is  dan  ook  met  vreugde  te  begroeten. 

Den  schrgver  stonden  2  vrouwelijke  exemplaren  ten  dienste. 
Het  eene,  in  den  tuin  van  het  Kon.  zool.  Gen.  Natura 
Artis  Magistra  gestorven,  werd  gedeeltelgk  versch  onder- 
zocht; het  andere  exemplaar  was  in  alcohol  bewaard. 
Het  onderzoek  strekte  zich  uit  over  het  spierstelsel,  het 
oog,  de  hersenen,  het  darmkanaal,  de  bronchiaalvertakkin- 
gen,  de  tepels,  alsmede  over  de  w^ze  waarop  het  dier  zich 
voedt.  Van  de  figuren  behooren  er  9  bfl  het  spierstelsel,  i 
by  de  hersenen,  I  hg  het  darmkanaal  en  1  bg  de  voeding»- 
wgze  van  bet  dier. 
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Aan  de  behandeling  van  het  spiersbelsel  is  het  grootste 
gedeelte  van  h'ït  onderzoek  van  den  Heer  Oudbmaks  gewijd ; 
met  uitzondering  van  de  aangezichtsspieren,  die  kortelings 
door  RuGfi  zeer  volledig  bewerkt  zijn  en  van  de  romp-  en 
staartspieren,  heeft  de  schrgver  van  het  spierstelsel  van  Chi- 
romys,  in  't  bizonder  van  dat  der  1  dematen  eene  uitvoerige 
en  nauwkeurige  beschrgving  geleverd.  Bij  vergelijking  met 
oudere  onderzoekingen  zooals  b.  v.  met  die  van  Owbn,  Mu- 
uiE  AND  MiVART  eu  Alix,  ouderscheidt  zich  de  hier  voor 
ons  liggende  verhandeling  door  groote  nauwkeurigheid.  Het 
meest  stemmen  de  door  den  schrijver  verkregen  resultaten 
met  die  van  Mqrib  and  Mivart  overeen.  In  menig  opzicht 
bevat  evenwel  het  onderzoek  van  den  Heer  Oudemans  tal 
van  nieuwe  bizonderheden.  De  innervatie  der  spieren  is  in 
hoofdzaak  niet  nagegaan,  hetgeen  echter  ten  volle  te  ver- 
ontschuldigen is,  wanneer  men  bedenkt  dat  bij  een  dier  als 
'  Chiromys,  het  homologiseeren  der  spieren  zq^  goed^  als  geen 
bezwaren  oplevert. 

6g  de  behandeling  van  het  oog  bespreekt  de  schrijver 
wel  de  oogleden  en  de  oogspieren,  maar  van  een  speciaal 
onderzoek  van  den  bulbus  moest  hij  door  den  minder  goeden 
conservatietoestand  afzien. 

Van  de  hersenen,  (voor  de  eerste  maal  dat  de  hersenen 
van  een  Chiromys  in  verschen  toestand  onderzocht  zijn), 
werden  de  grootte,  de  vorm,  de  convexiteit  der  hemisphaeren 
en  de  kleine  hersenen  meer  speciaal  behandeld,  waarbg  de 
schrgver  tevens  eenige  vergelijkingen  met  de  door  Owbn  on- 
derzochte hersenen  van  een  spiritusexemplaar  van  Chiromys 
en  met  de  hersenen  van  Lemur  catta  en  die  van  Perodicticus 
Potto  ten  beste  geeft.  De  nomenclatuur  van  de  sleuven  der 
hemisphaeren  ontleent  de  schrgver  aan  Erueo,  maar  ont- 
houdt zich  van  voorbarige  vergelgkingen  met  bij  den  mensch 
voorkomende  toestanden. 

De  door  den  Heer  Oudemans  aan  het  darmkanaal  zgner 
beide  exemplaren  verrichte  metingen  doen  ons  zien,  ook 
wanneer  hij  ze  met  de  uitkomsten  van  Owbn  en  Pbtbrs 
vergelekt,  dat  de  lengte  der  verschillende  onderafdeelingen 
bei  angr^k  afwisselt.  Het  onderzoek  der  bronchiaalvertakkin- 
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gen  stemt   overeen  met  de  uitkomsten  van  Peteus,  dat  der 
tepels  met  de  beschr^ving  van  Elaatscu. 

Daar  er  veel  tegenstrgdigheid  heerscht  over  het  voedsel 
van  Chiromys,  heeft  de  sehrgver  de  litteratuur  daarover 
nauwkeurig  nagegaan  en  komt  op  grond  van  eigen  waar- 
nemingen tot  de  slotsom,  dat  Chiromys  een  frugivoor  is, 
ofschoon  zg  evenwel  sommige  insecten  niet  versmaadt.  De 
wijze  waarop  een  nu  nog  in  den  Amsterdamschen  dierentuin 
levend  voorwerp  haar  voedsel  (appelen  en  walnoten)  tot  zich 
neemt,  wordt  uitvoerig  uiteengezet  en  door  een  afbeelding 
opgehelderd. 

De  litteratuur  is  uitvoerig  en  op  doeltreflfende  wijze  be- 
handeld. De  afbeeldingen  zgn  fraai  en  voortreffelgk  uit- 
gevoerd. 

WJ  zien  in  de  verhandeling  van  den  Heer  Oüdbmaws  een 
zeer  belangr^ke  en  te  waardeeren  bydrage  tot  de  kennis 
van  Chiromys,  die  vele  nieuwe  feiten  aan  het  licht  brengt 
en  verder  vele  onderdeden  grondiger  behandelt  dan  tot  dus- 
ver geschied  is.  Wy  aarzelen  dan  ook  niet  het  onderzoek 
van  den  Heer  Oudbmans  ter  opneming  in  de  Verhandelingen 
aan  de  Afdeeling  aan  te  bevelen. 

Amsterdam  en  Leiden, 

Juni  1888. 

M.  FÜRBRINGBR, 

O.  K.  HOFFMANN. 


RAPPORT 

OTES  EENB 
YEBHANDELING   VAN   DBN   HeBU   Da.    P.    H.  DOJES 

tOVER  DE  AFHANKELIJKHEID  DEE  OPLOSBAARHEID  VAN 
DRUK  EN  TEMPERATUUR". 

(Uitgebraobt  in  de  Vergadering  van  30  Juni  1888). 


De  verhandeling  van  den  Heer  Dojbs,  waarover  ons  is 
opgedragen  rapport  uit  te  brengen,  heeft  tot  titel:  »de  af- 
hankelijkheid der  oplosbaarheid  van  druk  en  temperatuur'*. 
Had  de  schrijver  nauwkeurig  willen  zijn,  dan  had  hg  er 
wel  mogen  bgvoegen  >der  zouten";  immers  alleen  de  op- 
losbaarheid daarvan  wordt  behandeld;  doch  ook  dan  ware 
o.  i.  de  titel  nog  niet  juist. 

Het  volgende  geeft  beter  den  inhoud  der  verhandeling 
weder  :  » een  betrekking  tusschen  de  verandering  in  de  op- 
losbaarheid der  zouten  en  de  verandering  in  de  spanning 
van  den  damp  boven  die  oplossingen".  Een  vraag,  be- 
trekking hebbende  op  de  verandering  der  electromotorische 
kracht  van  enkele  cellen  met  de  temperatuur,  wordt  aan 
het  einde  dezer  niet  zeer  groote  verhandeling  mede  door 
den  schrgver  behandeld. 

In  de  eerste  plaats  zoekt  de  schrgver  de  betrekking  tus- 
schen de  verandering  in  de  oplosbaarheid  bg  drukverhoo- 
ging  en  de  vermindering  in  de  spanning  van  den  waterdamp 
boven  een  geconcentreerde  zoutoplossing,  vergeleken  bg  die 
boven  zuiver  water.  Langs  twee  verschillende  wegen  wordt 
die  betrekking    verkregen,    nl.    met    behulp  van  de  theorie 
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yan  de  therinodynamisclie  potentiaal  en  door  de  beschouwing 
van  een  omkeerbaar  isotherraisch  kringproces,  waarbij  eerst 
door  druk  zout  uitgescheiden  wordt,  daarna  water  verdampt 
en  ten  laatsten  het  verdampte  water  weder  met  het  uitge- 
scheiden zout  tot  de  vroegere  oplossing  wordt  teruggebracht. 
Bij  zulk  een  omkeerbaar  isothermisch  kringproces  is  de  som 
der  verrichte  hoeveelheden  arbeid  gelijk  nul,  en  het  is  van 
deze  eigenschap,  dat  de  schrijver  gebruik  maakt  om  de  for- 
mule te  vinden,  die  hem  tot  de  slotsom  leidt:  dat  b^  alle 
zouten,  die  onder  contractie  oplossen,  de  oplosbaarheid  bg 
verhooging  van  druk  vermeerdert  en  omgekeerd. 

Het  schgnt  ons  toe,  dat  de  schrijver  dit  resultaat  als  het 
voornaamste  beschouwt  wat  uit  de  gevonden  formule  volgt. 
Ten  minste  dit  is  het  eenige  gevolg  dat  afzonderlek  aan- 
geduid en  in  het  licht  gesteld  wordt.  Is  dit  zoo,  dan  zou 
niet  veel  nieuws  gevonden  en  de  formule  van  niet  veel  be- 
teekenis  zgn,  want  reeds  vóór  15  a  16  jaren  is  door  Gibbs 
de  algemeene  regel  uitgesproken,  waaronder  dit  als  bijzon- 
der geval  behoort,  nl.  »bij  verhooging  van  druk  verdwijnt 
die  phase  die  het  grootste  volumen  heeft,  en  treedt  in  de 
plaats  die  van  het  kleinste  volumen".  Een  ander  gevolg 
der  gevonden  formule  echter  is  óf  nieuw  óf  ten  minste  veel 
minder  algemeen  bekend,  nl.  hoe  de  verandering  der  oplos- 
baarheid met  verhoogden  druk  berekend  zou  kunnen  wor- 
den, indien  bekend  is  de  mate  waarin  de  spanning  van  den 
waterdamp  met  het  zoutgehalte  der  oplossing  samenhangt. 
Mocht  men,  zooals  de  schrijver  doet,  aannemen  dat  de  druk 
regelmatig  met  aangroeiend  zoutgehalte  en  evenredig  daar- 
aan afneemt,  —  iets  dat  approximatief  bg  zeer  verdunde 
oplossingen  geldt  en  wel  eens  de  wet  van  Wüllnbr  genoemd 
wordt,  —  dan  liet  de  gevonden  forn^ule  ook  de  bovenge- 
noemde berekening  toe.  De  schrgver  waagt  zich  dan  ook 
aan  enkele  berekeningen.  Maar  de  overeenstemming  met 
de  ervaring  is  niet  zeer  groot  en  dit  wordt  door  hem  toe- 
geschreven aan  mogelgke  fouten  der  waarneming.  Wij 
schrflven  ze  toe  aan  het  niet  gelden  der  wet  vanWÜLLNBE. 

In  de  tweede  plaats  wordt  behandeld  de  verandering  der 
oplosbaarheid    met    de  temperatuur,  of  liever  deze  verande- 
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ring  wordt  in  Terband  gebracht  met  de  yermindering  dei^ 
dampspanning. 

Maar  wij  zullen  niet  verder  in  byzonderheden  treden  en 
liever  tot  de  formuleering  van  ons  advies  overgaan. 

De  verhandeling  bevat  iets  nieuws  of  ten  minste  weinig 
bekends.  Dit  geeft  den  doorslag,  waar  wy  anders  zouden 
aarzelen.  Want  w^  hebben  te^en  de  behandeling,  vooral 
uit  het  oogpunt  van  duidelijkheid  en  nauwkeurigheid^  be- 
denkingen. Ook  het  gebruikte  kringproces  kan  ons  niet 
voldoen.  Daarom  raden  w^'  de  Akademie  aan,  de  verhan- 
deling wel  in  de  Verslagen  en  Mededeelingen  op  te  nemen ; 
maar  den  schrgver  vooraf  met  difc  rapport  in  kennis  te 
stellen,  opdat  hy  met  de  Commissie  in  overleg  trede  over 
aan  te  brengen  verbeteringen. 


Amsterdam  en  Haarlem, 
28  Juni  1888. 


J.  D.  VAN  DER  WAALS. 
J.  BOSSCHA. 


OVER  EENIGE   POEMULES, 

BETBKKKING  HSBBKNDB  OF  DE 

VERANDERINGEN  IN  SAMENSTELLING  DER  OPLOS- 
SINGEN,  DOOR  DRUK-  EN  TEMPERATUURS- 
VERANDERINGEN BEWERKT, 


DOOK 


Dr.  P.   H.  D0JE8. 


Inleiding. 

Ter  rechtvaardiging  en  yerduidelgking  van  de  narolgende 
toepassingen  van  de  theorie  van  den  thermodynamischen  po- 
tentiaal mogen  hier  de  volgende  beschouwingen  voorafgaan. 

De  bekende  theorie  van  Gibbs  leert,  dat  er  chemisch  even- 
wicht bestaat,  wanneer  de  thermodynamische  potentiaal  eene 
minimum-waarde  heeft.  Vooral  door  Duhbm  *)  is  deze  theorie 
systematisch  doorgevoerd  en  toegepast.  Ten  einde  tot  grootere 
kortheid  van  uitdrukking  te  geraken,  zullen  hier  eenige  sym- 
bolische benamingen  gebruikt  worden.  Men  beschouwe  n.1. 
een  mengsel  of  oplossing  van  twee  of  meer  bestanddeelen. 
De  grootte  van  den  thermodynamischen  potentiaal,  het  vo- 
lume, de  energie  en  de  entropie  van  het  geheel  hangt  af 
van  de  hoeveelheid  en  de  verhouding,  waarin  de  bestand- 
deelen optreden.  De  bedoelde  symbolische  uitdrukkingen  nu 
zgn  de  thermodynamische  potentiaaly  het  volume,  de  energie 


*)  Duhbm.  Potentiel  Thermodynamique  etc*  Paris  1886.    Men  zie  ook 
Plavck.  Wied.  Ann,  Bd  30  en  31.  1887- 
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en  de  entropie  van  elk  der  bestanddeelen,  zooétls  zg  in  het 
mengsel  voorkomen.  Men  lioude  wel  in  't  oog,  dat  zij  al- 
leen symbolisch  zgn;  hare  werkelgke  beteekenis  moge  uit 
het  volgende  blijken. 

Zij  F  de  thermodynamische  potentiaal  onder  den  con- 
stanten druk  p  van  eene  zekere  hoeveelheid  van  een  (ho- 
mogeen) mengsel,  die  M-^  G,  van  de  eene  en  M^  G.  van  de 
andere  stof  bevat.  Zg  V  het  volume  van  deze  hoeveelheid, 
Ï7  en  5  hare  energie,  respectievelijk  entropie. 

Daar  F^  F,  U  en  S  alle  homogene  functiën  van  den 
eersten  graad  in  M^  en  M^  zgn,  bestaan  de  volgende  ge* 
Igkheden : 


^1 

dF 

+ 

3 

M, 

+ 

M, 

M, 

+ 

M^ 

M, 

+ 

Jd, 

=  F 

=  V 

=  ü 

=  S. 
Verder  heeft  men  daar  F  =   U—  TS  +  pV  ia: 

±F_  _du__    _ds_         yv_ 

A  .  iZ.  _  A.  (A^  _  T—  4-      —\  = 


of,  daar 


A_  .  AZ.  __  11.  . 
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fivenzoo  iS: 

_è_      _è^  __  fè5_ 

Verder  is: 
en  evenzoo: 

A  .  IL  .-  AZ. 

dp      03^2  ~  è  3/2 
Voert  men  de  volgende  notatiën  in: 

^-F        ^-F        ^-V        lü-F 
dü/i  ~  ^'     di/2  ~     *'     èA/i  ~      "     dü/a  ~      " 

dan  bestaan  tusscben  deze  grootheden  de  betrekkingen: 
Fi  =  Ui—TSi  +  pVi 
F,  =  U,-TS,  +  pF, 

Tusscben  de  grootbeden  F^  F^ ,  Ï7i ,  en  S^ ,  -Pg ,  P^ , 
U^  en  iSg  bestaan  das  die  betrekkingen,  welke  gelden  voor 
den  tbermodynamiscben  potentiaal,  het  volume,  de  energie  en 
de  entropie  yan  eene  onvermengd  voorkomende  stof.  Maar 
op  zich  zelf  beeft  bet  geen  physischen  zin,  te  spreken  van 
den  tbermodynamiscben  potentiaal,  het  volume,  de  energie 
en  de  entropie  van  elk  der  bestanddeelen,  zooals  zij  in  bet 
mengsel  voorkomen. 
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Voor  een  mengsel  van  meer  dan  twee  bestanddeelen  gel- 
den gelijke  betrekkingen. 

BeschoQwen  wg  thans  de  voorwaarden  voor  chemisch 
evenwicht.  Laten  twee  stofiFen  twee  mengsels  van  verschil- 
lende samenstelling  vormen;  zij  treden  dan  volgens  de  uit- 
drukking van  GiBBS  in  twee  verschillende  phasen  op.  Voor 
het  eene  mengsel,  dat  J/j  G.  resp.  M^  G.  der  beide  be- 
standdeelen bevat,  hebben  F,  7,  U  qvl  S\  Fi  ^  V^  üi  en 
Si\  F^^  Kg ,  U2  en  S.2  de  bovengemelde  beteekenis.  /i  v, 
u  en  s;  fu  vi^  Ui  eu  «j*,  f^^  rg,  u^  en  s^  duiden  dezelfde 
grootheden  aan  voor  het  andere  mengsel,  dat  m^ ,  resp. 
m^  G.  bevat. 

Vermeerdert  de  hoeveelheid  mj  met  de  oneindig  kleine 
hoeveelheid  dmi  en  vermindert  dientengevolge  Mi  met  rfm^ , 
dan  is   de  variatie  van  den  thermodjnamischen  potentiaal: 

dmi  —  — —  dmi 

O  mi  d  ^i 

en  daar  «leze  functie  in  den  evenwichtstoestand  eene  mini- 
mumwaarde heeft,  moet  deze  variatie  gelijk  nul  z^n.  Hier- 
uit volgt: 

r^  -  7^  =  o  «^  A  -  i^i  =  0. 

dmi         dMi  ^  * 

£venzoo  geldt  voor  het  andere  bestanddeel ; 

/a  -  ^2  =  O  I 

indien  /J^  en  F^  voor  dit  bestanddeel  gelgke  beteekenis 
hebben  als  fi  en  Fi  voor  het  eerstgenoemde. 

In  het  yervolg  hebben  Fi,  F^ ,  C/j  en  5^ ,  F^,  Kj ,  ü^ 
en  ^2  steeds  de  bovengemelde  beteekenis: 

^F         dr         öt^         dS 

enz.; 


dMi'     dMi'     ^Mi  \  ^Mi 

de   symbolische   benamingen  Toor  deze  functiën:  thermody- 
namische  potentiaal,  volume,  energie  en  entropie  van  1  G. 
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eener  stof,  zooals  deze  in  het  mengsel  voorkomt,  zgn  hier- 
door, wat  hare  beteekenis  betreft,  voldoende  verklaard. 

De  in  de  formules  optredende  verschillen  Vi  —  7^ , 
V2  —  V^i  —  *i  +  ^^1  en  —  «2  +  ^^2  hebben  eene  gemak - 
kel^k  aan  te  wgzen  beteekenis.  Immers,  vermeerdert  de 
hoeveelheid  m^  met  dmi  en  vermindert  das  gelgktgdig  Mi 
met  dmi,  dan  is  de  volume- ver  meerdering  van  het  systeem 
der  beide  mengsels : 

■^ —  ^^1  ~  TUT  ^^1  =  ^^'^i  (^1  ~  '^i) 
O  mi  dMi 

vi  —  Vi   is  dus  de  volume-vermeerdering,  per  G.  berekend. 
Analoog  is  de  beteekenis  van  v^  —  V^.  Evenzoo  stelt 

fi,   /öi     =    T 


de  entropie-verraeerdering  voor,  die  bij  de  gemelde  verande- 
ring van  het  systeem  optreedt  (ook  weder  per  gewichtseen- 
heid berekend). 

6y  het  vermengen  van  twee  vloeistoffen  kunnen  verschil- 
lende gevallen  voorkomen,  wauronder  echter  twee  het  menig- 
vuldigst  optreden:  z^  kunnen  of  geheel  zich  vermengen,  of 
slechts  gedeeltelijk,  zóódat  twee  lagen  van  verschillende 
samenstelling  ontstaan.  De  thermodynamica  leert,  dat  de 
damp  boven  deze  beide  vloeistoimengsels  geheel  dezelfde  is 
en  verder,  dat  zg  beide  hetzelfde  vriespunt  hebben.  Daar- 
entegen lossen  gassen  en  vaste  stoffen  in  het  algemeen  slechts 
tot  een  bepaald  bedrag  in  eene  vloeistof  op.  Met  behulp 
van  den  thermodynamischen  potentiaal  kan  men  de  veran- 
deringen nagaan,  die  door  veranderden  druk  en  temperatuur 
in  de  samenstelling  der  mengsels  en  oplossingen  optreden. 


1.     Twee  gedeeltelijk  hekgbaee  vloelstoffen. 

Beschouwen  wij  het  systeem  van  de  beide  vloeistoffen  en 
nemen    w^    als    concreet    voorbeeld    de   twee  mengsels  van 
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aethylaether  en  water.  Voor  de  gemakkel^kheid  der  nota- 
tien  dolde  men  alle  grootheden,  die  op  de  benedenste  laag 
betrekking  hebben,  door  eeu*  hoofdletter  aan ;  daarent^en 
door  een  kleinen  letter  alle,  die  voor  de  bovenste  laag  gel- 
den. In  de  eerstgenoemde  laag  kome  voor  M^  G.  aether 
en  Mg  G.  water;  /\  ^Ö  ^®  thermodynamische  potentiaal 
onder  constanten  druk  van  1  G.  aether,  in  deze  laag  voor- 
komende, F^  die  voor  1  G.  water  van  dit  mengsel,  V^  zg 
het  volume,  dat  in  het  mengsel  door  1  G.  aether  wordt 
ingenomen,  Vg  het  analoge  volume  van  1  G.  water,  Si  en 
S^  stellen  de  respectieve  entropiën  voor.  (symbolische  bena- 
mingen met  boven  verklaarde  beteekenis.)  Voor  de  bovenste 
laag   hebben    mi,    m^  /i,  /g»  ^i»  ^2»  ^i  ^^  H  gelflksoortige 

M  m 

beteekenis.     Men  stelle  ten  slotte   r/  =  i/  en  —  =  A. 

Ml  mi 

De  beide  mengsels  verkeeren  oorspronkelgk  onder  den 
drak  van  hun  damp.  In  de  volgende  formules  wordt  deze 
kleine  druk  verwaarloosd.  Als  e venwichtsvergel^ kingen  heeft 
men:  fi  —  Fi  =  0  en  f^  —  F^^zO.  Om  den  invloed  der 
drukvermeerdering  te  leeren  kennen,  heeft  men  slechts  neer 
te  schrgven,  dat  in  den  nieuwen  evenwichtstoestund  de  ther- 
modynamische potentialen  weer  gelijk  moeten  zijn.  Dit  geeft: 

en 

dp  dhdp  dp  dB    dp 


of  daar 


/i-J-irrO  en  f^-F^zrzO: 
dp  öA  ip  öp  bB  ip 
dp   èA  dp   hp        d -ff  dp 
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Vooreerst  heeft  men  nu  de  boven  (bladz.  228)  afgeleide 
vergelgkiugen : 

^n  _„     ÖYa  _       dF,_         i>F,_ 
dp  dp  dp  dp 

9 

verder  bestaan  de  betrekkingen  *) : 

Dit  alles  ingevoerd  zynde,  vindt  men  door  oplossing: 

De  damp  boven  een  vloeistofmengsel  bevat  dampen  der 
beide  vloeistoffen ;  kent  men  de  wet,  welke  volgens  de  par- 
tiëele  spanning  van  een  der  dampen  afhangt  van  de  verhou- 
ding, waarin  beide  vloeistoffen  gemengd  zgn,  dan  kan  men 

ö^i  d/i 

=     en    — -^ 

^  H  d  h 

berekenen.  Men  make  nl.  de  onderstelling,  dat  beide  dam- 
pen zich  als  volkomen  gassen  gedragen  en  dat  hunne  par- 
tiêele  spanningen  P^  en  P£  zijn,  zoodat  de  totale  dampdruk 
P  1=  Pi  -{-  P^  is.  Is  F  dan  de  thermodynamische  potentiaal 
onder  den  totalen  druk  P  van  het  vloeistofmengsel,  dat  Mi  G. 
van  de  eene  en  M^  G.  van  de  andere  vloeistof  bevat,  en  is 
evenzoo  i/'  die  voor  het  dampmengsel,  dat  uit  n^  G.  van 
de  eene  en  uit  nc^  G.  van  de  andere  stof  in  dampvorm  be* 
staat,  dan  bestaat  ook  hier  weer  de  evonwichtsvoorwaarde: 


öP 


-^  =  0. 


dMi         dril 
Men    kan  nu  xp  nog  anders  uitdrukken,  daar  volgens  on- 


*)  DuH£ii,  Poientiel  Tkermodtfnamique^  Paris  1886. 
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derstelling  beide  dampen  zich  als  volkomen  gassen  verhou- 
den. Denkt  men  zich  nl.  beide  daraphoeveelheden  van  het 
mengsel  gescheiden  en  beide  afzonderlijk  op  het  volume  ge- 
bracht, dat  door  het  dampmengsel  wordt  ingenomen,  dan  is 
de  som  van  de  functiën  energie,  entropie  en  thermodyna- 
mische  potentiaal  (onder  den  betreffenden  partiëelen  druk) 
der  beide  afzonderlgke  dampmassa's  gelijk  die  functiën,  welke 
voor  het  dampmengsel  gelden.  Is  dus  cpi  de  thermodynami- 
sche  potentiaal  onder  den  druk  Pj  ^^^  ^  ^*  ^^^  ^^^  eenen 
damp  en  q^  d^®  onder  den  druk  P^  van  1  G.  vau  den  an- 
deren damp,  dan  is : 

d  «/* 
lp  =  ni  9i  +  «2  qpg  1  waaruit  volgt,  dat  =  9^  is. 

Om  dit  te  bewijzen,  houde  men  in  't  oog,  dat  in  de  formule 

AL  _^  ^0 

de  differentiatie  van  F  naar  Aïi  en  van  11/  naar  71  ^  plaats 
moet  hebben  bij  constante  waarde  van  den  totalen  druk  P. 
Daar  nu  <pi  van  P^  en  qp^  van  P^  afhangt,  zullen  wfl  eerst 
(jPi  en  qp2  uitdrukken  in  P^ ,  n^  en  wg.  Duiden  Ri  Ten  R^T 
de  bekende  prod akten  aan  voor  1  G.  van  elk  der  dampen, 
die  zich  volgen  onderstelling  als  volkomen  gassen  gedra- 
gen, dan  is: 

p^  ^  "1^1     ^    P  en  Pa  =  "*^« 


ril  ^1  +  *'2  ^2  ^1  ^1  +  «a  ^2 

en  dus: 

dP                P2«i                 PiA         dPg  P1P2 

—  —  en  — 


dni\         tiiRi+n^R^  Wj  P  dwj  wj  P 

Men  vindt  dus  voor  ,  wanneer  P  constant  blijft : 


O  til  O-t^i 


^Pi   .       dn 

öP, 

'dn,-^"'i>P, 

è»! 

Daar 
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^  _  7rf.  _  :?iZ 


(het   volume   van  l  6.  van  den  damp  onder  den  druk  Pi) 
en  evenzoo 

ö-Pg  Pg  Pi  P% 

en  eindelgk 


ÖP,  dP. 


:» 


dfni  öwi 

vallen  de  twee  laatste  tarnen  tegen  elkaar  weg  en  erblgft 
over: 

T —  =  ^1- 
dni 

Evenzoo  is 

C —  =  V2- 

M 
Verandert    nu    de    verhouding   — ^  =  H^   dan  verandert 

Jfi 
^  jp 

tevens    de    dampdrak.    F^  r=  7^7-   hangt    zoowel    van  H 

Oi/i 

als  van  den  totalen  druk  P  af;  - —  =  qpi  z^nde,  verandert 

ÖWi 

alleen  voor  zoover  de  partiëele  druk  Pi  verandert. 
De  differentiatie  naar  H  geeft  dus: 

öfi         dP       dfl         dPi      öiBT   ~     ' 

091 
Nu  is  -^  =    Vfi^ ,  waarin   F^/^  het  volume  van  1  G.  van 
o  Pi 

dezen  damp  onder  den  druk  Pi  voorstelt. 


iP  '        iUi 
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IS  de    volume- vermeerdering   van  het  vloeistof  mengsel,  ver- 
oorzaakt door  dat  de  gewichtseenheid    van  de  vloeistof  M^ 
in  het  mengsel  overgaat. 
Men  vindt  dus: 

Verwaarloost  men,  daar  V^  klein  is  tegenover  F^,  en 
— -  slechts  om  -—7  grooter  is  dan  — — ,  den  term  V^  —— , 
dan  komt  men  tot  de  benaderde  formule: 

dFl    _    y^    ^. 

Evenzoo  is : 

èA  _        ^ 

Neemt  men  verder  n<^  aan,  dal  de  wet  van  Mariottb 
geldig  is,  en  stelt  men  diensvolgens  Pj  Vj,  =  pi  vj,  =  Ri  T, 
dan  komt  men  tot  de  vergelgkingen : 

i,F,  „  dPi  RiTdPiJliJPx_-RiT^^l, 
jH""^''jH^Tr   è^       dA       ''dA-  PI       dh 

Voor  het  geval,  waarop  de  vergelijkingen  (l)  betrekking 
hebben  is  Pj  =  ;)i  te  stellen ; 

zgn  echter  verschillend.  De  invoering  van  deze  waarden 
geeft  de  vei^elgkingen : 

JilogH  _  v,  —  V,  +  h{vi-  Vj)  p^  ^^ 

dlogh  _  Vj—  Vi-\-  ii  ("8  —  ^g)  p ,  ^laj 

^P    "     i2,r.^(fl-A) 
on 
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Alle    tot  nu  toe  uitgevoerde  experimenteele  onderzoekin- 
gen   schijnen    te  leeren,  dat  in  deze  formules  — --  en  — — - 

negatief  zijn  en  wel  is  —  —7-  ">  —  ^  rj* 

Hebben  vi  —  Vi  en  v^  —  V2  hetzelfde  teeken,  dan  is  lit 

ook  het  geval  met    en  .   Opdat  na  drukverhooging 

de  beide  mengsels  in  samenstelling  minder  van  elkander  ver- 
schillen, hetgeen  den  overgang  vormt  tot  volkomen  vermen- 

7\  h  Pi  FT 

ging,    moet  —  positief  en  negatief  zijn;  hieruit  volgt 

Op  dp 

vi  —  ^1  <C  O  en  ^2  —  V^^  0;  deze  twee  laatste  voorwaar- 
den zijn  echter  niet  voldoende.  De  verandering  der  con- 
centratie door  druk  verhooging  is  verder,  al  het  overige 
gelijk  zijnde,  omgekeerd  evenredig  met  de  vermindering  in 
dampspanning. 

De  afhankelijkheid  der  samenstelling  der  twee  lagen  van 
de  temperatuur  wordt  aangegeven  door  de  twee  vergely- 
kingen : 

dT^  ^h       dT       dT        ^H  '   dT~      ^"^ 
Hierin  is: 


Vermeerdert  m^  met  drrii  en  vermindert  Mi  met  dmj, 
dan  worde  in  't  geheel  eene  warmtehoeveelheid  opgenomen, 
gel^k  aan  Aj  d  mj.  Vermeerdert  m^  met  d  m^  en  M^  met 
—  d  mg,  dan  worde  k^  d  m^  opgenomen.  Met  het  oog 
hierop,  bestaan  dan  de  gelijkheden: 
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verder : 

A    ÖA    ^^  dB 

_  1 .  a  -fl 

gaan  de  bovenstaande  vergelgkingen  over  in : 

Al       hF^/dH_dfi/dh 
T~  dBd  T      dh  '  dT  *" 

_h  _  _l_  ,dJ\h_H       l    dfi    dh 

T~     h'  ih' éT^  h  dh' yr' 

waaruit  door  oplossing  volgt: 

\.{2) 

Men  kan  verder  nog  voor  Vj   —     en  vj  — 7^  de  boven  ont- 

wikkelde  waarden  invoeren. 

Over  de  afhankelgkheid  der  samenstelling  der  twee  meng- 
sels van  den  druk  zijn  in  *t  geheel  geen  proeven  genomen ; 
ook  die  over  de  veranderlijkheid  met  de  temperatuur  zgn 
weinig  talrijk  *). 

Opdat  temperatuursverhooging  het  verschil  in  samenstel- 
ling vermindere,  moet  Aj  -f-  A  A3  <^  O  en  A^  -f  ^  A2  >  O 
zgn,  waaruit  volgt :  A^  <^  O  en  Ag  >  O  ;  deze  laatste  twee 
voorwaarden  zgn  evenwel  niet  voldoende. 

De  combinatie  van  de  vergelgkingen  (1)  en  (2)  geeft: 


*)  OsTWALD,  Lehrbueh  der  allgemeinen  Chemie. 
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dp 

dh 
dp~ 

d  T 

dh 
b  T 

388  ) 

-v^) 

"1 

Xi  +  AAj 

-Vi) 

611 

Ai  +  HX^ 

..(3) 


2.     Vaste  lichamen  en  gassen. 

Veel  eenvoudiger  zyn  de  formules,  die  de  af  hankel^kheid 
der  oplosbaarheid  van  vaste  stoffen  en  gassen  van  tempera- 
tuur en  druk  aangeven. 

Bg  de  notatiën  neme  men  aan,  dat  de  index  1  op  de 
vloeistof,  2  op  de  vaste  stof  of  het  gas  «laat.  /^  zg  de 
thermodynamische  potentiaal  onder  constanten  druk  van  1  G. 
opgelost,  i/j2  ^i®  v**^  1  ®'  onopgelost  zout,  r^  en  V^  de  vo- 
lumina,  s^  en  ^2  ^^  entropiên  van  1  G.  zout  in  opgelosten, 
resp.  in  onopgelosten  toestand,  (symbolisch  op  te  vatten.) 
A  is  de  gewichtsverhouding,  v^aarin  zout  en  vloeistof  in  de 
oplossing  voorkomen. 

Alsdan  gelden  de  vergeligkingen : 

d/a       d/^  ,  èA  _  dj^  _  q 
dp       dh       dp        dp 

voor  de  veranderlgkheid  met  den  druk  en 

dT'^  dh       dT      dT 

voor  die  met  de  temperatuur. 
Men  heeft: 

t^/2_       ^i^  V   ^Jl  —  _\^  ^_  ^^«  ^ 

^-'«'   dp~    ^'dh-      hdh'dT-~'^'dT~''^^' 

Stelt  men  9^  —  -2*^  =  — ,  dan  is  A^  de  warmtehoeveel- 
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huid,  die  opgenomen  wordt,  wanneer  eene  kleine  zouthoe- 
Teelheid  in  eene  b^na  verzadigde  oplossing  overgaat  (perG. 
berekend). 

De  invoering  al  dezer  waarden,  geeft  de  twee  vergelij- 
kingen: 

"^=-~ir ^^ 

en 

dT  yèA ^^ 

Door  combiDatie  van  (4)  en  (5)  vindt  men: 

—  =  -^ ï  T  •  ^^ (6) 

Stellen  vj^  en  pi  volume  en  druk  van  den  damp  voor 
boven  de  verzadigde  oplossing  en  volgt  de  damp  de  wet 
van  Mariotte,  dan  is: 

en  (4)  en  (5)  g^n  over  is: 

^  fog  fi  __       ^2-^2      ,^„. 

ip  ^  y  .^loffPi 

d  h 
en 

^^  = A___  /5.x 

O  h 

Zeer  eenvoudig  worden  deze  formules,  indien  de  wet  van 

d  Pi 
WÜLLNER    geldig    is;    alsdan    heeft—  -  de  waarde  —b,b 

16* 
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eene    constante    zgnde,    die  alleen  nog  van  de  temperatuur 
afhangt.     Deze  substitutie  uitvoerende,  vindt  men: 

De  formule  (6)  is  door  Bra.ün  *)  langs  anderen  weg 
afgeleid;  de  formule  (5^)  door  DuiibmI)  met  behulp  van 
den  thermodynamischen  potentiaal.  De  door  Kirchhopp  §) 
afgeleide  formule  voor  de  oplossingswarmte  stemt  niet  met 
de  door  Duhem  gegevene  overeen. 

Voor  zoutoplossingen  z]gn  door  Sorby**)  eenige  quanti- 
tatievc  bepalingen  omtrent  de  verandering  der  oplosbaarheid 
door  drukverhooging  geschied.  Tammann  heeft  ff)  verder 
voor  de  oplossingen,  die  Sorby  onderzocht,  ook  de  damp- 
spanningen  onderzocht,  zoodat  men  aan  zyne  tabellen  de 
waarde  van  b  ontleenen  kan.  De  overeenstemming  tusschen 

de  waargenomen  en  de  berekende  waarde  van is  echter 

vrg   slecht    en    is    waarschijnlgk   te   verklaren,    hetzij   door 

waamemingsfouten,    by    de    bepaling    van    dergelgke  kleine 

dh 
grootheden  als --— en   Vq  —  ü£  noodzakelük  begaan  of  door 
ap 


*)  F.   Beaun,    Wied.   Annalen,    Bd.  30,  pag.  260,  1887.    Beauh  be- 
gaat   overigens   eene   onnauwkeurigheid    door   te    stellen:    (pag.    253): 

dg 
hetgeen  streng  genomen  moet  zijn: 

dg 

Daardoor   wordt   z^jne   eind  vergelijkingen   volmaakt   gelyk   aan  de  hier 
ontwikkelde: 

t)  Duhem,  Comptea  Rendtix,  T.  104,  pag.  683,  1887. 
§)  Kirchuofp,  Poggend,  Ann.,  Bd.  108,  pag.  177,  1858. 
♦♦)  Sorby,  PhiL  Mag.,  Vol.  27,  4»»»  Ser.,  pag.  146,  1864. 
tt)  Tammann,  Wied.  Ann.,  Bd.  24,  pag.  523,  1885. 
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de  onjuistheid  van  de  wet  van  WifLLNBR.  Ook  voor  de  meest 
verdunde  oplossing  (11,05  Gr.  Kg  SO4  in  100  G.  water)  is  de 
overeenstemming  onbevredigend;  Sobby  geeft  aan  0,0002914, 
de  berekening  levert  0,0002207.  p  is  daarbij  in  atmosfee- 
ren  uitgedrukt. 

Voor  de  oplossing  van  gassen  in  niet  of  weinig  vluchtige 
vloeistoflFen,  gelden  geheel  analoge  formules.  De  index  1 
hebbe  betrekking  op  de  vloeistof,  de  index  2  op  het  gas. 
F^  zij  de  thermodynamische  potentiaal  onder  constanten 
druk  van  1  G.  der  gasvormige  stof,  f^  die  van  1  G.  opge- 
loste stof;  v^  en  V^  zij  het  volumen,  «2  ^^  "^2  de  entropie- 
in  gasvormigen,  resp.  in  opgelosten  toestand  (symbolische 
benamingen.)  h  zy  de  verhouding  van  de  gewichtshoeveelhe- 
den   gas  en  vloeistof,waarin  zij  in  de  oplossing  voorkomen. 

De  gelykheid  f2  —  i^^  =  O  geeft  door  differentiatie  naar 
p  en  Tl 

dp        dp        dA   dp""      ^^  bT       èT      dh    dr 

Stelt  men  52  —  «g  =  — ^,  dan  beteekent  L^dm^  de  (nega- 
tieve) warmtehoeveellieid^  die  opgenomen  wordt,  wanneer 
bg  constante  temperatuur  eene  kleine  gashoeveelheid  dm^ 
door  de  bgua  verzadigde  oplossing  wordt  geabsorbeerd.  Door 

invoering  van  deze  waarde  en  door  substitutie  van  — — enz. 
door  hunne  bekende  waarden,  vindt  men: 

^^        d/i      ÖA        ^2       d/b      öA 

De  combinatie  van  deze  beide  vergelykingen  geeft: 

dA_dA  r,-  n  ^ 
èp       ^T       Lz 

Bg   niet  te  hoogen  druk  mag  men  V^  tegenover  vg  ver- 
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waarloozen;    volgt   verder    het    gas    de  wet  van  Mabiottb, 
dan  is: 

RT 
P 

en  de  laatste  vergel^king  verandert  in: 
yh        &  A  R  T^ 

Daar  volgens  de  wet  van  Hbn&t  h-r^  p  ft^  waarin  /?  den 
absorptie-coëfficiënt  voorstelt,  die  niet  van  p  afhangt,  gaat 
deze  formule  over  in: 

L.  =  RT^  •  — ^ 

en  deze  stemt  geheel  overeen  met  de  vroeger  langs  anderen 
weg  door  Kikchhofp*)  afgeleide. 


3.     Bbvribzing  van  zoutoplossingen. 

De  analogie  tussehen  het  verschgnsel  der  verzadiging  en 
dat  der  bevriezing  leidt  er  toe,  ook  den  invloed  van  den 
druk  op  dit  verschgnsel  te  bespreken.  •  Bg  de  verzadigings- 
temperatuur  is  de  oplossing  in  evenwicht  met  vast  zout; 
bg  het  vriespunt  in  evenwicht  met  gs. 

Zg  (symbolisch)  fi  weder  de  thermodynamische  potentiaal 
onder  constanten  druk  van  1  G.  water,  in  de  oplossing  voor- 
komende, ^1  die  van  1  G.  gs.  Alsdan  is   bg  het  vriespunt 

f  U/i  =  O-    Indien  men  nu  den  druk  verhoogt,  kan  men 

de  concentratie  van  de  oplossing  berekenen,  die  onder  dezen 
hoogeren  druk  hetzelfde  vriespunt  heeft.  De  gelgkheid  fi  — 
if/i  =  0  gedifferentieerd,  geefk: 


»)  KiBCHHOFF,  1.  c.  pag.  194. 
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^1  +  ^  .  ^*_öJl=o  of  —  =  ^^~^\ 
ip       dh       dp       èp  dp  d  A 

Vi  ia  het  volumen  van  1  G.  ys,  (bg  de  temperatuur  van 
het  vriespunt  der  oplossing  onder  den  druk  p)  en  Vi  dat  van 
1  6.  water,  zooals  dtt  in  de  oplossing  voorkomt  (symbolisch). 

Daar 

ÖA  'bpi 

en  -— -    negatief   is,  daar  verder  het  specifiek  volumen  van 
d  h 

gs  grooter  is  dan  dat  van  zuiver  water  en  water  in  't  alge- 
meen onder  contractie  door  eene  oplossing  wordt  opgenomen, 

is    Fi—  t?!   positief;  hieruit  volgt    dat— —  negatief  is,  m.  a. 

dp 

w.  eene  meer  verdunde  oplossing  heeft  onder  hoogeren  druk 
hetzelfde  vriespunt. 

De  temperatuursverandering,  die  men  moet  veroorzaken, 
opdat  eene  oplossing  van  dezelfde  concentratie  onder  ver- 
hoogden druk  met  ^s  in  evenwicht  is,  wordt  gegeven  door 
de  vergel:gking : 

dp      öT       dp        dp        ö  T    dp 
Men  stelle  weder 

dT       dT       T  ' 

L|  beteekent  dan  de  naar  verhouding  voor  1  G.  berekende 
hoeveelheid  warmte,  die  opgenomen  wordt,  wanneer  eene 
kleine  hoeveelheid  igs  b^  het  \riespunt  in  de  zoutoplossing 
overgaat.     Bggevolg  is: 
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Daar  voor  waterige  oplossingen  algemeen  Vi  <^  Fj  en  Lj 

(de  som  van  de  smeltingswarmte  van  ^s  en  van  de  verdun- 

ö  T 
ningswarmte)  positief  is,  heeft  —  eene  negatieve  waarde. 

óp 

Wanneer  de  volume  verander  ing  van  het  oplossingsmid- 
del bij  den  overgang  van  den  vasten  in  den  vloeibaren  toe- 
stand verschillend  teeken  heeft  van*  die  by  den  overgang 
van  de  vloeistof  in  de  oplossing,  dan  bestaat  de  mogelijkheid, 
dat  eene  oplossing  zich  onder  vermeerderden  druk  in  omge- 
keerden  zin  gedraagt  als  het  zuivere  oplossingsmiddel. 

De  vraag,  naar  de  concentratieverandering  eener  oplossing, 
die  bij  veranderde  temperatuur  met  ijs  in  aanraking  blijft, 
wordt  beantwoord  door  de  differentiaalvergelijking: 


è?'  "^  dh 

dr       dT 

of  daar: 

èy 

d?          T 

is,  volgt  uit  deze  gelgkheid: 

èA 

Li 

dT 

yd/l 

dh 

In  dezen  vorm  geeft  de  vergelflking  de  vermindering  der 

concentratie  aan,  die  de  oplossing  moet  ondergaan,  opdat  z^ 

by  verhoogde  temperatuur  met  ys  in  evenwicht  is.  Hetom- 

ö  T 
gekeerde  differentiaal-quotiënt  —  geeft  dus   eenvoudig  aan, 

o  /* 

met  hoeveel  de  temperatuur  verlaagd  moet  worden,  wanneer 

h  met  dh  wordt  vermeerderd,  m.  a.  w.  —  is  de  verlaging 

oh 

van  het  vriespunt.  Men  vindt  dus  daarvoor: 

dT  _        dh 
dA  ~     Li 


(245) 
Voor  verdunde  oplossingen  g^at  L^  over  in  desmeltings- 

warmte  van  üs;  daar  verder  •— 7"  =  t?,/, ——ent?,/,  het  volume 

O  A  in 

voorstelt  van  1  G.  damp  boven  ys  bg  0'\  drukt  deze  ver- 
gelgking  uit,  dat  voor  alle  verdunde  oplossingen  de  verla- 
ging van  het  vriespunt  evenredig  is  met  de  vermindering 
der  dampspanning. 

Men  kan  evenwel  ook  voor  oplossingen  van  willekeurige 
concentratie  aan  deze  formule  eene  merkwaardige  en  volkomen 
strenge  gedaante  geven.  Daar  nl.  bij  het  vriespunt  eener 
oplossing  onder  den  druk  van  haren  damp  (by  het  drievou- 
dige punt)  deze  druk  gel^k  is  aan  dien  van  den  damp  boven  gs, 
kan  men  Li  gemakkelgk  uitdrukken.  Men  late  nl.  bg  het 
drievoudige  punt  eene  kleine  hoeveelheid  gs  verdampen  ;  deze 
damphoeveelheid  voere  men,  zonder  voorafgaande  compressie 
(daar  de  dampspanningen  gelgk  zgn)  in  de  oplossing  over. 

Alsdan  ziet  men,  dat  Li  het  verschil  is  van  de  twee  ver- 
dampingswarmten,  onverschillig  of  de  damp  zich  als  volko- 
men gas  gedraagt  of  niet.  Zg  n  de  spanning  van  den  wa- 
terdamp  boven  gs  en  p^  die  boven  de  zoutoplossing ;  bij  het 
drievoudige  punt  van  de  oplossing  is  pi  =  ;i ;  de  specifieke 
volumina  van  den  damp  zgn  dus  ook  dezelfde. 

Men  vindt  dus: 


Dit  in 


d/l 

èA  ~        Li 
ingevoerd  zgnde,  geeft: 

dT_  ''èh  _  d_A_ 


/dji  _  dpA         da  _  dpi 
'^*\dT         ^TJ  dT         dT 

De  verlaging  van  het  vriespunt  door  eene  bepaalde  ver- 
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meerdering  der  concentratie  is  ook  b^  eene  willekeurig  ge- 
concentreerde oplossing  evenredig  raet  de  vermindering  in 
dampspanning,  door  dezelfde  concentratie-vermeerdering  ver- 

oorzaakt;  de  veranderlgke  proportionaliteitsfactor  —;=^  —  -— 

cZ  /       o  T 

w^st  op  de  discontinuïteit,  waarmede  bg  het  vriespunt  der 
zoutoplossing  de  lijn  harer  dampspanning  in  die  der  span- 
ning boven  ijs  overgaat. 


4.     Cryohydratbn 


Ten   slotte  zij  het  mij  vergund  hier  het  probleem  te  be- 
handelen  omtrent    de  samenstelling  van  een  cryohydraat  *). 

Een  cryohydraat  is  eene  op- 
lossing, die  tegelijkertijd  metys 
en  zout  in  evenwicht  is;  uit 
deze  oplossing  scheidt  zich  b^ 
het  bevriezen  ijs  en  zout  in 
zoo  snelle  opeenvolging  uit, 
"~^  dat  z^  schynbaar  eene  homo- 
gene, vaste  massa  vormen  f). 
Zij  in  nevenstaande  figuur  X 
de  l^n  der  temperaturen,  B 
het  O-punt  der  Celsius-schaal  en  Fdel^n  der  zou thoe veelhe- 
den, opgelost  in  100  G.  water.  Z^  A  C  ie  oplosbaarheids- 
Ign  en  B  C  ie  Ign  van  het  vriespunt.  Eene  oplossing  van 
het  gehalte  B  C^  heeft  haar  vriespunt  bij  T^  en  is  tevens 
verzadigd;  zij  is  dus  een  cryohydraat.  De  beide  l^nen  sng- 
den  elkaar  slechts  eenmaal  en  eindigen  beide  in  het  punt  C 
De  hoeken,  die  de  raakl^nen  in  C,  aan  de  beide  krommen 
getrokken,  met  de  X-as  maken,  hebben  tot  tangenten: 


*)  Dit  probleem  is  zeer  onlangs,  maar  op  m  i  onjuiste  wijze  behan- 
deld door  Fabker.   Phil.  Mag   5tb  Ser.,  N».  156,  pag.  406,  May.  1888. 

f)  Volgens  GuTHRiE  is  eigenlek  deze  vaste  massa  van  dezelfde  pro* 
oentische  samenstelling  als  de  oploasing  een  cryohydraat. 
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de  yerhoudingen  der  tangenten  is  eenvoadig : 


(: 


Om  den  invloed  van  den  druk  op  de  samenstelling  van 
een  cryohydraat  na  te  gaan,  voere  men  de  volgende  nota- 
tien  in.  fi  z^  de  thermodynamische  potentiaal  onder  con- 
stanten drnk  van  1  6.  water  in  de  oplossing  voorkomende, 
f^i  die  van  1  G.  ^s,  /^  die  van  1  6.  opgelost  zout  en  (//^ 
die  van  1  G  vast  zout.  Verder  beteekenen  v^*  v^  de  volu- 
mina  van  1  G.  water  en  zout,  zooals  zg  in  de  oplossing 
voorkomen,  Fj  en  V^  de  specifieke  volumina  van  gs  en  zout; 
«1 ,  «2 ,  2i  en  2 2  de  respectieve  entropiën  (als  steeds  sym- 
bolische benamingen). 

Alsdan  gelden  onder  den  kleinen  druk  van  den  damp 
boven  het  cryohydraat,  welken  druk  men  verwaarloozen 
mag,  de  gelgkheden: 

/"i  —  ^1  =  O     en     /g  —  ^3  =  0. 

Den  invloed  der  drukverhooging  leert  men  kennen  door 
dififerentiatie  van  deze  vergel^kingen,  waarbij  7  en  A  als 
functiên  van  p  zyn  te  beschouwen.    Deze  geeft: 


d^      è^/ÖA       dA,dr\      èfg.öT 
èjt>  "*"dA  [^p^^t'^p]      ^t'  dp' 

Stellen  w^: 


èp       dl    öp~ 
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de  beteekenis  van  Li  en  ^2  is  duidelyk. 

Na 

öA  _  _   1  .  ÖA  ^^  d/i  ^  ^1  3^   ÏT   enz 

gesteld  te  hebben,  vindt  men  door  oplossing: 


en 


dp  "^   cV/'"  dp  df^   ,j     ^   .    ., 


geeft   de   totale   verandering  in  samenstelling  aan,  door  de 
drukverhooging  dp   veroorzaakt. 

Li  en  ji^  zjn  in  't  algemeen  beide  positief;  üj  —  Fj 
is  (voor  waterige  oplossingen)  in  't  algemeen  negatief,  even- 
zoo  v^  —  V^\  de  beide  termen  van  den  teller  hebben  dus 
hetzelfde  teeken  en  het  kan  gebeuren  als  een  bijzonder  ge- 
val, dat  Li  (üjj  —  Fg)  •=  A^  (vi  —  Fj)  is  en  in  dit  geval 
zou  de  samenstelling  van  het  cryohydraat  onafhankelgk 
z^n  van  den  druk. 

In  het  algemeen  zgn  echter  deze  grootheden  niet  gelyk 
en  men  ziet,  dat  de  concentratie  van  het  cryohydraat  wel 
van  den'  druk  afhangt  ^). 


*)  Farkbk  meent  bewezen  te  hebben,  dat  de  samenstelling  onvenn- 
derlyk  is. 
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dA  öpi 


Daar  — --  =  Vi/^ correspondeert,   al   het  overige  ge- 

Igk  blyyende,  eene  groote  veranderiug  in  samenstelling  met 
eene  kleine  vermindering  in  dampspanning. 

-      is  algemeen  negatief;  het  vriespunt  van  het  cryohy- 

draat  wordt  dus  door  druk  verlaagd. 
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Letterkunde    te    Leiden,    19    September    1888;  20^.  A.  R. 
Abntzenius,  Griffier  van  de  Tweede  Kamer  der  Staten  Gene- 
raal te  *s  Gravenhage,  8  September  1888;  21^.  H.  Yollbn- 
hovbn,  's  Gravenhage,  10  September  1888;  22^.  J.  Tidbman, 
Secretaris    van    het    koninkl^k  Instituut  van  Ingenieurs  te 
's  Gravenhage,  8  September  1888;  230.  T.  C.  L  Wunmalbn, 
Secretaris  van  het  koninklyk  Instituut  voor  Taal-,  Land-  en 
Volkenkunde  te  's  Gravenhage,  17  September  1888 ;  240.  J.  F. 
L.    ScHNEiDBR,    Bibliothecaris  der    polytechnische  School  te 
Delft,    23    Juli    1888;  250.  R.  M.  van  Lijnden,  Secretaris 
van  het  provinciaal  Utrechtsch  Genootschap  van  Kunsten  en 
Wetenschappen  te  Utrecht,  Juni  1888;  26^.  W.  F.  C.  van 
Laak  Jb.,  Bibliothecaris  der  Gemeente-Bibliotheek  te  Arnhem 
1888;  27®.  L.  Bboekema,  Directeur  der  Rgkslandbouwschool 
te  Wageningen,  10  September  1888;  28®.  Burgemeester  en 
Wethouders  der  stad  Zutphen,  10  September  1888;  29®.  Kru- 
SBMAN,  Secretaris  van  het  Zeeuwsch  Genootschap  der  Weten- 
schappen  te   Middelburg,    1888;    30®.  J.  L.  Beens,  Biblio* 
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thecaris  der  provinciale  Bibliotheek  in  Friesland  te  Leeuwar- 
den, 17  September  1888;  31^.  Taets  van  Amerokqbn,  Gou- 
vemeur  der  koninklijke  militaire  Akademie  te  Breda,  12 
September  1888;  32^.  F  Czeemak,  Secretaris  van  het  natur- 
forschende  Verein  te  Brunn,  Januari  1888;  33^.  von  Helm- 
uoLTz,  Berlin,  15  April  1888;  34^.  G.  Voss,  Secretaris  der 
naturforschende  Gesellschaft  te  Emden,  20  September  1888; 
35^.  Th.  Steck,  Bibliothecaris  der  naturforachende  Gesell- 
schaft te  Bern,  9  Juni  1887;  360.  j.  r.  Koch,  Bibliothe- 
caris der  allgemeine  schweizerische  Naturforscher  Gesell- 
schaft te  Bern,  8  Juni  1887;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

1®.  het  Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken,  'sGraven- 
hage,  9,  24  Juli,  3,  18  Augustus  1888;  2^.  het  Ministerie 
van  Oorlog,  'sGravenhage  20  Juli  1888;  30.  den  Commis- 
saris des  Eonings  in  de  provincie  Friesland  te  Leeuwarden, 
5  Juli  1888;  4^.  J.  F.  L.  Schnbider,  Bibliothecaris  der 
polytechnische  öchool  te  Delft,  30  Juli  1888;  5^.  R.  M. 
VAK  Lijnden,  Secretaris  van  het  provinciaal  Utrechtsch  Ge- 
nootschap van  Kunsten  en  Wetenschappen  te  Utrecht,  Juni 
1888 ;  6^.  het  Ministère  de  Tlnstruction  publique  et  des  beaux 
Arts  te  Parijs,  26  Juli  1888;  7«.  De  Milloue,  Directeur 
van  het  Musée  Guimet  te  Pargs,  1888;  8^.  den  Directeur 
der  Ecole  polytechnique  te  Pargs,  Januari  1888;  9®.  G.  Bbu- 
NEL,  Archivaris  der  Société  des  Sciences  physiques  et  natu- 
relles te  Bordeaux,  1  Februari  1887;  lO^.  A.  Düméri,  Se- 
cretaris der  Académie  des  Sciences,  Inscriptions  et  belles 
Lettres  te  Toulouse,  1  Maart  1888;  IP.  F.  Nicholson, 
Bibliothecaris  der  literary  philosophical  Society  te  Man- 
chester, 1888;  12®.  R.  Hbideneain,  Voorzitter  der  Schlesi- 
sche  Gesellschaft  für  vaterlandische  Cultur  te  Breslau,  1 
Augustus  1888 ;  13^.  D.  Stbicker,  Bibliothecaris  der  Senc- 
kenbergische  naturforschende  Gesellschaft  te  Frankfort  a/M., 
24  Augustus  1888;  14^.  G.  di  Lorenzo,  Napels  19  Sep- 
tember 1888;  Ib^.  G.  Storh,  Secretaris  der  Videnskabs- 
Sel^kabet   te  Christiania,  29  Mei  1888;  160.  E.  de  Reoel, 
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Directeur  van  den  Jardin  impérial  de  Botanique  te  St.  Peters- 
burg, 28  Januari  1888;  170.  den  Secretaris  der  Naturfor- 
scher-Gesellschaft  te  Dorpat,  1  April  1888;  180,  F.  M. 
Thork,  Directeur  der  ü.  S.  coast  and  geodetic  Survey  te 
Washington,  14  Juli  1888;  19o.  J.  F.  Beidb,  Bibliotheca- 
ris der  public  Library  te  Melboume,  8  Augustus  1888; 
waarop  het  gewone  besluit  valt  van  schriftelflke  dankbe- 
tuiging en  plaatsing  in  de  Boekerg. 

—  Tot  de  ingekomen  stukken  behooren: 
10.  Eene  Inissive  van  den  Minister  van  Waterstaat,  Handel 
en  Ng  verheid  (1  Sept.  1888),  ter  begeleiding  van  een  adres 
met  by lagen  van  den  Heer  D.  Dobbe,  te  *s  Grravenhage,  be- 
treffende eene  door  hem  bereide  soort  van  olie,  bestemd  om 
wormen  en  insecten  uit  hout  en  andere  stoffen  te  weren.  — 
De  Minister  vestigt  de  aandacht  der  Afdeeling  op  dit  mid- 
del, in  verband  met  het  aanhangig  onderzoek  in  zake  de 
Limnoria  lignorum,  en  betuigt  dat  het  hem  aangenaam  zou 
zgn,  over  den  tegenwoordigen  stand  van  dat  onderzoek  eenig 
bericht  te  ontvangen. 

2^.  Een  brief  van  den  Gouverneur  van  Suriname  (Pa- 
ramaribo 17  Juli  1888),  waarin,  naar  aanleiding  van  som- 
mige in  Nederland  openbaar  gemaakte  verslagen  over  de 
verwoestingen,  door  den  Paal  worm  en  de  Limnoria  lignorum 
teweeggebracht,  de  aandacht  der  Afdeeling  gevestigd  wordt 
op  eenige  houtsoorten  van  West-Indië,  aldaar  gebruikelijk 
bg  het  bouwen  van  waterwerken,  en  waarvan  vooral  het 
mambarklak,  door  eene  langdurige  praktgk,  gebleken  was 
bestand  te  zgn  tegen  de  verwoestingen  van  den  Paalworm.  — 
De  Gouverneur  deelde  tevens  mede,  dat  de  Afdeeling  in  het 
bezit  gesteld  zou  worden  van  monsters  van  dat  hout  en  dat 
daaruit  blaken  zou:  l^.  dat  het  mambarklak  niet  altgd  uit 
knoestige  stukken  bestaat,  maar  wel  degelijk  in  den  vorm 
van  rechte  palen  verkregen  kan  worden,  ter  inheiiug  geschikt, 
en  20.  dat  de  Paal  worm  wel  het  splint,  maar  niet  het  kern- 
hout  van  den  mambarklakboom  aantast.  —  De  Secretaris 
bericht,  dat  de  hierboven  bedoelde  voorwerpen  in  het  bezit 
der   Akademie  gekomen  zgn.  —  De  Voorzitter  wonscht  én 
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den  brief  van  den  Minister  van  Waterstaat,  Handel  enN^- 
verheid  én  dien  van  den  Gouverneur  van  Suriname,  met  al 
de  daarbg  behoorende  bescheiden  en  bewgsstukken,  ter  be- 
schikking te  stellen  van  de  Limnoria-Oomniissie,  opdat  de 
Afdeeling  te  z^ner  t^d  het  advies  zoowel  over  de  bederfwe- 
rende  olie  als  over  het  mambarklak  moge  vernemen.  — 
Aldus  wordt  besloten.  —  Tevens  stelt  de  Voorzitter  voor, 
den  Gouverneur  van  Suriname,  den  Heer  Mr.  H.  J.  Smidt, 
thans  in  Nederland  teruggekeerd,  den  dank  der  Afdeeling 
te  brengen :  zoowel  voor  z^'ne  belangstelling  in  een  voor  het 
moederland  zoo  belangrgk  vraagstuk  als  het  maken  van 
standhoudende  waterwerken,  als  voor  de  toezending  van  de 
grondstof,  waarmee  proeven  kunnen  genomen  worden.  — 
Dit  voorstel  wordt  aangenomen.  —  De  Heer  Hübbecht, 
Voorzitter  der  Limnoria-Commissie,  in  tijds  door  den  Secre- 
taris in  kennis  gesteld  met  het  verlangen  van  den  Minister 
van  Waterstaat,  Handel  en  Nyvcrheid  om  een  en  ander  over 
den  tegenwoordigen  stand  van  het  onderzoek  der  Commissie 
te  vernemen,  leest  een  door  de  Commissie  goedgekeurd  rap- 
port voor,  dat  als  antwoord  op  's  Ministers  vraag  zou  kun- 
nen dienen,  en  't  welk  h^  voorstelt  dat  door  de  Afdeeling 
als  het  hare  erkend  worde.  —  Aan  dezen  weusch  wordt 
zonder  discussie  gevolg  gegeven, 

3^.  Een  brief  van  den  Minister  van  Binnenlandsche  Zaken 
(22  Aug.  1888),  ter  begeleiding  van  het  programma  der 
Statuten  en  van  een  uitnoodiging  ter  bewoning  van  het 
VII»  internationale  Congres  van   Amerikanisten    te   Berlgn. 

49.  Een  brief  van  het  Koninklyk  Instituut  van  Ingenieurs 
(lü  Juli  1888),  ter  begeleiding  van  een  exemplaar  eener 
pr^svraag,  uitgeschreven  door  de  Afdeeling  Ned.-Indië  van 
genoemd  Instituut,  en  luidende:  »men  vraagt  eene  prakti- 
sche handleiding  tot  toepassing  van  de  gezondheidsleer  bg 
het  bouwen  in  Nederlandsch  Indië".  Voor  het  beste  ant- 
woord wordt  uitgeloofd  eene  som  van  ƒ  1 000. 

5®.  Het  bericht  van  het  overlgden  van  het  buitenlaudscb 
lid  der  Akademie  Dr.  Rudolf  Glausius,  Hoogleeraar  te  Bonn. 
De  mededeeling  werd  door  den  Secretaris  beantwoord. 

6^«  Eene  missive  van  den  Hoogleeraar  Dr.  M.  FüaBBii^GËR 
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(17  Juli  1888),  waarin  hij  kennis  geeft  van  zgn  aanstaand  ver- 
trek naar  Jena,  en  zijn  lidmaatschap  der  Akademie  uederlegt. 

70.  Een  brief  van  het  lid  der  Akademie  Dr.  Hoek,  ter  be- 
geleiding van  een  exemplaar  van  het  rapport  over  de  vis- 
scher^'  met  ankerkuilen  en  staalboomen  op  het  HoUandsch 
Diep  en  Haringvliet,  ingevolge  eene  opdracht  van  den  Mi- 
nister van  Financiën  aan  hem  zei  ven  en  den  Heer  Botte- 
HANNE  verstrekt. 

30.  Een  brief  van  het  lid  der  Akademie,  den  oud-Hoog- 
leeraar  van  den  Bbeg,  ter  begeleiding  van  een  opstel  voor 
de  Verslagen  en  Mededeelingen :  » De  constructie-figuur  voor 
de  oplossing  van  een  stelsel  lineaire  vergelgkijigen,  beschouwd 
als  configuratie". 

9^.  Eene  verhandeling  »Over  polyedrale  configuraties", 
aangeboden  door  Dr.  Jan  de  Vries,  leeraar  aan  de  H,  B.  S. 
te  Kampen,  voor  de  werken  der  Afdeeling.  De  Voorzitter 
benoemt  tot  rapporteurs  over  dien  arbeid  de  Heeren  Bierens 
j)£  Haan  en  van  den  Berg. 

—  De  Heer  de  Vries  spreekt  over  steriele  maïs-planten. 
Naast  eene  gewone  maïs-plant  wordt  een  andere  vertoond, 
waaraan  de  zytakken  en  de  kolven  ontbreken,  terw^l  de  ge- 
heele  pluim  door  eene  naakte  spil  vervangen  is.  In  de 
oksels  der  bladscheeden  zgn  geene  knoppen,  hoe  klein 
ook,  te  zien.  De  plant  mist  dus  het  vermogen  om  zich  te 
vertakken  in  haren  stam  te  eenen  male.  Een  veertigtal 
zulke  planten  waren  in  dezen  zomer  op  een  bed  van  om- 
streeks 340  maïs-planten  ontstaan;  zy  waren  krachtig  en 
sterk  bebladerd,  en  byna  alle  volkomen  onvertakt.  Slechts 
enkele  toonden  aan  den  top  der  spil  eenige  zeer  fijne  takjes. 
Het  bedoelde  bed  was  opgekweekt  uit  de  zaden  van  eene  enkele 
in  1887  gewonnen  kolf.  Van  een  paar  andere  kolven,  in  1887 
gewonnen  uit  hetzelfde  zaaisel  (uit  één  kolf  van  1886), 
werden  in  1888  eveneens  zaden  uitgezaaid.  Onder  deze, 
minder  talrijke,  culturen  kwamen  eveneens  zulke  steriele 
maÏB-planten  voor. 

Met  den  Heer  Beterinck  wisselt  spreker  van  gedachte 
over    de    vragen:   1*.  of  de  bloemlooze  individuen  niet  ver- 
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nienigyuldigd  zo  aden  kannen  worden  door  hunne  blad- 
knoppen en  2^.  of  het  ontstaan  van  variatiën  alt^'d,  zooals 
de  spreker  zulks  had  voorgesteld,  de  uitkomst  van  meer 
dan  één  tijdperk  van  groei  moet  wezen,  en  of  de  mogelgk- 
heid  was  uitgesloten,  dat  in  eene  zelfde  periode  niet  enkel 
het  verschijnsel,  maar  ook  de  aanleg  daartoe  werde  voort- 
gebracht. De  spreker  meende  dat  de  volstrekte  afwezigheid 
van  okselknoppen  bij  de  door  hem  onderzochte  één-assige 
maïs-planten  geen  kans  van  vermenigvuldiging  langs  veget«- 
tieven  weg  aanbood,  en  dat  het  antwoord  op  de  tweede 
vraag  langs  experimenteelen  weg  niet  gegeven  kan  worden. 
Eene  vraag  van  den  Heer  J.  A.  C.  Oüdemans  over  den 
invloed  van  het  klimaat  op  de  weelderige  ontwikkeling 
der  kolven  wordt  door  den  Heer  de  Vkibs  beantwoord. 

—  De  Secretaris  leest  eene  geschrevene  bijdrage  van  het 
correspondeerend  lid  der  Afdeeling,  den  Heer  Dr.  Bu&ck  te 
Buitenzorg,  >  Over  den  invloed  van  het  licht  op  de  kieming 
der  sporen  van  Hemileia  v<i8tatrix'\  Zij  zal  worden  opge- 
nomen in  de  Verslagen  en  Mededeelingen. 

Eveneens  wordt  door  den  Secretaris,  op  verzoek  van  den 
Heer  Dr.  J.  6.  Bokelaoe,  mededeeling  gedaan  van  diens 
voorloopig  yerslag  van  werkzaamheden,  verricht  in  *sLands 
Plantentuin  te  Buitenzorg,  van  14  April  tot  4  Augustus 
1888. 

—  De  Heer  van  Bemmelen  doet  mededeelingen  omtrent 
de  onderzoekingen  van  den  Heer  Bakhuis  Roozeboom  :  DÜver 
de  verbindingen  van  chloorcalcium  met  water  in  vasten  en 
vloeibaren  toestand." 

Deze  onderzoekingen  zgn  ondernomen  met  het  doel,  de 
gevolgtrekkingen  te  toeteen,  welke  afgeleid  konden  wor- 
den omtrent  de  samenstellingen  en  de  dampspanningen  van 
verzadigde  zoutoplossingen  uit  de  thermodynamische  formulen 
van  Prof.  van  dee  Waals,  welke  formulen  in  overeenstemming 
gebleken  waren  met  de  uitkomsten  der  vroegere  onderzoe- 
kingen van  den  Heer  Koozeboom  over  gashydraten  en  ver- 
wante lichamen. 
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Tevens  wenschte  de  Heer  Roozkboom  voor  een  enkel  zout 
alle  verbindingen  op  te  sporen,  die  het  met  water  kan  aan- 
gaan, de  voorwaarden  van  haar  ontstaan  te  leeren  kennen, 
en  de  omstandigheden  van  temperatuur  en  druk  waaronder 
twee  of  meer  dezer  vaste  lichamen  met  elkander  in  evenwicht 
kunnen  zyn,  nevens  oplossing,  nevens  damp,  of  nevens  damp 
en  oplossing  samen. 

Eene  dergelijke  studie  was  noodig  om  een  volledig  over- 
zicht te  krggen  over  het  gedrag  van  zouten  tegenover  water. 

Bg  het  chloorcalcium  bleken  de  volgende  vaste  hydraten 
te  bestaan: 

Ca  Gig  .  6  HgO  -  CaClg .  4H20a  ~  CaClg  .iU^O/i, 
CaCl2.2H2  0  — CaCls.HaO. 

De  Heer  Roozbboom  bepaalde  van  al  deze  hydraten  de 
oplosbaarheid,  en  vond  langs  dien  weg  het  verschil  tusschen 
de  beide  hydraten  met  4  Hg  O,  welke  tot  dusverre  voor  de- 
zelfde verbinding  waren  aangezien.  Hij  isoleerde  het  hydraat 
met  2  Hg  O  voor  't  eerst  uit  de  zuivere  oplossing,  dat  vroeger 
slechts  door  de  toevoeging  van  HCl  verkregen  was;  terwyl 
het  hydraat  met  1  HgÓ  tot  dusverre  niet  bekend  was. 

Voor  het  van  oudij  bekende  hydraat  met  6  Hg  O  toonde  hg 
aan,  dat  het  beneden  zijne  smelttemperatuur  niet  alleen  naast 
oplossingen  met  meer  water,  maar  evenzeer  nevens  oplos- 
singen met  meer  CaClg  bestaanbaar  is,  wier  gehalte  aan 
CaClg  toeneemt  naarmate  men  zich  van  het  smeltpunt  ver- 
wgdert.  Hierdoor  wordt  voor  't  eerst  de  bestaanbaarheid  aan- 
getoond van  dergelijke  oplossingen ;  terwgl  die  bestaanbaar- 
heid reeds  afgeleid  was  uit  de  formule  van  Prof.  van  der 
Waals,  die  de  betrekking  aangeeft  tusschen  concentratie  en 
temperatuur,  in  verband  met  de  concentratie  van  het  vaste 
hydraat,  de  dampspanning  en  de  oploswarmte. 

Voor  geen  der  andere  hydraten  werden  zulke  oplossingen 
aangetrofifon.  Slechts  het  CaClg.  2  Hg  O  kan  tot  zeer  nabij 
zgn  smeltpunt  vervolgd  worden,  de  anderen  worden  reeds  ver 
beneden  hun  smeltpunt  omgezet  in  het  opvolgende  water- 
armere  hydraat.  In  zulke  gevallen  is  de  bestendigheid  van 
oplossingen,  met  nog  meer  zout  dan  het  gesmolten  hydraat, 
ondenkbaar. 
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Behalve  de  verschillende  hydraten,  kunnen  ook  de  beide 
componenten  zelve  in  vasten  toestand  nevens  vloeibare  com- 
plexen bestaan.  Zoo  loopt  de  oplossingslijn  van  ^s  in  de  op- 
lossing van  CaClg,  van  het  kryohydratische  pant  ( —  55^) 
tot  het  smeltpunt  van  ijs;  de  oplossingsl^n  van  watervrg 
GaCl^  begint  bij  dz  260^  om  te  eindigen  in  het  smeltpont 
van  CaClg  ±  720^.  By  de  laatste  kunnen  slechts  oplossin- 
gen behooren,  die  meer  H2O  bevatten  dan  de  vaste  stof ;  bg 
de  eerste  daarentegen  slechts  oplossingen,  die  meer  CaCl^  be- 
vatten dan  de  vaste  stof  (gs).  Uit  dit  oogpunt  beschouwd, 
vormen  dus  de  vriespuntslijnen,  van  oplossingen  van  Ca  Gig 
zoowel  als  van  andere  zouten,  alle  voorbeelden  van  den 
nieuwen  tak  der  oplosbaarheidslyn,  waarvan  de  bestaanbaar- 
heid voor  hydraten  voor  't  eerst  bg  CaClg.öHgO  bleek. 

De  Heer  Roozbbook  heeft  verder  de  dampspanningen  der 
verzadigde  oplossiogen  bepaald,  lusschen  O®  en  205^.  Hier- 
door heeft  hy  voor  de  verzadigde  oplossingen  van  het  6* 
hydraat  eene  tweede  gevolgtrekking  kunnen  bevestigen,  die 
uit  de  formule  van  van  dbe  Waals  af  te  leiden  is  omtrent 
de  wijze  waarop  de  evenwichtsdruk  van  het  stelsel :  vast, 
oplossing,  damp:  met  de  temperatuur  verandert.  Beschouwt 
men  namelyk  de  oplossingen  die  meer  water  bevatten  dan 
het  vaste  hydraat,  dau  zou,  naarmate  men  van  lagere  tem- 
peraturen tot  het  smeltpunt  van  het  hydraat  voortschrgdt, 
de  dampdruk  eerst  moeten  toenemen,  daarna  tot  aan  het 
smeltpunt  moeten  a&emen.  In  de  graphische  voorstelling  zou 
dus  de  lijn  (jo,  t)  twee  takken  vertoonen  ter  weerszij  van 
eene  temperatuur,  behoorende  bij  een  drukmaximum. 

Het  bestaan  dier  twee  takken  was  door  den  Heer  Roozk- 
BOOM  reeds  vroeger  aangetroffen  b^  verschillende  gashydraten, 
doch  bij  geen  der  bestudeerde  gevallen  kwamen  die  takken 
tegelgkertyd  voor.  De  dampspanningslyn  van  het  systeem 
met  het  6^  hydraat  vertoont  nu  echter  beide  takken,  omdat 
men  hierbg,  van  vrg  slappe  oplossingen  uitgaande,  tot  het 
smeltpunt  geraken  kan.  Evenwel  is  de  tak  van  de  afnemende 
spanningen  zeer  klein. 

Deze  bizonderheid  stemt  echter  overeen  met  de  voorwaar- 
den, waardoor  de  temperatuur  van  het  drukmaximum  bepaald 
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wordt.  Bij  deze  temperatuur  moet  naraelyk  de  omzettingS'' 
wamite  van  het  systeem  nul  geworden  zijn.  Daar  nu  bij 
temperaturen  beneden  het  smeltpunt  de  omzetting  bestaat 
in  smelting  van  hydraat,  en  in  eene  absorbtie  van  eene 
hoeveelheid  waterdamp,  die  het  gesmolten  hydraat  veranderen 
kan  in  oplossing  (behoorende  bij  die  temperatuur),  zoo 
behoeft  men  slechts  weinig  beneden  het  smeltpunt  te  gaan 
om  een  punt  te  bereiken,  voor  hetwelk  de  absorbtiewarmte 
reeds  gelijk  is  aan  de  smeltwarmte  van  het  hydraat. 

Kunnen  dus  hydraten  niet  tot  zeer  nab^  hun  smeltpunt 
vervolgd  worden,  dan  bestaat  er  weinig  kans  tot  het  verwezen- 
Igken  dezer  druklgn.  Alleen  bij  CaCl2.2H2  0  werd  dan 
ook  nog  eene  aanduiding  van  die  Ign  gevonden.  De  Heer 
RoozEBooM  kon  verder  het  beloop  der  spanningslijn  voor 
verzadigde  oplossingen  van  CaClg.GHgO,  met  gebruikma- 
king van  thcrmochemiscbe  bepalingen  van  anderen,  toetsen 
aan  de  formule  van  van  dee  Waals,  en  vond  voldoende 
overeenstemming  tusschen  proefneming  en  berekening,  ook 
voor  de  temperatuur  van  het  drukmaximum. 

De  studie  der  spanningslgnen  voor  de  oplossingen  der 
verschillende  bovengenoemde  hydraten  voerde  tevens  tot 
kennis  der  dampspanning  bg  de  temperaturen,  waarbg  het  eene 
hydraat  in  het  andere  wordt  omgezet.  De  punten,  die  deze 
temperaturen  en  spanningen  voorstellen,  zgn  quadrupelpun- 
ten,  waar  telkens  twee  hydraten  met  oplossing  en  damp  in 
evenwicht  zijn,  en  waarin,  behalve  de  spanningslijnen  der 
beide  verzadigde  oplossingen,  ook  nog  moeten  samenkomen 
de  spanningslijnen,  welke  het  evenwicht  aangeven  tusschen  die 
twee  hydraten  en  waterdamp,  en  de  lijnen  voor  het  even- 
wicht dier  hydraten  nevens  oplossing  alleen. 

Voor  de  meeste  stelsels  heeft  de  Heer  Roozebooh  eerst- 
genoemde Ignen  bepaald,  van  de  laatste  reeks  slechts  hare 
richtingen. 

Met  gebruikmaking  dezer  Ignen  laat  zich  een  volledig 
graphisch  overzicht  geven  van  al  de  evenwichtstoestanden 
die  mogelgk  zgn,  en  van  de  veranderingen,  die  zich  kunnen 
openbaren  bg  verhooging  of  verlaging  van  temperatuur  of 
druk  in  een  bestaand  stelsel. 
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ity  leeren  nauwkeurig  kennen  de  voorwaarden  Toor  het 
bestaan  of  ontstaan  van  eenig  hjdraat,  hetzg  oit  een  ander 
hydraat,  hetzig  uit  de  oplossing. 

Zoo  bestaat: 

CaOla-eHjO  nevens  oplossing,  tusschen  —  SS^en     300.2 

CaCl2.4HgO/?  »  »               »          290.2    i      380.4 

CaCl2-4H20a  »  »               »          290.8    »      450.3 

CaOl2.2HaO       »  »               1          450.3    »    1760 

CaCla.H2  0         i  i               »        1760      i    ±2600. 

Bg  1620  wordt  de  spanning  der  verzadigde  oplossing 
grooter  dan  1  atm.  Boven  deze  temperatuur  zgn  dus  op- 
lossingen  slechts  mogel^k  in  gesloten  toestellen. 

Bg  2050  ig  de  spanning  der  met  CaCl^  •  H2O  verzadigde 
oplossing  reeds  2  atm.  De  oplossingen  nevens  watervrg 
CaGl2  kuunen  dus  slechts  bg  zeer  hoogen  druk  bestaan. 

Toch  doet  de  formule  van  van  der  Waals  verwachten, 
dat  ook  deze  druk  tot  een  maximum  stygen  zal,  om  daarna 
(vermoedelgk  zeer  snel)  met  toenemende  temperatuur  te  da- 
len tot  den  smeltdruk  van  CaCls,  die  zeker  zeer  klein  is. 

Deze  onderzoekingen  bevestigen  tevens,  dat  elk  hydraat 
bg  elke  temperatuur  slechts  met  eene  oplossing  van  bepaalde 
concentratie  in  evenwicht  kan  zgn;  dat  bg  eene  overgangs- 
temperatuur  de  beide  hjdraten  gelgke  oplosbaarheid  heb- 
ben, en  dat  de  verandering  der  oplosbaarheid  bg  dit  punt 
plotseling  geschiedt,  zoodat  de  beide  oplosbaarheidslgnen  elkan- 
der scherp  sngden. 

Dat  elk  hydraat  eene  eigen  oplosbaarheid  heeft,  is  reeds  door 
Lo£W£L  en  6  J.  Muldbe  beslist  uitgesproken ;  later  echter, 
vooral  in  navolging  van  Nauhann,  verduisterd.  Nauhaitn  zag 
in  de  omzetting  van  een  hydraat  in  een  ander,  dat  armer 
aan  water  was,  een  begin  van  gradueele  dissociatie  in  de  aplos' 
9vng  —  eene  meening  die  tot  in  den  allerlaatsten  tijd  voortleeft. 

Deze  opvatting  is  volslagen  in  strijd: 

10.  met  de  scherpe  wgziging  der  oplosbaarheid  bfl  het 
bereiken  van  eene  overgangstemperatuur ; 
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2^.  met  de  mogel^kheid  om  bet  watei-armere  hydraat 
ODder  ganstige  omstandigheden  ook  beneden  zgne  overgangs- 
temperatuur  in  verzadigde  oplossing  te  behouden; 

3^.  met  de  regelmatige  aansluiting,  die  in  dat  geval  de 
beide  deelen  der  oplosbaarheidsl^n  vertoonen,  en 

4<>.  met  het  feit,  dat  in  vele  gevallen  het  waterarmere 
hydraat  even  goed  met  de  temperatuur  in  oplosbaarheid 
toeneemt  als  het  waterr^kere. 

De  oplosbaarheidsbepalingen  bg  de  hydraten  van  Ca  Cl^ 
leveren  voor  dit  alles  nieuwe  voorbeelden,  en  dwingen  tot 
de  erkentenis  :  1^  dat  elk  hydraat  zijne  eigen  oplosbaarheid 
heeft,  2^  dat  de  verandering  in  het  vaste  zout  oorzaak  is 
van  de  verandering  in  de  oplosbaarheid —  niet  omgekeerd; 
waarom  ook  bij  de  overgangstomperatuur  dezelfde  verande- 
ring zich  openbaart  b^  het  hydraat  buiten  de  oplossing. 

Deze  feiten  versterken  eindelgk  het  inzicht,  dat  eene  oplos- 
sing een  zelfstandige  evenwichtstoestand  is,  geheel  verschil- 
lend van  den  evenwichtstoestand  van  het  hydraat,  hetwelk 
tot  hare  bereiding  mag  gediend  hebbeu,  en  evenzeer  van 
dien  der  andere  hydraten,  welke  zich  mogelgkerw^ze  uit  die 
oplossing  b^  veriïchillende  temperaturen  zouden  kunnen  af- 
zetten. 

—  De  Heer  J.  A.  C.  Oüdemans  deelt  een  en  ander  mede 
omtrent  een  gebrek,  dat  vele,  aanvankelgk  onberispel^ke, 
niveaubuizen  later  vertoonen,  dat  namelyk  b^  langzaam  toe- 
nemende helling  de  luchtbel  onbewegelgk  blgfb,  om  dan  in 
eens  een  heel  eind  vooruit  te  gaan.  Eenige  in  Indië  ge- 
bruikte niveaubuizen  waren  in  1886  wegens  dat  gebrek 
teruggezonden. 

Het  is  wel  bekend  dat  uit  den  zwavelether,  waarmede  de 
niveaubuizen  gevuld  worden,  mikroskopische  lichaampjes  zich 
tegen  den  glaswand  afzetten,  en  dat  deze  den  gang  der 
luchtbel  stremmen,  maar  over  den  scheikundigen  aard  dier 
lichaampjes  en  de  reden  van  hun  ontstaan  was  men  het 
niet  eens. 

Prof.  H.  Wbpeks  Bbttink  te  Utrecht  nam,  op  verzoek 
van  Spreker,  een  onderzoek  naar  de  oorzaak  van  dit  gebrek 
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op  zich,  en  vond  toen  reeds,  in  October  1886,  door  chemi- 
sclie  analyse,  dat  de  buizen,  die  het  gebrek  het  meest  ver- 
toonden, ook  het  sterkst  natrongehalte  bezaten  ;  dat  derhalve 
waarschijnlijk  door  sporen  van  azijnzuur  of  van  water  het 
glas  werd  aangetast;  de  mikroskopische  lichaampjes  bleken 
ook  uit  het  losgekomen  kiezelzuurhydraat  te  bestaan. 

Bij  het  verdampen  van  den  ether  op  platina  bleef  eene 
rest  terug,  waarin  langs  mikrochemiscben  weg  calcium  en 
natrium  konden  worden  aangetoond,  terw^l  in  de  korreltjes 
kiezelzuur  de  hoofdmassa  vormde  met  sporen  van  gzer. 
Azijnzuur  kon  niet  worden  aangetoond. 

Eene  analyse  van  hel.  glas  der  niet  aangetaste  niveaus 
toonde,  dat  het  kalium  daarin  in  verhouding  tot  het  natrium 
voorkwam  als  43,14  :  56,86. 

Eene  analyse  van  het  glas  der  niveaus,  waarin  zich  de 
korreltjes  hadden  afgezet,  deed  eene  verhouding  vinden  van 
22,61  kalium  op  77,39  natrium.  Bij  het  aangetaste  glas, 
was  dus  ongeveer  de  helft  van  het  kalium,  dat  in  het  on- 
aangetaste glas  werd  gevonden,  door  natrium  vervangen. 

Hij  ried  dus,  in  plaats  van  zwavelether,  het  gebruik  van 
petroleumether  aan,  wijl  deze  vloeistof  in  alle  geval  niet 
verzuren  kan.  Het  is  echter  gebleken,  dat  dit  nog  niet  ge- 
heel voldoende  was,  en  opnieuw  werden  de  niveaus  uit 
Indië  teruggezonden.  Het  resultaat  van  zijn  herhaald  onder- 
zoek (Mei  ji.)  was  nu,  dat  het  aantasten  van  het  glas  be- 
paaldelijk door  het  water  geschiedde  *),  en  dat  bij  den  petro- 
leumether de  mogelijkheid  bestaat,  dat  dit  ontleend  wordt 
aan  de  kleefstof,  waarmede  zoowel  de  dekplaatjes  als  het 
diaphragma  aan  de  buis  worden  bevestigd.  Om  dus  niveaus 
te  vervaardigen,  die  het  gevreesde  gebrek  niet  vertoonen, 
was  het  advies   van  Prof.  Wefbrs  Bbttink  :  P.  het  gebruik 


*)  Dat  inderdaad  het  water  de  oorzaak  moet  zijn  van  het  aangetast 
worden,  en  de  ether  inderdaad  waterhoudend  is,  blykt  wanneer  men  den 
inhoud  van  een  der  niveaus  uitgiet  in  een  buisje,  dat  poedervormig 
acidum  tannicum  bevat.  De  inhoud  der  niveaus  maakte  terstond  het  acidum 
tannicuni  kleverig,  wat,  zooals  bekend  is,  met  watervrijen  ether  het  geval 
niet  is. 
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van  buizen,  yervaardigd  uit  glas  met  een  sterk  kali-  en  een 
zwak  natrongehalte,  2^.  liefst  de  vulling  te  doen  met  lich- 
ten pretroleumether,  die  minder  kans  heeft  van  water  aan 
te  trekken,  dan  zwavelether,  en  3'\  de  niveaubuizen  aan  de 
beide  einden  toe  te  smelten,  zooals  trouwens  reeds  lang  ook 
gebruikelgk  is. 

In  dien  zin  had  Spreker  ook  aan  den  Heer  Reichel  te 
Berlijn  geschreven,  en  daarna  eerst  kennis  gekregen  van  een 
onderzoek  van  Dr.  Myliüs  (werkzaam  aan  de  physikalisch- 
technische  Reichsanstalt  te  Charlottenburg),  dat  geplaatst 
is  in  het  Augustus-nummer  van  het  Zeitschrift  füv  Instru' 
mentenkundej  en  dat  tot  dezelfde  uitkomst  geleld  heeft  als 
dat  van  Prof.  Wepbrs  Bettink  Spreker  merkt  op,  dat  laatst- 
genoemde dus  geheel  onafhankelijk  tot  hetzelfde,  voor  de 
praktische  astronomie  en  geodesie  belangrgke,  resultaat  ge- 
komen is. 

—  Voor  de  Boekerg  der  Akademie  worden  aangeboden:  door 
den  Heer  Bierens  db  Haait,  uit  naam  van  het  wiskundig 
Genootschap :  »  Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven" : 
Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  XIV,  2  en  XV,  1;  en  uit 
naam  van  den  Heer  J.  C.  van  den  Berg  diens  Dissertatie 
>Over  de  Wervelbeweging" ;  door  den  Heer  Griwwis  de 
Dissertatie  van  den  Heer  L.  van  Elfrinkhof:  >De  viriaal 
en  hare  beteekenis  in  de  Mechanica";  door  den  Heer  van 
Bemmelen  de  Dissertatie  van  den  Heer  Stortenbeker  >Over 
de  verbinding  van  het  chloor  en  het  jodium" ;  door  den  Heer 
ScHOLS  3  stukken  van  >  Waterbouwkunde"  door  Henket, 
ScHOLS  en  Telders;  door  den  Heer  G.  A.  J.  A.  Oudekans 
de  door  hem  in  vereeniging  met  den  Heer  Bobrlage  be- 
werkte: >  Bibliographie  der  Flora  van  Nederland". 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de  ver- 
gadering gesloten. 


MISSIVE 


AAN 


ZIJNE  EXCELLENTIE  DEN  MINISTER  VAN  WATEBSTAAT. 
HANDEL  EN  NIJVERHEID, 


OYEB  DEN 


TEGENWOORDIGEN   STAND  VAN  HET  ONDER- 
ZOEK  DER  LIMNORIA-COMMISSIE. 


Amsterdam^  September  1888, 

In  antwoord  op  Uwer  Excs.  missive  van  1  September  LI., 
heeft  de  Afdeeling  Natuurkunde  der  Koninklijke  Akademie  van 
Wetenschappen  de  eer,  U  omtrent  den  stand  van  het  onder- 
zoek naar  de  verspreiding  en  de  middelen  ter  bestrgding 
van  de  Limnoria  lignorum  het  navolgende  te  berichten. 

Nadat  in  een  tweetal  voorloopige  meJedeelingen,  door  de 
te  dezer  zake  benoemde  Commissie  aan  onze  Afdeeling  ge- 
daan en  ook  aan  Uwe  Exellentie  toegezonden,  vastgesteld  was 
dat  de  Limnoria  niet  geacht  kan  worden  een  vernielende 
vijand  te  zgn,  die  voor  het  eerst  met  een  aanval  op  onze 
inheemsche  waierstaatswerken  dreigt  en  als  zoodanig  door 
snelle  maatregelen  van  tegenweer  nog  zou  kunnen  worden 
afgeweerd,  maar  dat  zy  integendeel  moet  beschouwd  worden 
als  een  op  vele  punten  der  Nederlandsche  kust  (een  deel 
der  Zuiderzee  uitgesloten)  voorkomend  Schaaldier^  hetwelk 
daar  al  vroeger  een  vernielenden  invloed  op  houtwerk,  dat 
in  zeewater  geplaatst  is,  heeft  uitgeoefend,  meende  die  Com- 
missie, dat  hare  wijze  van  werken  in  overeenstemming  be- 
hoorde gebracht  te  worden  met  deze  uitkomst. 

Nu    het   niet  de  vraag  bleek  te  zgn  een  dreigend  gevaar 
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af  te  weren,  maar  veeleer  om  voor  een  reeds  lang  bestaande 
kwaal  verzachting  te  zoeken,  achtte  de  Commissie  het  aller- 
eerst hare  taak  te  z^n,  meer  betrouwbare  gegevens  te  erlan- 
gen omtrent  de  leefwyze  en  de  voortplanting  van  de  Lim- 
noria,  dan  tot  heden  in  de  literatuur  over  dit  onderwerp 
(die  ook  vele  buitenlandsche  verhandelingen  omvat),  te  vin- 
den zijn.  Zoo  moest  er  worden  vastgesteld  in  welk  jaarge- 
tijde de  Limnoria  geacht  kan  worden  haar  meest  krachtigen 
aanval  op  het  houtwerk  te  doen ;  zoo  ook  of  er  verband 
bestaat  tusschen  dien  heftigen  aanval  en  de  voortplanting 
der  soort,  hetzg  doordien  de  jonggeborenen  aan  het  maken 
van  nieuwe  loopgraven  deelnemen,  hetzg  doordien  vóór  hunne 
geboorte  reeds  door  de  ouders  voor  meer^  ruimte  in  de 
gemeenschappelijke  woning  wordt  zorg  gedragen.  Ook  de 
vraag :  hoe  de  volgende  generaties  zich  door  het  water  ver- 
spreiden en  nabggelegen  houtwerk  aantasten,  moest  langs 
proefondervindelgken  weg  worden   uitgemaakt. 

Daarbij  mocht  niet  verzuimd  worden,  waarnemingen  te 
doen  omtrent  den  invloed,  dien  het  zoutgehalte,  in  verband 
met  de  temperatuur  van  het  zeewater,  op  de  bovengenoemde 
verschijnsels  zou  kunnen  uitoefenen:  een  invloed,  die,  op 
grond  van  voorloopig  verkregen  resultaten,  reeds  als  positief 
bestaande  mocht  worden  aangemerkt. 

Eindelgk  heeft  de  Commissie  zich  voorgesteld,  proeven  te 
nemen  —  die  ook  reeds  aangevangen  zyn  —  over  voorbe- 
hoedmiddelen, die,  op  het  houtwerk  toegepast,  de  nadeelige 
werking  der  Limnoria  beletten  of  althans  verlangzamen. 

Het  behoeft  niet  nader  uiteengezet  te  worden,  dat  voor 
een  en  ander  een  behoorlgk  tijdsverloop  dient  gesteld  te 
worden,  vóór  en  aleer  men  het  terrein  der  waarneming  ver- 
laten en  dat  der  gevolgtrekking  betreden  mag. 

In  het  geheel  zyn  sedert  het  begin  van  de  werkzaamheid 
onzer  Commissie  op  twaalf  verschillende  punten  van  de  kuist 
een  honderdtal  proeflatten  geplaatst,  en  van  deze  laatstea 
een  80  tal  weder  gelicht,  en  nauwkeurig  onderzocht.  Ge- 
regelde waarnemingen  omtrent  zoutgehalte  enz.  worden 
sedert  het  begin  van  het  onderzoek  en  wel  veelal  driemaal 
daags  op  acht  verschillende  punten  verricht. 


é 
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Liever  dan  thans  in  eene  uiteenzetting  van  het  tot  nu 
toe  gevondene  te  treden,  wenscht  de  Commissie,  en  met  haar 
ook  de  Afdeeling,  door  Uwe  Excellentie  te  dezer  zake  dili- 
gent verklaard  t«  worden. 

En  liever  dan  telkens  kleine  mededeelingen  van  opeen- 
volgende stappen  in  den  gang  van  het  onderzoek  aan  de 
Regeering  te  doen,  zou  de  Afdeeling  het  eindrapport  van  de 
Commissie,  te  dezer  zake  benoemd,  willen  afwachten,  waarin 
de  geheele  aangelegenheid  op  de  meer  uitgebreide  schaal^ 
die  hierboven  geschetst  werd,  behandeld  zal  worden,  zg  het 
dan  ook  dat  zoodanig  eindrapport  uit  den  aard  der  zaak 
eerst  na  verloop  van  eenige  jaren  mag  worden  te  gemoet 
gezien. 

De  geldmiddelen,  door  de  Regeering  voor  het  Limnoria- 
onderzoek  toegestaan,  z^n  niet  uitgeput  en  worden  door  de 
Commissie  tot  het  nemen  van  de  meermalen  genoemde  proe- 
ven met  overleg  aangewend. 

De  J/dteUng  Nalvurkunde  tan  de 

Koninkljjke  Akad.  o.  ff^efenscAappen, 

de  Secretarie 

C.  A,  J.  A.  OÜDEMANS. 


DE  CONÖTRUCTIE-FIÖUUR 

VOOB  Dï 

0PIX)8STNG  VAN  EEN  STELSEL  LINEAIRE  VERGELIJKINGEN, 
BESCHOUWD  ALS  CONFIGURATIE, 

DOOE 

l\  J.  VAN  1)EN  BERG- 


De  in  Je  Verslagen  en  Mededeelingen  der  Akademie,  A.f- 
deeling  Natuurkunde,  3®  Reeks,  Deel  V,  Stuk  1, 1888,  blz. 
105 — 120,  opgenomen  bedrage  van  Dr.  J.  db  Vries,  > Over 
vlakke  configuraties",  geeft  m^  aanleiding  tot  eene  opmerking 
met  betrekking  tot  de  oplossingswgze  die  op  blz.  207— 249 
van  myn  in  de  genoemde  Verslagen,  enz.,  Deel  IV,  Stuk  2, 
1887,  blz.  196 — 252,  geplaatst  opstel  »Over  de  graphische 
oplossing  van  een  stelsel  lineaire  vergelijkingen"  het  laatst 
en  uitvoerigst  werd  behandeld.  De  figuur  namelijk,  die  al- 
daar werd  gebezigd  om  wat  ik  noemde  het  wortelpunt  van 
het  willekeurig  gegeven  stelsel  vergelgkingen  te  bepalen  door 
middel  van  de  wortelpunten  van  zekere  daaruit  afgeleide 
stelsels,  vertoont  de  bijzonderheid  —  waarop  bij  de  gevolgde 
wgze  van  behandeling  niet  zoo  kennelyk  het  licht  viel  — 
dat  zg  niet  anders  dan  eene  zoogenaamde  configuratie  is. 
6y  de  uiteenzetting  van  deze  bg zonderheid,  waartoe  ik  thans 
wensch  over  ie  gaan,  zal  ik  mij  als  vroeger  hoofdzakel^'k 
houden  aan  beschouwingen  in  het  platte  vlak,  niet  in  de 
ruimte,  en  ook  op  het  voetspoor  van  vroeger  duidelijkheids- 
halve  beginnen  met  de  afzonderlijke  behandeling  van  de 
twee  eenvoudigste  gevallen,  waarin  namelijk  het  aantal  n 
der  vergelijkingen  en  der  onbekenden  hetzg  2  of  3  bedraagt. 
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In  het  geval  van  «  =  2  (zie  blz.  207—209  en  Fig,  2)  valt 
dadelijk  in  het  oog  dat  de  in  het  geheel  beschouwde  6  wor- 
telpunten,  te  weten  het  eenige  wortelpunt  der  0^«  orde  of 
oorsprong  O,  de  4  wortelpunten  der  1«  orde  «i ,  cfg ,  /?i »  /?si 
en  het  eenige  wortelpunt  der  2®  orde  of  hoofdwortelpunt  X, 
de  hoekpunten  zgn  van  eene  volledige  vierzijde  gevormd  door 
de  4  in  de  figuur  aanwezige  l^nen  OX^,  OXj,  öfj  cifg,  fti  /^g, 
en  dat  deze  hoekpunten  en  zijden  dus  eene  configuratie 
(62,  43)  vormen  die  —  na  het  geval  (Sg,  83)  eener  drie- 
zgde  —  tevens  het  meest  eenvoudige  geval  is  van  de  in  het 

algemeen  uit   de  n  zgden  en  (     j  hoekpunten  eener  volledige 

n-zgde  bestaande  configuratie  (l     ]  ,  nn^n.     Ofschoon  het 

alzoo  voor  dit  geval  van  n  ^  2  op  zich  zelf  minder  noodig 
is  hierbig  langer  stil  te  staan  of  deze  configuratie  door  eene 
andere  notatie  voor  te  stellen,  zullen  w^  toch,  voornamel^k 
als  voorbereiding  tot  eene  overeenkomstige  notatie  die  voor 
hoogere  n  doelmatig  zal  blyken,  reeds  hier  de  volgende 
teekens  invoeren.  De  twee  oorspronkelyke  assen  OXj  en  OX^ 
noemen  wy  1  en  2,  de  twee  Ignen  Ui  a^  en  (i^  ji^y  in  plaats 
van  3  en  4,  liever  —  om  later  zekere  regelmaat  of  sym- 
metrie duidelijker  in  het  oog  te  doen  vallen  —  1'  en  2'; 
terwgl  wy  in  het  algemeen  het  snypunt  van  twee  lynen 
aaoduiden  door  de  nummers  dezer  lynen  naast  elkander  te 
stellen,  zoodat  hier  de  punten  O  =  12,  a^  =  11',  ^  =  21', 
/?!  =  12',  /?2  =  22',  X  =  1'2'  zyn.  En  tevens  stallen  wg 
de  volgende  tabel  of  overzigt  van  de  ter  sprake  komende 
lynen  en  punten  op: 


0<J»  orde 

1     2 

12 

1«  orde 

1' 

2' 

11'   21' 
12'    22' 

2«  orde 

l'2' 

waarin    de   zamenstelling    van    de    onderling    gelykvormige 
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bovenrand  en  linkerrand  duidelgk  is,  terwgl  de  vier  elemen- 
ten van  Jiet  middenvak  zgn  ingevuld  door,  als  in  eene  tafel 
van  vermenigvuldiging,  voor  ieder  daarvan  te  nemen  de  in 
dezelfde  kolom  en  in  dezelfde  r^  geplaatste  elementen  der 
beide  genoemde  randen.  De  tabel  bevat  alzoo  1^  +  2^  +  1^  = 

=  6  =  IJ  elementen  ieder  van  twee  cgfers,  voorstellende 

het  enkele  wortelpunt  der  O*®  orde  (of  met  nul  accenten) 
12,  de  4  wortelpunten  der  l*^  orde  (met  1  accent)  11',  21', 
12',    22',    en    het    enkele  wortelpunt   der    2®  orde  (met  2 

accenten)  1'2';  en  voorts  1.24-2. 1=4=  f]  elemen- 
ten ieder  van  één  cijfer,  voorstellende  de  2  Ignen  met  nul 
accenten  (wg  zullen  daarom  zeggen :  van  de  0^«  orde)  1  en 
2,  en  de  2  lijnen  met  1  accent  (van  de  1«  orde)  1'  en  2'. 
Voor  ieder  der  6  punten  komen  de  2  daardoor  gaande  Ig- 
nen,  en  voor  ieder  der  4  lijnen  komen  de  3  daarop  liggende 
punten  vóór  deels  in  rij  en  deels  in  kolom  van  het  punt 
of  van  de  lyn  zelf.  Anders  gezegd,  in  verband  met  de  wyze 
van  notatie:  ieder  punt  is  het  product  van  de  2  daardoor 
gaande  lijnen,  iedere  lijn  is  een  factor  van  de  3  daarop 
liggende  punten.  Of,  meer  in  by zonderheden  nog  voor  de 
vgf  afzonderlyke  vakken  der  tabel,  in  aansluiting  aan  de 
wordingswijze  van  Fig.  2 :  —  wy  herhalen :  te  uitvoerig 
misschien  voor  dit  eenvoudige  geval  op  zich  zelf,  maar  ge- 
wettigd misschien  als  wegvryzer  voor  de  allengs  ingewik- 
kelder gevallen  — 

10.  Door  het  punt  der  0^®  orde  12  gaan  de  2  lynen  der 
0^«  orde  1  en  2. 

20.  Op  iedere  lyn  der  0^®  orde  ligt  het  punt  der  0^«  en 
2  punten  der  1®  orde. 

30,  Door  ieder  punt  der  1^  orde  gaat  1  lyn  der  0^®  en 
1  lyn  der  1®  orde. 

40.  Op  iedere  lijn  der  1®  orde  liggen  2  punten  der  l^  en 
het  punt  der  2«  orde. 

50.  Door  het  punt  der  2«  orde  1' 2'  gaan  de  2  lijnen  der 
1«  orde  1'  en  2'. 
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0?ergaaude  tot  het  ge?al  van  n  =  8  (zie  blz.  209—215 
en  Fig.  3),  stellen  w|j,  overeenkomstig  met  hetgeen  zoo  even 
geschiedde,    den  oorsprong    O    of   het    sngpunt    der    alsna 
aangenomen    drie    assen    OXj,    ÖXj,  OXg  door  123  voor, 
daarentegen  deze  assen  zelve  niet  door  de  afzonderiyke  cg- 
fers    1,    2,    3,    maar   —  wederom  met  het  oog  op  hetgeen 
later   voor    hoogere    n    dienstig  zal  blijken,  en  in  overeen- 
stemming met  hetgeen  wij  thans  voor  de  overige  te  bespre- 
ken l^nen  zullen  doen  —  door  hunne  drie  verbindingen  twee 
aan  twee,  en  wel  liefst  in  opklimmende  volgorde,  dus  door 
12,  13,  23.     De   hoekpunten  («i,  ffg,  ag),  (/?i ,  ft^,  ft^), 
(/l'  /s»  5'^)  ^®^  ^^^^  ^°  ^®  figuur  voorkomende  driehoeken 
a,  /?,  y,   die    wg    thans    evenals  den  oorsprong  en  de  ver- 
dere benoodigde  punten  door  drie  c^fers  aanduiden,  noemen 
wfl,   door   bij  de  assen  waarin  zg  liggen  het  cgfer  1'  of  2' 
of    3'    (wederom    liever   dan    4   of  5  of  6)  bij  te  schrgven, 
(121',  131',  231'),  (122',  132',  232'),  (123',  133',  233'),  zoo- 
dat  men  in  zekeren  zin  deze  enkele  cyfers  1',  2',  3'  als  de 
vertegenwoordigers  der  drie  genoemde  driehoeken  zou   kun- 
nen   beschouwen,   ofschoon    wg  later  liever  op  eene  andere 
meetkundige  beteekenis,   die  deze  cijfers  met  de  drie  afzon- 
derlijke   1,   2,  3    zelve  gemeen  hebben,  zullen  terugkomen. 
Vasthoudende  verder  aan  den  bg  deze  aangenomen  notatiên 
reeds   geldenden   dubbelen   regel,  dat  de  door  twee  of  meer 
punten   gaande   Ign  de  aan  dezen  gemeene  cijfers  draagt  en 
dat    wederkeerig    het    snijpunt    van  twee  of  meer  lijnen  de 
cgf -TS    van   dezen    omvat,    hebben  wij  de  zijden  waarop  het 
eerste    en    het    tweede,  het  eerste  en  het  derde,  het  tweede 
ön  het  derde  hoekpunt  van  den  driehoek  (121',  131',  231') 
liggen,  te  noemen  (11',  21',  31'),  en  evenzoo  voor  den  drie- 
hoek  (122',  132',  232')  de   zijden    (12',    22',    32')  en  voor 
den    driehoek    (123',  133',  233')    de    zgden  (13',  23',  33'); 
dus   weierom   de  sngpunten  der  overeenkomstige  zijden  van 
den  eersten    en  den  tweeden  dezer  driehoeken  (11*2',  21'2', 
31 '2'),  en  daarom  de  deze  drie  sngpunten  bevattende  homo- 
loge  as    der    twee  zelfde  driehoeken  1'2',  terwgl  de  punten» 
(11'3',  21'J',  31'3')  en  (12'3',  22'3',  32'3')  en  de  homologe 
assen    1'3'  en  2'3'  voor  den  eersten  en  den  derden  en  voor 
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den  tweeden  en  den  derden  der  genoemde  driehoeken  de 
overeenkomstige  beteekenis  hebben.  En  ten  slotte  dient  al« 
zoo,  wil  men  stelselmatig  te  werk  gaan,  het  hoofdwortel- 
punt  X,  waarop  deze  drie  homologe  assen  uitloopen,  door 
de  notatie  1'2'3'  aangeduid  te  worden.  Dit  alles  vatten  wg  in 
beknopten  vorm  weder  zamen  in  de  hier  volgende,  met  de 
voorgaande  overeenstemmende,  tabel: 


0^«  orde 

1   2   3 

12   13   23 

123 

1' 

11'  21'  31' 

121'  131'  231' 

1«  orde 

2' 

12'  22'  32' 

122'  132'  232' 

3' 

13'  23'  33' 

123'  133'  233' 

1'2' 

11'2'  21'2'  31'2' 

2«  orde 

1'3' 

11'3'  21'3'  31'3' 

2'3' 

12'3'  22'3'  32'3' 

3«  orde 

1'2'3' 

waarin  ook  nu  uit  de  onderling  gel^krormige  bovenrand 
en  liukerrand  de  verdere  vakken  als  in  eene  vermenigrul-» 
digingstabel    zgn   ingevuld,  en  waarin  men  de  gezamenlyke 

1»  ^.  39  ^  33  ^  1«  =  20  =  (    j  wortelpunten  of  elementen 

van   drie    cgfers,  en  de  gezamenlgke  1.3  -^  3.3  •{■  3.1  = 

=  15  ^  f    ]  Ignen  of  elementen  van  twee  cgfers  aantreft; 

wordende  voor  ieder  element,  hetzj  punt  of  Ijn,  wat  wjj 
genoemd  hebben  de  orde  door  het  aantal  accenten  aange- 
geven. Yoor  ieder  der  20  punten  z^n  de  3  daardoor  gaande 
l^nen,  voor  ieder  der  15  lynen  de  4  daarop  liggende  pun- 
ten weder  in  de  eigen  r^  en  kolom  te  vinden :  de  geheele 
figuur  is  mitsdien  niet  anders  dan  eene  configuratie  (20»,  1 54,). 
Of  wederom:  ieder  punt  is  een  veelvoud  van  zgne  Ignen, 
iedere  Ign  is  een  factor  van  hare  punten.   Of  nogmaals,  de 

18» 
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zameuatelling  der  meetkundige  figaor  of  van  de  rekenkun- 
dige tabel,  die  slechts  twee  verschillende  beelden  van  ééne 
en  dezelfde  zaak  zgn,  stap  voor  stap  volgende: 

1^.  Door  het  punt  der  0*^8  orde  123  gaan  de  3  Ignen 
der  0^^  orde  12,  13  en  23. 

20.  Op  iedere  lijn  der  0^®  orde  Hgt  het  punt  der  0*«  en 
3  punten  der  1«  orde. 

30.  Door  ieder  punt  der  1«  orde  gaat  1  Ign  der  0<^c  en 
2  Ignen  der  1^  orde. 

40.  Op  iedere  Ign  der  1«  orde  liggen  2  punten  der  1«  en 
2  punten  der  2^  orde. 

&o.  Door  ieder  punt  der  2'-  orde  gaan  2  Ignen  der  1«  en 
1  Ign  der  2«  orde. 

60.  Op  iedere  Ign  der  2«  orde  liggen  3  punten  der  2^*  en 
het  punt  der  3^  orde. 

70.  Door  het  punt  der  3«  orde  r2'3'  gaan  de  3  lijnen 
der  2e  orde  VZ',  1'3'  en  2'3'. 


Al  het  voorgaande  geeft,  onder  rekenkundigen  vorm,  niet 
anders  terug  dan  wat  voor  de  beide  gevallen  n  =  2  en 
n  =  3  in  mgn  vroeger  opstel  meetkundig  werd  uiteenge- 
zet. Thans,  voor  n  =  4,  zullen  wg  in  zooverre  eene  andere 
volgorde  in  acht  nemen  dat  wg  dadelijk  eene  tabel,  gecon- 
strueerd als  het  ware  naar  het  voorbeeld  van  de  beide 
vorigen,  op  den  voorgrond  stellen  en  daarvoor  dan  berede- 
neren eensdeels  dat  zg  eene  configuratie  kan  vertegenwoor- 
digen en  ten  andere  dat  deze  met  het  zamenstel  van  alle 
op  n  =  4  betrekkelijke  wortelpunten  —  dus  niet  alleen 
del+4-f-9-|-16i=L  30,  waarmede  men  strikt  genomen 
voor  de  constructie  van  het  hoofdwortelpunt  zelf  (zie  on- 
der anderen  h\z.  240  —  247)  kan  volstaan,  maar  ook  de 
70  —  (30  +  1)  z=  39  overigen  —  zamenvalt.  De  bedoelde 
tabel  volgt  hier: 
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De  bovenrand  bevat  de  yerbindingen  één  aan  één,  twee 
aan  twee,  drie  aan  drie  en  vier  aan  vier  van  de  cgfers 
1,  2,  3,  4,  allen  weder  in  opklimmende  volgorde:  de  lin- 
kerrand  onderscheidt  zich  daarvan  ook  nu  slechts  door  b^- 
voeging  van  een  accent  bg  ieder  cijfer;  uit  beide  randen 
zgn  voorts  wederom  de  verdere  vakken  by  wgze  van  vt^r- 
menigvuldiging  ingevuld.  Terwgl  wg  later  terugkomen  op 
de  meetkundige  beteekenis  die  men  aan  de  elementen  van 
twee  en  aan  die  van  één  cijfer  kan  hechten,  staan  wi]  thans 
meer  in  het  bgzonder  stil  bg  de  l*  -}-  4*  -|-  6*  +  4*  +  1*  = 


elementen    van    vier    cgfers  en  bg  de  1.4  + 

'8\ 


+  4.6  +  6.4  +  4.1  =  56  =  II  elementen  van  drie  cgfers 

die  de  tabel  in  het  geheel  bevat.  Laat  vooreerst,  in  de 
0^®  orde,  1234  weder  de  naam  zgn  dien  wg  aan  den  oor- 
sprong O,  en  123,  121,  134,  234  de  namen  die  wg  aan 
de  vier  daardoor  gelegde  assen  O  X^  O  X^.  OXg,  O  X^ 
geven;  laten  verder  de  op  deze  assen  liggende  hoekpunten 
van  de  vier  vierhoeken  —  of,  liever  nog  (evenals  eene 
overeenkomstige  benaming  ook  in  mijn  vroeger  opstel  door- 
gaande met  meer  juistheid  had  kunnen  worden  gebezigd) 
van  de  vier  volledige  vierhoeken  —  die  de  vier  gegeven 
vergelgkingen  meetkundig  voorstellen,  worden  aangeduid 
door  bg  deze  assen  het  cgfer  1'  of  2'  of  3'  of  4'  bg  te 
schrgven,  zoodat  deze  16  hoekpunten  of  wortelpunten  der 
1®  orde  de  in  het  vak  van  vier  cgfers  dier  orde  ingevulde 
elementen  zgn;  de  gegevens  van  ons  vraagstuk  zijn  dan 
hiermede  aangewezen.  Men  late  nu,  om  de  stelling  van 
blz.  218  te  kunnen  toepassen,  bgv.  de  vierde  gegeven  ver- 
gelgking  of  den  voUedigen  vierhoek,  waarbg  het  cgfer  4' 
behoort,  buiten  beschouwing  en  neme  in  de  drie  overige 
vergelgkingen  in  de  eerste  plaats  de  bg  de  eerste  as,  123, 
behoorende  onbekende  gelijk  nul:  de  vier  vergelgkingen 
met  vier  onbekenden  zgn  dan  tot  drie  vergelgkingen  met 
drie  onbekenden  afgeknot  of,  meetkundig,  de  vier  vierhoeken 
op  de  vier  assen  tot  drie  driehoeken  op  drie  dezer  assen. 
De   op    de    configuratie   dezer  drie  driehoeken  betrekkelgke 
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tabel    is    om  zoo  ie  z^gen  als  onderdeel  van  de  zoo  even 
opgestelde    tabel    reeds    aanwezig;    want  houdt  men  daarin 
voor    een    oogenblik    alleen    al  die  elementen  aan,  die  bet 
cgfer  4  wél,    maar  4'  niet    bevatten,   dan  verdwynt  de  ge- 
heele  linkerrand  en  herleidt  overigens  de  tabel  zich  tot  eene 
die    zich   van  de  volledige  boven  voor  n  ==  3  nedergeschre« 
vene    alleen    onderscheidt   door   bij  ieder  element  van  deze 
het    cgfer  4  bg    te    schrgven    en  die  daarom  inderdaad  als 
voorstelling    van   de   evenbedoelde  configuratie  mag  gelden. 
En    daar  bovendien  deze  bgvoeging  overal  van  het  cgfer  4 
blgkbaar  geene  verandering  hoegenaamd  kan  teweegbrengen 
in  den  voor  tabel  n  =  3  geldigen  dubbelen  regel  —  name- 
Igk:  ieder  punt  behoort  tot  alle  Ignen  die  factoren  zgn  van 
het    punt;  iedere  Ign  bevat  alle  punten  die  veelvouden  zgn 
van  de  Ign  —  zoo  behoudt  deze  regel  ook  zgne  geldigheid 
voor  de  omschreven  gedeeltelgke  tabel  (laat  ons  zeggen  (4, — 4')) 
van    n  =  4,    terwijl  de  elementen .  van  vier  cgfers  van  deze 
gedeeltelgke    tabel   juist    die    wortelpunten  der  0^«,  der  1«, 
der    2®    en    der  S»  orde  van  de  vier  gegeven  vergelg  kingen 
beteekenen,    die    tevens    als    zoodanig  behooren  tot  de  drie 
beschouwde  daaruit  afgeleide  vergelgkingen.    Dit  zoo  zgnde, 
is   het    op    grond    van  de  onderlinge  onaf  ban  kelgkheid  van 
alle  acht  cgfers  1,  2,  3,  4,  1',  2',  3',  4' duidelgk,  vooreerst 
dat,  als  men,  altgd  nog  de  vierde  vergelgking  of  vierhoek  of 
cgfer   4'  wegdenkende,  de  tweede  as  124,  of  de  derde  134, 
of   de    vierde    234,    achtervolgens  uitligt  in  denzelfden  zin 
als  zoo  even  de  eerste  as  123,  drie  nieuwe  gedeeltelgke  tabel- 
len   (3,  —  4'),    (2,  —  4')    en    (1,  —  4')    uit   die  van  n  =  4 
komen,  in  het  wezen  der  zaak  ieder  weder  geheel  identisch 
met  die  van  n  =  3,  en  waaromtrent  zich  dus  het  dergelgke 
als    zoo    even    laat  zeggen,  zoodat  nu  met  name  41'2'3'  en 
3r2'3'    en    21'2'3'    en  11'2'3'  de  wortelpunten  der  3^  orde 
zgn   van  de  achtervolgens  beschouwde  vier  stelsels  van  drie 
vergelgkingen;    ten    andere    dat,    als    men,    hetgeen  op  het 
cgfer  4'  betrekking    heeft    hiermede    uitgeput    zgnde,  alsnu 
beurtelings  de  cgfers  3'  en  2'  en  1'  diezelfde  rol  doet  ver- 
vullen,   telkens    weder    het    dergelgke    geldt,  zoodat  de  16 
elementen  van  het  tot  de  3^  orde  behoorende  vak  van  vier 
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cijfers    der    tabel    blaken    de  gezamenlgke   16  wortelpuuten 
dier   orde    van  de  vier  g^even  vergelg  kingen  voor  te  stel- 
len.   Maar    volgens   de    reeds  aangehaalde  stelling  van  blz. 
218  liggen  nu  vooreerst  de  vier  eerstgenoemde  van  deze  wor- 
telpunten,    dat   is   41'2'3',    31'2'3\    21'2'3',  ir2'3',  in  eene 
regte   l^n,    die    men   dus  regel matigheidshalve  de  Ign   1'2'3' 
der  3«  orde  dient  te  noemen,  terwyl  1'2'4',  1'3'4'  en  2'3'4' 
voor    de    drie    volgende    viertallen    van    wortelpuuten   eene 
soortgeligke  beteekenis  verkregen ;  en  gaan  ten  andere  deze 
vier    lijnen    allen    door  het  hoofdwortelpunt  dat  alzoo,  wat 
aantal    cyfers,    wat  orde  of  aantal  accenten  en  wat  zamen- 
hang  met  die  lijnen  aangaat,  teregt  door  de  notatie  1'2'3'4' 
als    laatste    element    der    tabel    wordt  aangeduid.     De  voor 
n  =  4    uitgeschreven    tabel    in    haar  geheel  blgkt  derhalve 
juist    diegene  te  zijn  die,  om  verband  te  houden  met  meer- 
genoemde   stelling,    uit    de   tabel  voor  n  =  3  als  het  ware 
behoort  te  worden  opgebouwd ;  en  ook  voor  die  tabel  n  =  4 
in    haar    geheel    blgft   de  dubbele  regel  omtrent  punten  en 
lijnen,  beschouwd  als  veelvouden  en  factoren,  geldig,  waar- 
door   tegelijkertyd    naar  wij  meen  en  het  bewijs  geleverd  is, 
dat   het    door  haar  voorgestelde  netwerk  der  bij  n  =  4  be- 
hoorende    wortelpuuten    niet    anders    dan  eene  configuratie 
(7O4,  565)  is.  Ten  overvloede,  en  in  navolging  van  hetgeen  wg 
zoowel  voor  n  ^  2  als  voor  n  =  3  gedaan  hebben,  schry ven 
wij  ook  hier  de  negen  onderdeden,  waaruit  thans  de  bewer- 
king in  haar  geheel  in  figuur  of  tabel  bestaat,  voluit  neder : 
10.     Door  het  punt  der  O^e  orde  1234  gaan  de  4  lijnen 
der  0*^  orde  123,  124,  134  en  234. 

20.     Op    iedere    Ign    der   0<^«  orde  ligt  het  punt  der  O^'^ 
en  4  punten  der  1^  orde. 

30.     Door  ieder  punt  der  1«  orde  gaat  1  l^jn  der  0**«  en 
3  Ignen  der  1®  orde. 

4^     Op    iedere    lijn  der  1^  orde  liggen  2  punten  der  1» 
en  3  punten  der  2^  orde. 

50.     Door    ieder    punt    der  2®  orde  gaan  2  lijnen  der  1« 
en  2  l^nen  der  2®  orde. 

60.     Op    iedere    lijn  der  2«  orde  liggen  3  punten  der  2« 
en  2  punten  der  3^  orde. 
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7ö.  Door  ieder  punt  der  3«  orde  gaan  3  Ignen  der  2« 
en  l  Ign  der  3®  orde. 

80.  Op  iedere  IJn  der  3«  orde  liggen  4  punten  der  3« 
en  het  punt  der  4®  orde. 

9®.  Door  het  punt  der  4®  orde  1'2'3'4'  gaan  de  4  Ignen 
der  3e  orde  1'2'3',  1'2'4',  l'ST  en  2'3'4'. 


Na  het  uiteengezette  zal  het  wel  minder  noodig  zgn  even 
uitvoerig  voor  hoogere  waarden  van  n  voort  te  gaan.  Voor 
n  =  5  b^v.  schrgven  wg  de  tabel,  overeenkomende  met  de 
voor  n  -=r  2,  3  en  4  besprokene,  dan  ook  niet  neder,  maar 
bepalen  ons  tot  de  aanw^'zing  dat  haar  bovenrand  bestaat 
uit  alle  in  geregelde  volgorde  genomen  verbindingen  van 
de  v^f  eerste  c^fers,  namelijk:  |  1,  2,  3,  4,  5  |  12,  13,  14, 
15,  23,  24,  25,  34,  35,  45  |  123,  124,  125,  134,  135, 
145,  234,  235,  245,  345  |  1234, 1235, 1245, 1345,  2345  | 
12345  I  ;  dat  de  linkerrand  geheel  dezelfde  is  behoudens 
toevoeging  van  een  accent  bi]  ieder  cgfer ;  dat  uit  deze  twee 
randen  de  tabel  zelve  wordt  ingevuld  als  ware  z^  eene  ver- 
menigvuldigingstabel. Eu  dan  laat  zich  weder,  opklimmende 
van  n  =  4  tot  n  =  5,  geheel  op  dezelfde  wijze  als  zoo  even 
aantoonen,  dat  deze  tabel  het  rekenkundige  beeld  is  van 
het  zamenstel  der  door  de  1»  +  5»  +  10»  +  10^  +  5»  +  1»  = 

/10\ 
z=:  252  =  I       ]  elementen  van  vgf  cgfers  voorgestelde  wor- 

telpunten  van  de  0^«  tot  de  5»  orde  van  vgf  vergelijkingen 
met  v^f  onbekenden,  welke  wortelpunten  6  aan  6  blaken 
te  liggen  op  de  door  de  1.5  +  5.10  +  10.10  +  10.5  +  5.1  = 


=-=(':) 


elementen  van  vier  cgfers  voorgestelde  regte 


Ignen  van  de  0^®  tot  de  4®  orde,  die  telkens  5  aan  5  door 
een  zelfde  wortelpunt  gaan;  zoodat  deze  wortelpunten  en 
Ignen  werkelgk  weder  eene  configuratie  (2525,  210q)  vormen. 
Zoo  voortgaande,  ziet  men  in  het  algemeen  voor  eene 
willekeurige  waarde  van  n  eene  tabel  ontstaan,  bevattende 
evenveel  elementen  van  n  cjjfers  als  het  geheele  aantal  wor- 
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telpnnten  der  verschillende  orden  bedraagt,  namelgk  —  in 
verband  met  wat  ik  reeds  op  blz.  225^226  van  mgn  vroe- 
ger opstel  uit  de  onderlinge  gel^kstelling  der  van  x  onaf- 
hankelgke  termen  in  het  ontwikkelde  eerste  en  laatste  lid 
der  identiteit 


=  (1  4-  ")" 


(-^)"= 


(!+*)«" 


besloot  —  liet  aantal 

/n\«       /n\«        /n\»  /n\2       /2n\ 

en  bevattende  voorts,  in  verband  met  wat  diezelfde  identi- 
teit door  gelgkstelling  der  coëfficiënten  van  —  of  ook  van 
X  leert,  een  aantal  van 

elementen  van  n  —  1  cgfers ;  terw^l  hier  tevens  moge  wor- 
den gezegd  (al  heeft  dit  voor  ons  tegenwoordig  doel  minder 

belang)    dat,    wederom  met  het  oog  op  de  termen  in  —  of 

ar*,  in  —  of  ;r^  enz.,  in of  ar»-'  der  identiteit,  de  tabel 

overigens  nog  bevat: 
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elementen  van  n  —  2  cgfers, 

W(:);C;)(^(p(:)--- 

■*"  \n-3)  \nj  ~  ^n  —  s)  ~  in  +  s) 
elementen  Tan  n  —  3  cgfers,  enz.,  tot 

(:)U.)-(;)(:)=(V)=(.::,) 

elementen  van  1  c^fer.  Ook  nn  weder  knnnen  de  genoemde 
elementen  van  n  cgfers  de  wortelpunten  zelve  beteekenen, 
en  de  elementen  van  n  —  1  cgfers  regte  lynen  waarover  z^ 
regelmatig  verspreid  zgn,  daar  ook  thans  de  boven  herhaal* 
deljjk  genoemde  dubbele  regel  omtrent  punten  en  Ignen,, 
beschouwd  als  veelvouden  en  factoren,  toepasselgk  blijkt: 
meer  bepaaldelijk  gaan  namelijk  in  deze  algemeene  tabel 
door  ieder  punt  der  p«  orde  p  Ignen  der  (p  —  1)^  en  n  — p 
lijnen  der  p^  orde,  en  liggen  wederkeerig  op  iedere  Ijn 
der  ;>*•  orde  p  +  1  punten  der  p®  en  n  —  p  punten  der 
(p  +  1)®  orde.  De  tabel  stelt  alzoo  weder  eene  door  de 
gezamenlijke  wortelpunten  en  door  hunne  l^nen  gevormde 
configuratie 


((«j;U-iL,) 


voor,    en   hiermede  is  dan  ook  de  onderlinge  gelgkheid  der 
beide,  ieder  aan 

(2«)I 


(n—  1)!  n! 
gelgke,  producten 

naar  behooren  in  overeenstemming. 
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Twee  uit  de  w^ze  van  zamenstelling  der  tabel  volgende 
bgzonderheden  willen  w^  nog  doen  opmerken.  In  de  eerste 
plaats  —  en  juist  om  dit  sprekender  te  doen  uitkomen, 
hielden  wij  overal  de  n  oorspronkelyke  cijfers  met  bgvoe- 
ging  van  een  accent  aan,  liever  dan  evenveel  hoogere  cgfers 
in  te  voeren  —  dat  elke  twee  elementen,  symmetrisch  lig- 
gende wederz^ds  de  van  den  linker-boven-  naar  den  refter- 
benedenhoek  der  tabel  te  trekken  diagonaal,  en  dus  uit 
elkander  volgende  door  verwisseling  hunner  beide  regthoe- 
kige  coördinaten  ten  opzigte  van  bovenrand  en  linkerrai  d, 
zich  alleen  door  onderlinge  verwisseling  van  elk  cijter  met 
en  zonder  accent  onderscheiden;  alle  door  deze  diagonaal 
doorsneden  elementen  zyn  dus  tevens  al  diegene  die  b^  zulk 
eene  verwisseling  onveranderd  blyven,  bgv.  voor  n  =  4  de 
10  elementen  11',  22',  33',  44',  121'2',  131'3',  141'4',  232'3', 
242'4',  343'4'.  In  de  tweede  plaats,  dat  elke  twee  symme- 
trisch wederzijds  het  middelpunt  van  het  regthoekige  raam 
der  tabel  liggende  elementen  van  n  cijfers,  al  welke  elemen- 
ten de  gezamenlijke  wortelpunten  voorstellen,  elkander  aan- 
vullen tot  de  gezamenlijke  gebezigde  2  n  cijfers  met  en  zon- 
der accenten.  Dit  laatste  is  bepaaldelijk  een  gevolg  van 
de  bg  het  opstellen  van  den  bovenrand  en  dus  ook  van  den 
linkerrand  der  tabel  steeds  in  acht  genomen  opklimmende 
volgorde  in  ieder  der  groepen  van  verbindingen  der  n  c^fers, 
waardoor  al  die  verbindingen  voorkomen  in  dezelfde  orde 
die  zg,  ieder  voor  zich  beschouwd  als  een  enkel  uit  dezelfde 
c^fers  bestaand  getal,  zouden  innemen;  want  op  grond  van 
deze  geregelde  volgorde  vullen  bijv.  in  den  bovenrand  — 
het  allereerste  of  ledige  vak  daarvan  zich  voor  een  oogen- 
blik  door  eene  nul  ingevuld  denkende  —  elke  twee  even 
ver  wederzijds  het  midden  van  dien  geheelen  rand  zelf  ge- 
plaatste verbindingen  elkander  tot  de  gezamenlyke  n  cijfers 
aan ;  (zoo  zijn  bijv.  in  den  reeds  voor  n  =  5  neergeschreven 
bovenrand  O  en  12345,  1  en  2345,  2  en  1345,  enz.,  12 
en  345,  13  en  245,  enz.  twee  aan  twee  complementair  ten 
aanzien  van  12345).     Immers,  indien  men  in  het  algemeen 

/n\ 
de   groep    der  (        verbindingen  p  aan  p  indeelt  in  onder- 
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groepen  waarin  telkens  een  zelfde  linkerc^fer  voorkomt,  dan 
rangschikken  deze  ondergroepen  zich  als  volgt:  die  waarin 
1  voorkomt;  die  zonder  1,  maar  met  2;  die  zonder  1  en 
2,    maar   met  3;  enz.;  en  dan  komen  hare  complementaire 

ondergroepen,    die    te  zamen  de  even  zoovele  l  ]  ver- 


bindingen   n  —  p  aan  n  —  p  bevatten,  namelgk  die  zonder 
I,  die  met  1,  maar  zonder  2,  die  met  1  en  2,  maar  zonder 
3,  enz.,    blykbaar  in  den  beschouwden  bovenrand  in  omge- 
keerde   volgorde  voor.     En  daar  het  dergel^ke  blijft  gelden 
wanneer    men  ieder  der  gezegde  ondergroepen  nogmaals,  en 
wel  ditmaal  naar  gelang  van  het  tweede  cgfer  links,  indeelt 
in  nieuwe  ondergroepen  en  deze  weder  ieder  met  hare  com- 
plementaire   in    verband  beschouwt ;  en  wederom  by  onder- 
verdeeling   naar    den    maatstaf    van    het    derde  cijfer,  enz., 
totdat    de  beschouwde  groep  in  haar  geheel  in  hare  enkele 
verbindingen    is    ontleed,    is    hiermede    naar  wg  meenen  de 
doorgaande  symmetrische  plaatsing  van  elk  paar  complemen- 
taire verbindingen  in   den  bovenrand  uitgewezen.     Zy  geldt 
dan    evenzeer    in    den   geheel  gelijkvormigen  linkerrand,  en 
mitsdien,    krachtens    de    zamenstelling    der    tabel    uit  beide 
randen,    ook    in    de    tabel    zelve  ten  opzigte  van  haar  mid- 
delpunt, gelgk  beweerd  werd.     Deze  symmetrische  plaatsing 
van    elk    paar    complementaire    elementen  van  n  c^fers  der 
tabel    wijst    er,    in    verband    met  den  aard  der  configuratie 
zelve,    nog  op  heen,  dat  in  dit  opzigt  het  paar  der  laatste 
elementen  van  beide  randen,  namelijk  123 ...  n  en  1'2'3' . . .  n', 
niets  wezenlijks  vóór  heeft  boven  ieder  ander  complementair 
paar;    en    in    meetkundigen    zin  blijkt  dus  ook  de  in  myn 
vroeger  opstel  aangewezen  wederkeerigheid  tusschen  de  beide 
door    de    genoemde    hiatste    elementen    voorgestelde  wortel- 
punten,    namelgk    de    oorsprong   O  en  het  hoofdwortelpunt 
X,  evenzeer  te  gelden  voor  ieder  ander  paar  complementaire 
of  toegevoegde  wortelpunten  der  volledige  figuur.     In  ver- 
band hiermede  zy  tevens  nog  opgemerkt,  dat  de  beschouwde 
configuratie  eene  zoogenaamde  regelmatige  is. 
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Door  deu  Heer  db  Y&ies  wordt  in  §  9,  blz.  114,  zgner 
in  den  aanhef  dezes  aangehaalde  bgdrage  ook  melding  ge- 
maakt van  de  configuratie  (2O3,  ISJ,  gevormd  door  de(     |=15 

radicale    Ignen    en    de  (     j  =  20    radicale    punten    van  zes 

willekeurige  in  één  vlak  liggende  cirkels.  De  boven  in  het 
geval  van  n  =  3  beschouwde  configuratie  (2O3,  ISJ,  die 
bleek  te  ontstaan  uit  drie  driehoeken  met  gemeenschappelyk 
homoloog  middelpunt,  kan  steeds,  en  zelfs  op  een  aantal 
wyzen  dat  als  een  oneindig  aantal  van  de  vierde  orde  voor- 
komt, als  zulk  eene  uit  zes  cirkels  voortvloeiende  configu- 
ratie worden  opgevat.  Men  denke  zich  namelyk  vooreerst 
twee  overigens  willekeurige  cirkels,  hebbende  eene  der  15 
l^nen  van  onze  gegeven  configuratie,  byv.  de  lijn  12,  tot 
radicale  l^n  —  en  juist  deze  ééne  voorwaarde,  die  toelaat 
dat  twee  willekeurige,  bestaanbare  of  toegevoegd  onbestaan- 
bare, punten  dezer  l^n  als  snypunten  der  beide  cirkels  ge- 
dacht worden  en  dat  twee  willekeurige  punten  van  de  in 
het  midden  opgerigte  loodl^jn  als  hunne  middelpunten  wor- 
den aangenomen,  w^st  op  de  evenbedoelde  viervoudige  on- 
eindigheid van  dergelgke  cirkelparen  heen  —  dan  kan, 
omdat  de  lijn  12  byv.  de  beide  lynen  13  en  23  in  een 
zelfde  punt,  namelgk  123,  sngdt,  het  snijpunt  der  loodlgnen, 
uit  het  middelpunt  van  den  eersten  cirkel  op  13  en  uit 
dat  van  den  tweeden  op  23  nedergelaten,  als  middelpunt 
van  een  derden  cirkel  dienen  wiens  straal  zóó  te  bepalen 
is  dat  13  en  23  gel^ktijdig  de  radicale  lijnen  van  dezen 
nieuwen  cirkel  met  de  beide  eersten  en  dus  123  het  ge- 
meenschappelijk radicaal  punt  van  alle  drie  wordt.  Geheel 
op  dezelfde  w^ze  geeft  ieder  der  drie  andere  op  de  Ign  12 
gelegen  punten  121',  122'  en  123'  der  configuratie,  door 
middel  telkens  van  de  twee  andere  aldaar  zamenkomende 
Ignen  der  configuratie,  aanleiding  tot  een  nieuwen  cirkel  die 
op  overeenkomstige  wijze  met  de  twee  eerste  cirkels  in  ver- 
band staat.  En  dat  dan  de  volledige  gegeven  configuratie 
werkelijk  die  van  alle  radicale  punten  en  lynen  van  de 
zes   aanwezige   cirkels  onderling  is,  blgkt   doordien  de  radi- 
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cale  Ign  bijv.  van  de  beide  uit  123  en  uit  121'  voortge- 
komen cirkels  moet  gaan  door  de  radicale  punten  van  de 
twee  drietallen  die  dit  cirkelpaar  opvolgend  met  den  eersten 
en  met  den  tweeden  aangenomen  cirkel  vormt,  dat  is  door 
het  sngpunt  der  radicale  l^nen  13  en  11'  en  door  dat  van 
23  en  2V,  dat  is  door  de  beide  als  13V  en  231'  gegeven 
punten,  zoodat  deze  radicale  Ign  noodwendig  de  gegeven  Ign 
31'  moet  zgn;  terw^l  dezelfde  redenering  natuurlgk  op  iedere 
andere  verbinding  van  twee  of  ook  van  drie  der  zes  cirkels 
toepasselijk  is.  Deze  zes  cirkels  zelve,  waarvan  de  radicale 
Ignen  en  punten  door  de  verbindingen  twee  aan  twee  en 
drie  aan  drie  van  de  zes  cgfers  1,  2,  3,  1',  2',  3'  worden 
voorgesteld,  kunnen  dus  eigenaardig  door  deze  cgfers  op  zich 
zelve  worden  aangeduid ;  en  hierdoor  is  tegelijkertijd  de  vroe- 
ger toegezegde   meetkundige   beteekenis  dezer  1.3  -f-  3.1  = 


=-0 


in   de   tabel  voor  n  =  3  voorkomende  elemen- 


ten van  één  cgfer  toegelicht.  Hierbg  ten  slotte  nog  de  vol- 
gende opmerkingen:  P.  Ieder  der  10  paren  van  wat  wij 
boven  noemden  complementaire  of  toegevoegde  of  weder- 
keerige  wortelpunten  van  de  gegeven  configuratie  is  een  der 
10  paren  radicale  punten  van  twee  drietallen  telkens  waarin 
men  de  zes  cirkels  kan  indeelen.  2^.  De  volledige  zeshoek 
der  middelpunten  van  de  zes  cirkels  is  eene  configuratie 
(651  I&2))  waarvan  de  15  zyden  loodregt  staan  op  de  15 
radicale  lynen  en  tevens  20  driehoeken  vormen  in  dier  voege 
dat  de  drie  r.idicale  lynen  door  ieder  radicaal  punt  loodregt 
staan  op  de  zijden  van  den  overeenkomstigen  uit  deze  20 
driehoeken.  3^.  BLj  behoud  der  zes  middelpunten  kunnen 
voor  dezelfde  radicale  Ignen  de  vierkanten  der  zes  stralen 
allen  met  een  zelfde  willekeurig  bedrag  vermeerderd  of 
verminderd  worden;  dit  is  dus  een  voorbeeld  van  de  aan- 
gevoerde meervoudige  oneindigheid  der  cirkelstelsels. 

Indien  men,  zooals  oorspronkelijk  in  mijn  vroeger  opstel 
geschiedde,  in  het  geval  van  «  =  4  aanneemt  dat  de  ge- 
bezigde constructie-figuur  of  de  configuratie  (70^,  565),  in 
plaats  van  in  één  vlak  te  liggen,  eene  ruimtefiguur  is,  kan 
men  die   geheel   in    denzelfden  geest  als  zoo  even  ook  op« 
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vatten  als  ontstaan  uit  acht  willekeurige  bollen.  Terwgl 
dan  deze  bollen  zelve  worden  vooi^esteld  door  de  1.4  +  4.1  = 

=  8=1]  elementen  van  één  cijfer,  en  de  bg  hunne  ver- 
bindingen twee  aan  twee  behoorende  radicale  vlakken  door 
de  1.6  +  4.4  +  6.1  =:  28  =  (     j  elementen  van  twee  cgfers 

die  de  tabel  voor  n  =  4  bevat  en  op  wier  meetkundige  be- 
teekenis  wg  zeiden  te  zullen  terugkomen,  vertegenwoordigen 

de   toen   reeds   nader  onderzochte  56  =  (    ]  elementen  van 


=Q 


drie  cijfers  de  radicale  lijnen  der  drie  aan  drie  genomen 
bollen,   en    de    70  =  (     j  elementen    van  vier  cijfers  hunne 

uit  viertallen  voortkomende  radicale  punten.  Bg  opmerkin- 
gen, die  zich  aan  deze  beschouwing  in  denzelfden  trant  als 
zoo  even  zouden  laten  vastknoopen,  staan  w^  niet  verder  stil. 
Evenzoo  stippen  wy  slechts  met  een  enkel  woord  aan, 
dat  men  voor  willekeurige  waarden  van  n  ook  vlakke  en 
ruimte-figuren  zou  kunnen  beschouwen,  correlatief  van  de 
tot  nog  toe  besprokene,  en  waarin  dus  punten  en  Ignen, 
of  wel  punten  en  vlakken,  Ignen  en  lijnen  in  elkanders 
plaats  zouden  komen.  Voor  n  =  3  zou  de  op  deze  wijze 
ontstaande  configuratie  (164,  2O3)  ook  hare  verklaring  kun- 
nen   vinden   in  de  (     j  z=:  15  uitwendige  gelgkvormigheids- 

punten  —  of  desverkiezende  ook  sommige  uitwendige,  en 
bepaalde  daarbij  behoorende  inwendige  gelijkvormigheidspun- 
ten  —   van    zes    willekeurige    cirkels  in  één  vlak,  genomen 

twee  aan  twee,  en  in  de  (    j  =  20,  bg  viertallen  door  deze 

punten  gaande  en  de  punten  zelve  bij  drietallen  bevattende, 
gelflkvormigheidslijnen  dezer  cirkels  drie  aan  drie.  Voor 
n  =  4  is  aan  de  configuratie  (565,  TO^)  eene  overeenkom- 
stige beteekenis  in  de  ruimte  te  geven,  afgeleid  uit  acht 
willekeurige  bollen. 
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Nadat  ik  het  vorenstaande  had  opgesteld  maakte  de  Heer 
DB  Vries  mg  nog  opmerkzaam  op  de  verhandeling  van  S.  Kan- 
tor >üeber  eine  Gattung  von  Configurationen  in  der  Ebene 
and  im  Kaume",  voorkomende  in  den  SO''^  Band,  2^  Abtheilung 
(Jahrg.  1879)  van  de  Sitzungsberichte  der  mathematisch- 
naturwissenschafblichen  Glasse  der  Kais.  Akademie  der  Wis- 
senschaften, Wien,  1880,  blz.  715— 723.  In  deze  verhandeling 
wordt  in  de  eerste  plaats  (blz.  716)  opgemerkt  dat,  als  de 
hoekpunten  van  drie  volledige  vierhoeken  op  vier  door  één  punt 
gaande  stralen  liggen,  de  vier  punten  van  Hesse  (dat  zgn  de 
gemeenschappelgke  snijpunten  telkens  van  drie  assen  van  ho- 
mologie,  als  waarvan  sprake  was  op  blz.  211,  regel  7 — 10, 
van  mijn  vroeger  opstel),  waartoe  de  vier  uit  deze  vierhoe- 
ken te  vormen  drietallen  van  ouderling  perspectivische  drie- 
hoeken aanleiding  geven,  tot  ééne  regte  lijn  behooren;  en 
vervolgens  dat,  als  vier  volledige  vierhoeken  in  vier  door 
één  punt  getrokken  Ignen  beschreven  zgn,  de  vier  zoo  even 
bedoelde  regte  Ignen,  ontstaande  uit  de  vier  te  beschouwen 
drietallen  dezer  vierhoeken,  in  één  punt  zamenkomen.  Op 
deze  w^ze  voortgaande,  komt  Kantor  tot  de  beide  op  blz. 
716  onder  in  déze  woorden  uitgesproken  stellingen: 

iConstruirt  man  nun  n — 1  voUstandige  n-Ecke,  deren 
Ecken  auf  n  gegen  einen  Punkt  W  convergirenden  Strahlen 
li^en,  so  erhalt  man  in  jede  Combination  dieser  Strahlen 
211  n  —  1  eine  Reihe  von  n —  1  voUstandigen  (n —  1)-Ecken 
eingeschrieben  und  jede  dieser  Reihen  liefert  einen  Punkt 
Tat— 1.  Diese  n  Punkte  liegen  alle  in  einer  Geraden  ^a^. 
(1  Figur)". 

» Werden  n  voUstandige  w-Ecke  in  der  eben  beschriebenen 
Lage  angenommen,  so  treffen  sich  die  für  ihre  n  Oombina- 
tionen  zu  je  n  —  1  construirten  Geraden  gy  in  demselben 
Punkte  Ta.  (2  Figur)". 

(NB.  De  twee  hier  aangehaalde  figuren  komen  waar- 
schijnlijk voor  in  de  vroegere  verhandeling  van  Kantor 
»üeber  eine  Gattung  merkwürdiger  Geraden  und  Punkte 
bei  voUstandigen  n-£cken  auf  dem  Kreise'*  in  de  Sitzungs- 
berichte als  voren,  78®'  Band,  2^  Abtheilung,  waarnaar  bij, 
evenals  naar  zigne  verhandeling  >Ueber  den  Zusammenhang 

ISBSL.   »    XBDED.  A7D.   NATUURK    S^e   BBEKS     DBKL   V.  IQ 
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von  n  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene",  idem,  76*= '^  Band, 
verwgst.  Zie  overigens  nog  over  configuratiën  in  het  alge- 
meen de  in  het  opstel  van  Dr.  J.  de  Yeies  vermelde  lit- 
teratuur). 

En    van   deze  stellingen  leidt  de  eerste  hem  tot  eene  uit 
fi  —  1   volledige  n-hoeken  ontstaande  configuratie 


(r:-- '):  r:-;i). 


en  de  tv^eede  tot  eene  uit  n  volledige  n-hoeken  ontstaande 
configuratie 


tl:  L-U- 


zignde    deze    laatste    juist    dezelfde   als  de  door  m^  uit  een 
eenigzins  ander  gezigtspunt  beschouwde. 

Bovendien  wordt  door  Kat^toe  op  blz.  719  nog  eene  meer 
algemeene  configuratie 

afgeleid,   bg  welke  gelegenheid  onder  anderen  wordt  gezegd 

dat  de  b^  het  tellen  van  de  aantallen  punten  en  l^nen  dezer 

configuratie    voorkomende    sommatiën    —    overeenkomende 

(1  4-  ;r)2» 

met   de   boven  door  mg  uit  de  ontwikkeling  van  ^— 

ar* 

verkregen  sommatiën  voor  het  beschouwde  geval  m=n -f  1  — 

ook,    zooals   door  Nbtto  werd  opgemerkt,  uit  de  hypei^eo- 

metrische  reeks  volgen. 

De  op  blz.  721 — 723  behandelde  uitbreiding  op  de  ruimte 
staat  eveneens  in  naauw  verband  met  wat  ik  in  mgn  vorig 
en  in  mgn  tegenwoordig  opstel  voor  het  geval  der  ruimte 
heb  uiteengezet. 

Naar  mg  voorkomt  bevinden  zich  in  het  besproken  stuk 
van  Eai«to&  de  volgende  kleine  druk-  of  schryfibuten : 
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Blz.  717,  regel  14,  staat:  fanf;  lees:  n. 


»     719,     » 


5,       »     :  weniger;      »  :  mehr. 


Gaarne  maak  ik  Tan  deze  gelegenheid  gebruik  om  eene 
aanvnlling  mede  te  deelen  die,  zooals  de  Heer  A.  E.  Rauü- 
8KSf  Leeraar  aan  de  Polytechnische  School  te  Delft,  mg  deed 
opmerken,  de  op  blz.  219 — 220  yan  mgn  vromer  opstel 
vermelde  determinanten-eigenschap,  overgenomen  uit  mgne 
bedrage  in  het  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  Deel  VI, 
Stuk  I,  1879,  blz.  79—80,  behoeft.  Ik  haal  daartoe  de 
volgende  woorden  van  den  Heer  Bahusek  aan: 

>  Uit  een  matrix  if,  die  uit  (n  —  1)  rgen  en  n  kolom- 
men bestaat,  kan  men  door  weglating  telkens  van  eene  ko- 
lom n  determinanten  van  den  (n  —  l)«teii  graad  vormen,  die 
aangegeven  worden  door  P^,  P2, . . .  P„.  Zgn  i  [i  >  1]  dezer 
determinanten,  bgv.  Pj ,  Pg , . .  •  P,* ,  gelgk  nul,  zoo  zgn  tevens 
gelgk  nul  de  (n  —  t)  overige  determinanten  P|+i  f  .  Pnj 
tenzij  gelgk  nul  zgn  alle  determinanten  van  den  (n  —  i)^^^ 
graad,  die  gevormd  kunnen  worden  uit  de  matrix,  welke 
aan  de  determinanten  P^,  P2, . .  •  Pt  gemeen  is." 


>  Zg  bgv.  M  = 


«11   «ia   «IS   «14   «IB 

«21 

«81 

«41    «48   «48    «44   «4B 


en  P^,  Pg,  P3,  P4Ï  P5 


de  determinanten,  verkr^en  door  uit  de  matrix  M  de  1>^«, 
2de^  3de^  4de  of  5d«  kolom  weg  te  laten;  zoo  volgt  uit 


dat: 


P.  =  p.  =  p.  =  o,C;,-^). 


lö» 
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0/  P4  =  -Ps  =  O  of 


«U   «16 

«24   «25 

«84   «36 

«44   «45 

=  o  is.' 


>Nauw  verwant  aan  deze  stelling  is  de  volgende:  Is  een 
determinant  gelijk  nul  en  tevens  de  minor  van  het  element 
a^-st  zoo  zyn  tevens  gelijk  nul  de  minoren  der  overige  elemen- 
ten of  van  de  rij,  of  van  de  kolom,  waartoe  het  element 
art   behoort." 

»In  verband  hiermede  staat  ook,  dat  de  bekende  stel- 
ling —  welke  zegt,  dat,  als  een  determinant  gelijk  nul  is, 
de  elementen  van  elke  rg  (of  kolom)  uitgedrukt  kunnen 
worden  als  homogene  lineaire  functies,  met  gelijke  coëffi- 
ciënten, der  overeenkomstige  elemtmten  der  overige  rijen  (of 
kolommen)  —  alleen  waar  is,  wanneer  geen  der  eerste  mi- 
noren gelijk  nul  is." 

De  Heer  Rahüsbn  meldt  mij  te  dezer  zake  nog  dat  hg 
in  een  waarschijnlijk  spoedig  in  de  Annalea  de  V£icole  Po- 
hjtechnique  de  Delft  verschonend  opstel  onder  anderen  de 
volgende  meer  algemeene  stelling  uitwerkt: 

>Uit  de  matrix 


«11 

«12* 

.  .a\p 

bil 

612. 

..6ly 

«21 

«22.  . 

.a2p 

621   622. 

..big 

«nl 

«n£« 

.  .  ünp 

bui 

6>i2. 

•  •  bnq 

M  = 


(vraarbg  7  <1 «  <C  i"  +  ?  wordt  ondersteld)  kan  men 


rr) 


determinanten  van  den  n^^^  graad  vormen.  Zijn  onder  deze 
determinanten  alle  die,  welke  de  q  kolommen  b  bevatten, 
gelijk  nul,  dan  zijn  ook  alle  overige  geigk  nul,  tenzij  gel^k 
nul  zijn  alle  determinanten  van  den  q^^^  graad,  die  men 
uit  de  q  kolommen  b  kan  vormen." 

Jtdij  1888. 
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(Uitgebracht  in  de  vergadering  van  30  Juni  1888). 


Deze  verhandeling  van  Dr.  G.  Schouten  bestaat,  zooals 
ook  de  titel  reeds  te  kennen  geeft,  uit  twee  gedeelten  die 
door  een  tamelijk  lossen  band  verbonden  zijn. 

Het  eerste  deel  behandelt  in  twee  hoofdstakken  het  rol- 
len van  een  omwentelingslichaam  —  onderworpen  aan  de 
werking  der  zwaartekracht  —  over  een  horizontaal  vlak. 
Na  in  het  eerste  hoofdstak  de  bewegingsvergelijkingen  af- 
geleid en  aan  eenige  herleidingen  onderworpen  te  hebben, 
neemt  de  schrgver  in  het  tweede  zijne  toevlacht  tot  eene 
graphische  methode  ten  einde  orde  te  brengen  in  de  ver- 
schillende gevallen  van  dit  inderdaad  tamelijk  ingewikkelde 
mechanische  probleem.  Schrgver  is  in  de  keuze  dier  methode 
naar  ons  inzien  gelukkig  geslaagd.  Terwgl  hg  den  hellings- 
hoek  als  abscis  gebruikt,  wordt  als  ordinaat  uitgezet  wat 
schrgver  de  hellingsenergie  noemt,  dat  is  eene  grootheid  ge- 
Igk  aan  het  verschil  tusschen  de  totale  energie  (potentieele  4- 
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kinetisclie)  en  de  schommelingsenergie,  onder  welke  laatste 
verstaan  wordt  dat  gedeelte  der  energie  't  welk  van  de  flactie 
van  den  hellingshoek  afhankelgk  is,  indien  men  als  onaf- 
hankel^k  veranderlijken  de  drie  welbekende  EuLEB^sche  hoe- 
ken invoert.  Van  de  kromme  die  op  deze  wgze  ontstaat, 
kan  het  beloop  in  algemeene  trekken  worden  aangegeven, 
terwijl  hare  sngding  door  eene  rechte,  wier  a&tand  tot  de 
abscissenas,  waarmede  zij  evenwgdig  loopt,  gelgk  is  aan  de 
totale  energie,  de  beweging  in  groote  trekken  doet  kennen 
en  de  bgzondere  gevallen  tot  hun  recht  doet  komen. 

Het  tweede  gedeelte  der  verhandeling  loopt  over  het  be- 
kende probleem  van  de  beweging  van  een  omwentelings» 
lichaam  onderworpen  aan  de  zwaartekracht  en  ondersteund 
in  een  vast  punt  der  omwentelingsas.  Inderdaad  kan  dit 
probleem  als  een  bgzonder  geval  beschouwd  worden  yan  het 
meer  algemeene  in  het  eerste  gedeelte  behandelde.  Deze 
beschouwing  is  echter  weinig  natuurlijk  en  werpt  geen  nieuw 
licht  op  het  meer  byzonder  probleem.  Wat  echter  wel  eenig 
verband  brengt  tusscheu  beide  gedeelten  der  verhandeling 
is  de  eenheid  van  methode.  De  aanwending  van  de  kromme 
der  hellingsenergie  brengt  hier  wel  geene  nieuwe  waarheden 
te  voorsch^n,  wat  bjj  een  zoo  veelvuldig  en  volledig  behan- 
deld vraagstuk  ook  nauwelgks  te  verwachten  ware,  maar 
z^  geeft  toch  een  zeer  helder  overzicht  van  de  verschillende 
gevallen  die  zich  kunnen  voordoen  en  blgkt  naast  andere 
beschouwingsw^zen  recht  van  bestaan  te  bezitten.  Vooral 
de  eigenaardige  wgze,  waarop  de  bgzondere  gevallen  bij 
welke  de  as  den  verticalen  stand  aannemen  kan  of  asymp- 
totisch  tot  deze  nadert,  optreden,  verdient  opmerking. 

Tevens  behandelt  schrgver  de  integratie  der  bewegings- 
vergelgkingen.  Behalve  Lottnëb,  door  den  schrgver  aan- 
gehaald, hebben  nog  meerdere  anderen'^)  algemeene  oplos- 
singen met  behulp  van  elliptische  functiën  g^even.  Toch 
gelooveu    wg  dat   de   korte   en   bondige   aanwgzingen  dier 


•)  Fbenzbl,  SchlomUeh  ZHUckr.  XXVI,  {  104—187;  Södxbbloic,  üp- 
9Qla^  Jcia  XII  (3)  «n  vooral  Jacjobi.  OuummUe  JTerkê^  Bd.  U,  8,  496, 
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oplossing  door  den  schr^ver  achter  elk  der  yerschillende 
gevallen  gevoegd,  niet  misplaatst  z^n  in  zijne  verhandeling. 
Wg  meenen  aan  de  Akademie  de  opname  der  geheele 
verhandeling  in  de  Verslagen  en  Mededeelingen  te  mogen 
aanbevelen. 

D.  J.  KORTKWEG. 

CU.  M.  SCIiOIS. 


ALGEMEENE  EIGENSCHAPPEN 


VA»  DB 

ZUIVER  ROLLENDE  BEWEGING  VAN  EEN  OMWENTELINGS- 
LICHAAM OP  EEN  HORIZONTAAL  VLAK. 

TOEGEPAST   OP  DE 

BEWEGING  VAN  EEN  OMWENTELINGSLICHAAM  OM 
EEN  VAST  PUNT  VAN  ZIJNE  AS. 

DOOB 


Dr.  G.  SCHOUTEN. 


Inlëidino. 

Uit  de  eerste  integraalvergelijkingen  van  de  zuiver  rol- 
lende beweging  van  een  omwentelingslichaam  op  een  hori- 
zontaal vlak  kunnen  eenige  algemeene  eigenschappen  wor- 
den afgeleid,  wier  kennis  een  algemeen  inzicht  geeft  in  den 
aard  der  verschillende  bewegingen  die  het  lichaam  kan  heb- 
ben, met  aanw^zing  van  de  voorwaarden,  waaronder  deze 
plaats  grgpen. 

Een  weg  tot  nadere  bepaling  der  bewegings-elementen 
door   berekening  wordt  daardoor  als  van  zelve  aangewezen. 

Nadat  in  het  eerste  hoofdstuk  de  integraalvergelgkiugen 
z^n  afgeleid,  worden  in  het  tweede  de  algemeene  eigenschap- 
pen der  beweging  ontwikkeld,  die  in  het  derde  worden  toe- 
gepast op  het  geval,  dat  het  lichaam  op  het  ylak  steunt 
in    een    punt,    op    zyne   as  gelegen,  of  ook,  daar  dit  punt 
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gediirencle  de  beweging  in  rost  blgft,  op  de  beweging  van 
een  omwentelingslichaam  om  een  punt  van  zgne  as. 

Mocht  van  dit  vraagstuk  reeds  eene  volledige  oplossing 
bestaan,  dan  moge  de  hier  gegevene  eene  plaats  vinden  ter 
wille  van  de  methode  van  onderzoek. 

In  geen  der  beide  mg  bekende  verhandelingen  wordt  het 
vraagstuk  volledig  opgelost. 

In  het  stuk  van  Dr.  C.  Loitneh  ^)  wordt  alleen  het  ge- 
val behandeld,  dat  het  moment  {M  X)  van  de  hoeveelheid  van 
beweging  ten  opzichte  van  de  verticaal  van  het  vaste  punt 
eene  absoluut  grootere  waarde  heeft  dan  dat  {M/u)  ten  op- 
zichte van  de  as,  hoewel  er  in  de  verhandeling  zelve  van 
die  beperking  geen  melding  wordt  gemaakt. 

Ia  de  verhandeling  van  Dr.  P.  van  Gebe  f)  wordt  eene 
nog  meer  beperkende  voorwaarde  gesteld :  het  lichaam  wordt 
ondersteld  in  beweging  gebracht  te  zijn  door  een  koppel 
van  impulsie,  loodrecht  op  de  as  van  *t  lichaam,  zoodat 
k  =  /u  coi  a  wordt  ondersteld,  als  a  de  hellingshoek  is  bg 
't  begin  van  de  beweging. 

Aan  de  hier  volgende  oplossing  ligt  eene  graphische 
methode  ten  grondslag,  terwijl  zooveel  mogelök  getracht  is 
aan  de  standvastigen,  welke  in  de  vergelijkingen  voor  de 
bewegings-elementen  voorkomen,  eene  mechanische  beteeke- 
nis  te  geven,  zoodat  het  mogelijk  werd  de  uitkomsten  aan- 
schouwelgk  voor  te  stellen. 


•)  Dr.  C.  LoTTNBR,  Reduction  der  Bewegung  eines  sch weren,  um 
einen  festen  Punct  rotirenden  Revolutionskörpers  auf  die  elliptischen 
Transcendenten.  Jom-nal  von  Cbëlle,  50^^  Band,  1855. 

f)  Dr.  P.  VAN  G££&,  Over  de  beweging  van  een  zwaar  lichaam  om 
een  vast  punt.  Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wet., 
Afd.  Natuurkunde,  2e  R-eeks,  Deel  V,  1871. 
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HOOFDSTUK    I. 
De  berstb  inteobaalyerqelijkinqen  van  de  beweging. 

1.  Zg  P  Q  (fig.  1)  de  as  van  een  omwentelingslichaam 
en  S  het  punt,  waarmede  dit  op  het  horizontale  vlak  rust. 

Is  C  het  zwaartepunt  en  treft  de  loodl^n  uit  5  op  de 
as  neergelaten  deze  in  27,  dan  kunnen  CD=zèenSDz=fi 
als  de  coördinaten  van  het  steunpunt  beschouwd  worden. 

2.  De  stand  yan  het  lichaam  is  bepaald  door  de  Yolgende 
hoeken: 

a.  den  hoek  d,  gevormd  door  een  bepaald  deel  CQ 
van  de  as  met  de  naar  boven  als  positief  gerekende  verti- 
caal; w^  zuUen  dien  hoek  den  heÜingshoek  van  het  lichaam 
noemen ; 

h.  den  hoek  (//,  dien  het  verticale  meridiaanvlak  P  S  Q 
met  een  vast  verticaal  vlak  XOZ  maakt.  W^'  zullen  dezen 
hoek  het  azimuth  van  het  lichaam  noemen,  en  aannemen 
dat  hg  beschreven  wordt,  als  het  laatstgenoemde  vlak  om 
de  naar  boven  gerichte  verticaal  als  as  in  den  zin  van  de 
wgzers  eener  klok  wordt  gewenteld  tot  het  evenwgdig  komt 
met  het  eerstgenoemde; 

c.  den  hoek  qp,  dien  een  bepaald  meridiaanvlak  van  het 
lichaam  met  het  verticale  meridiaanvlak  maakt.  Wg  zullen 
aannemen,  dat  qp  beschreven  wordt,  als  het  verticale  meri- 
diaanvlak om  C  Q  als  as  in  den  zin  van  de  wgzers  eener 
klok  wordt  gewenteld  tot  het  samenvalt  met  het  bepaalde 
meridiaanvlak. 

3.  Het  lichaam  zal  ieder  oogenblik  eene  wenteling  be- 
zitten om  eene  as,  die  door  het  steunpunt  gaat.  De  hoek- 
snelheid  6>,  waarmede  wg  onderstellen  dat  deze  wenteling 
op  zeker  oogenblik  plaats  grgpt,  ontbinden  wg  in  de  vol- 
gende hoeksnelheden : 

dd 
a.     — -   of   ff   om    de  Ign,  die  in  S  loodrecht  staat  op 
at  ' 

bet  verticale  meridiaanvlak ; 
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d  tp 

b,  — -  of  <p'  om    de    Ign  uit  S  evenwgdig  aan  C  Q  ge- 
dt 

trokken; 

c.  •- —  of  ifj   om  de  verticaal  van  het  steunpunt. 
dt 

W^  merken  hierb^  op,  dat  de  hoeksnelheid  rz,  waarmede 

het   lichaam    in    werkel^kheid    om  de  as  wentelt,  gelgk  is 

aan  9'  vermeerderd  met  de  hoeksnelheid  if/co8  0j  waarmede 

het   verticale    meridiaanvlak  ten  opzichte  van  het  bepaalde 

meridiaauvlak  wentelt,  zoodat 

n=i(p'  '\-  ii^'  cosO (1) 

is.     De  hoeksnelheid  co  wordt  dus  gegeven  door 

G>a  z=  n»  +  ö'a  +  j//'^  sin^  O (2) 

4.  De  levende  kracht  T  van  het  lichaam,  als  dit  de 
bovengenoemde  wenteling  &  bezit,  kan  op  de  volgende  wgze 
bepaald  worden : 

De  Ignen  door  het  zwaartepunt  getrokken  evenwgdig 
aan  de  ö'-,  n-,  ^^  sin  ö-assen  vormen  een  stelsel  hoofdassen 
van  inertie.  Zg  p^  de  traagheidsstraal  ten  opzichte  van 
eene  middell^n  van  den  aequator,  en  (fz  die  ten  opzichte 
van  de  lichaams-as. 

De  afstand  d  van  het  zwaartepunt  tot  de  oogenblikke- 
Igke  as  wordt  gegeven  door 

d«  =  s^  +  ,»-(^-"-'^'"^^-'')'. 

Is  dus  M  de  massa  Tan  het  lichaam,  dan  zal 

zgn,  welke  vergelgking  door  substitutie  van  de  waarde  yan 
d  overgaat  in 
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w^e^  +  )?2)  +  2  f  17 .  n  v/'««  ö (3) 

5.  Daar  ip  en  <p  niet  in  T  voorkomen,  evenmin  als  in 
de  krachtsfunctie  U  =.  M g{7i  sind  —  $  co«  0\  welke  enkel 
eene  functie  van  O  is,  daar  ^  en  ?;  als  zoodanig  moeten  be- 
schouwd worden,  zoo  vinden  wg  door  toepassing  van  de 
bewegingsvergelijkingen 

d  — 
dip'       d{T+  ü) 

dt  dip 

zooals  Laoeakoe  die  heeft  afgeleid  en  waarin  ip  eene  der 
algemeene  coördinaten  is,  waarin  T  en  U  zyn  uitgedrukt, 
de  volgende  integraal vergelgkingen : 

dT  .     dT 

,  =  constante  =1  Jf  A ;  -7—;  =  constante  znz  M  u. 

dip  d(p 

Beiden  drukken  uit,  dat  het  moment  van  de  hoeveelheid 
van  beweging  om  zekere  as  standvastig  blgft  gedurende  de 
beweging;  de  eerste  om  de  verticaal  van  het  steunpunt, 
de  tweede  om  de  lijn  uit  het  steunpunt  evenwgdig  aan  de 
lichaams-as  getrokken. 

Worden  deze  vergelgkingen  ontwikkeld  door  middel  van 
(3),  dan  vinden  wfl 

j/Zfitn^öCv^x  +  |2j  +  nco80(^\  +  n^)  -f  ^ri^inO{n  +  ip'co80)=X  (4), 

ip'sinO .  II?  -f  n(ijK  +  V^)  =u  (5). 

Eene  derde  integraalvergelijking  wordt  gegeven  door  het 
beginsel  van  arbeidsvermogen,  uitgedrukt  in  de  vergelijking 

T —  Z7=  const., 

welke  door  middel  van  (3)  overgaat  in 

-|-  2  S  IJ  •  n  (/;'  m  ö  =  const.  —  2  ^  (ij  m  ö  —  $  cot  ö).,(6) 
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6.  De  vergelBÜngen  (4)  en  (5)  bepalen  n  en  tf/  als 
functies  van  ö,  zoodat  (6)  ö'  ook  als  functie  van  0  geeft 
De  oplossing  geeft 


n  = 


sin  O 


?'?  +  /«(f'*+S*) 


lp*  sin  O  =: 


l  —  flCOBd. 

Mn  Cr 


>.(7) 


ö'«((;2,  +  |«  +  ,^)  =  const.  -  J2^  A  +     /"'       + 

, g'.  +  ';'  iX-f4eosO_fi^n  y  i 


waarin  h=i  rj  sin  6  —  I  cos  O  de  hoogte  van  het  zwaartepunt 
boven  het  steunvlak  voorstelt. 

De  laatste  van  deze  zal  na  integratie  6  als  functie  van 
den  tijd  leeren  kennen,  terwijl  door  twee  quadraturen  n  en 
^  in  ö  zullen  bepaald  worden, 

7.  Om  de  plaats  van  het  lichaam  in  de  ruimte  aan  te 
w^zen,  zal  het  voldoende  zijn  die  van  een  zijner  punten, 
b.v,  het  zwaartepunt,  te  bepalen. 

De  snelheid  van  het  zwaartepunt  is: 

—  ip*  sinO  .^  —  ntf  in  de  richting  van  de  ö -as ; 
0'rjm  die  van  de  lichaams-as; 
0'  J  in  die  van  de  uj'  sin  ö-as. 

De  ontbondenen  u,  t?,  to  van  die  snelheid  resp.  in  de 
richtingen  van  de  vaste  coördinaat- assen  OX,  O  Y,  OZ 
zijn  dus 

u:=.0*  (^;  sin  O — ?  cos  0)  cos  ip^-in  .  i?-|-  lp'  sin  O  .  J)  sin  ip^  ^ 
t;=Ö'  (jy  sin  ö— |  cos  O)  sin  if/^{n  .  ^  +  ^'  dti  O  .  J)  cos  ^f/, >  -(8) 
v>—e\ricose^léine). 
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Deze  geïntegreerd  zullen  de  coördinaten  x^  y,  z  van  het 
zwaartepunt  geven. 

De  coördinaten  X,   Y  van  het  steunpunt  zgn  nu 

X=z  X  +  (5  «m  ö  +  13  cos  O)  C08  ip] 

(9) 

F=  y  -\-  {^  sinO  -{- 1)  cos  0)  Hn  if/) 

zoodat  de  ontbondenen  £^  en  F  van  de  snelheid,  waarmede 
/S  zgn  spoor  beschrgft  resp.  in  de  richtingen  O  X  en  O  T 
gegeven  worden  door 


U=  q/  êifiifj  .rj  -|-  (?'  sin  O  +  tj'  cos  6)  cos  ^,       ] 
V=.  —  q>'  cos  ip  .Ti  +  (I'  sin  O  +  rf  cos  O)  sin  ^J 

waarin  §    voor  — -  en  ïy    voor gesteld  zgn. 

at  dt 

Uit  deze  vergelgkingen  volgt  verder 

V  cos  lp  —  ü  sin  ifi  =  —  9'  •  ï?  j 

Vsin  ip  -{-  ü cos  ip  =  I'  sin  0  +  tj'  cos  d] 


..(10) 


(11) 


De  eerste  stelt  de  snelheid  voor,  waarmede  het  steunpunt 
S  zich  in  de  richting  van  de  d'-as  bewe^t,  de  tweede  die 
in  de  richting  van  het  beweeglgke  been  van  het  azimuth. 


HOOFDSTUK    IL 

AlOKMEENJS   EIGENSCHAPPJSN    van   Dfi   ZUIVER   ROLLENDE 

BEWEGING   VAN   EEN   OMWENTELINGSLICHAAM    OP 

EEN    HORIZONTAAL    VLAK. 

9.     Worden    de    beide    leden  van  de  laatste  der  vergelg- 
kingen (7)  met  i  M  vermenigvuldigd,  dan  stelt  het  eerste  lid 

ii/ö'Me*^  +  5^  +  ^^) 
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de  energie  yoor,  die  het  lichaam  verkrggt  alleen  ten  gevolge 
van  de  verandering  in  helling,  die  zgne  as  ondergaat;  dit 
gedeelt-e  van  de  energie  van  *t  lichaam  zullen  wg  de 
êchomméUngs-energie  noemen. 

De  constante  in  het  tweede  lid  stelt  de  totale  energie  "^^xi 
het  lichaam  voor. 

De  vorm  tusschen  de  accolades,  dien  wg  door  O  zullen 
aanduiden,  zoodat 

is,  stelt  het  overige  gedeelte  van  de  energie  voor,  nl.  de 
potentiale  verminderd  met  die,  welke  het  lichaam  heefb  ten 
gevolge  van  de  wentelingen  n  en  ifj\  Daar  bg  bepaalde 
waarden  van  X  en  /u  die  hoeveelheid  alleen  afhangt  van 
de  helling  O  der  as,  zullen  wg  haar  de  hellinge-energie 
noemen, 

10.  Zetten  wg  nu  &  als  ordinaat  uit  op  een  rechthoe- 
kig coordinaatHstelsel  met  6  tot  abscis,  dan  stelt 

y=0 

de  vergelgking  eener  kromme  voor,  die  wij  de  kromme  der 
heUinge-energie  zullen  noemen. 

Deze  kromme  heeft,  als  wg  het  geval  A*  =  fbfi  voorloopig 
uitsluiten  en  ons  bepalen  tot  de  abscissen  tusschen  O  en  n^ 
de  Ignen  ^  =  O  en  ^  =  ;^  tot  asymptoten ;  zg  ligt  geheel 
boven  de  abscissen-as  en  moet  dus  minstens  één  punt  hebben, 
waarin  de  raaklgn  evenwijdig  is  aan  de  abscissen-as,  waar 
0  dus  eene  minimum-waarde  heeft. 

De  vergelgking 

dO       ^ 

moet  derhalve  minstens  één  bestaanbaren  wortel  hebben 
tusschen  O  en  tï  gelden,  die  Q  tot  een  minimum  maakt. 
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Heeft  die  vergelgking  meer  bestaanbare  wortels,  dan 
heeft  de  kromme  voor  die  wortels  afwisselend  maximum-  en 
mtnimum-ordinaten,  tenzij  in  die  punten  buigpunten  mochten 
aanwezig  zijn. 

Heeft  dus  de  kromme  der  hellings-energie  voor  elk  stel 
waarden  van  X  en  //  minstens  ééne  mmtmiim-ordinaat,  om- 
gekeerd zullen  A  en  //  altijd  zóó  bepaald  kunnen  worden, 
dat  die  minimum-ordinaat  bij  eene  willekeurig  gekozen 
abscis  a  behoort.  Daartoe  wordt  slechts  vereischt,  dat 
k  en  //  voldoen  aan  de  vergelijking 


fd0. 


wat  op  onbepaald  vele  wijzen  kan  plaats  grgpen,  aangezien 

k  en  /u  onderling  onafhankelijke  willekeurige  waarden  zyn. 

Is    het    lichaam    b.    v.    eene  ellipsoïde  van  omwenteling, 

dan    zal    voor   A  =  O  0  eene  wiwmum-waarde  hebben  voor 


O 


lï 


,  ingeval  de  omwentelings-as  de  grootste  der  assen  is. 

De  kromme  zal  een  vorm  hebben 
overeenkomstig  de  eerste  figuur. 

Is  de  ellipsoïde  echter  afgeplat, 
dan  zal  voor  fc  zeer  klein  met  be- 
trekking   tot  h  de    kromme    bij  de 

.TT 

abscis  -•  eene  maximum-ordinsAt  heb- 
2 

ben,  en  een  vorm  overeenkomstig  de 

tweede  figuur,  die  evenals  de  vorige 

symmetrisch  is  ten  opzichte  van  de 

ordinaat  bg  — .     Bl^kt  uit  dit  voor- 


beeld, dat  de  kromme  der  hellings- 
energie meerdere  mwim/«rn -ordinaten  met  tusschen  gelegen 
ma^rtrwM/n-ordiniiat  kan  hebben,  tevens  doet  het  zien,  dafc 
zy  voor  verschillende  waarden  van  X  en  /u  ook  verschil- 
lende vormen  kan  aannemen. 


(301  ) 

11.     Wordt  op  hetzelfde  coördinaten-stelsel  de  rechte  Ign 

y  z=z  constante 

getrokken,  welke  lijn  wij  de  lijn  van  energie  zullen  noemen, 
dan  zullen  die  deelen  van  de  kromme  der  hellings-energie, 
welke  onder  deze  l^n  gelegen  z^'n,  in  hunne  abscissen  de 
hellingen  aanwezen,  die  de  lichaams-as  gedurende  de  be- 
weging kan  verkrggen. 

Zij  Fig.  2  de  kromme  der  hellings-energie  voor  zeker 
stel  waarden  van  X  en  //,  zoodat  de  hellings-energie  O  twee 
minimum-waarden  heeft  voor  ö  =  öi  en  ^  =  ó^^  en  eene 
maximum-waarde  voor  0  =  Oq. 

Raakt  de  Ign  van  energie  de  kromme  in  D,  dan  moet 
6'  voortdurend  gel^k  nul  z^n.  De  lichaams-as  zal  onver*- 
anderl^k  dezelfde  helling  0^  behouden,  zoodat  zy  met  een- 
parige beweging  een  kegelmantel  zal  beschrgven,  die  de 
verticaal  ^t  as  en  2  0^  tot  tophoek  heeft.  Volgens  (11) 
beweegt  zich  het  steunpunt  in  eene  richting  loodrecht  op 
het  bewe^Igke  been  van  het  azimuth,  zoodat  de  kromte- 
straal {}  van  het  spoor  op  het  horizontale  vlak  beschreven 
gelyk  is  aan 


—  9 


V' 


^  I  /3  ^\ 


Dit  spoor  is  dus  een  cirkel.  Het  spoor  op  het  lichaam 
zelf,  gevormd  door  de  meetkundige  plaats  der  steunpunten, 
is  een  paralleicirkel  met  den  straal  97. 

Deze  beweging  van  het  lichaam  heet  conische  beweging; 
zy  heeft  met  eene  fTitTitmum-waarde  van  energie  plaats,  en 
draagt,  zooals  wg  straks  zullen  zien,  het  karakter  van 
stabiliteit. 

Wordt  de  energie  van  de  bew^ng  vergroot,  zonder  in 
X  en  ju  eene  wijziging  te  brengen,  wat  dus  geschieden  kan 
door  het  lichaam  onder  zyne  conische  beweging  een  stoot 
te  geven,  gericht  in  het  verticale  vlak  van  zyne  as,  dan 
zal  dit  in  de  figuur  aangewezen  worden  door  de  lyn  van 
energie  te  laten  ryzen. 

tUSL.  IN  KIDSD.   AXD.  MATUVKK.  8^®  RBBKt.   DBIL    V.  80 
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De  hellingshoek  O  zal  nu  kannen  veranderen  tussclien 
0^  en  Ö4,  aangegeven  door  de  abscissen  der  snjpunten  van 
kromme  en  Ifjn. 

Die  grenswaarden  6^  en  Ö4  zullen  bereikt  worden.  Im- 
mers de  laatste  van  (7)  kan  nu  op  de  volgende  wgze  ge- 
schreven worden: 

Ö'*  =  (<9-Ö3)(Ö-Ö,)/(Ö), 

waar  /(^)    voor    alle    abscissen    tusschen    O    en  tip  eindige 
negatieve  waarden  zal  hebben. 
Hieruit  volgt: 

1/      ï  de 

-S^^)v  {e-e^){e^-e) 

zoodat  het  tijdsverloop  tJ  ,  waarin  de  helling  van  O  tot  0^ 
verandert,  gegeven  wordt  door 

en   in  ieder  geval  eene  eindige  waarde  zal  hebben.  Evenzoo 
blgkt  dat  7^*  eindig  is. 

De  lichaams-as  zal  dus  regelmatige  schommelingen  maken 
in  het  vlak,  door  haar  en  de  verticaal  bepaald.  6^  elke 
schommeling  zal  de  schommelhigs-enerffie  eene  maximum^ 
waarde  verkregen  bij  de  helling  der  oorspronkel^ke  conische 
beweging.  Hoe  grooter  de  energie  van  de  beweging  wordt, 
des  te  grooter  zal  de  slingerw^dte  der  schommelingen  wor- 
den. Tevens  blgkt,  dat  de  oorspronkelyke  beweging  eene 
êtabieh  is. 

Bereikt  eindel^k  de  energie  die  waarde,  waarb^  de  Ign 
van  energie  de  kromme  in  B  raakt,  dan  zullen  de  schom- 
melingen der  as  tusschen  de  grenzen  0^  en  0^  plaats  gre- 
pen,   maar    tevens    zal    het    lichaam    eene  tweede  conische 
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beweging  kannen  hebben  b^  de  helling  d^,  aangegeven 
door  de  abscia  van  het  raakpunt  B.  Wordt  de  energie  nu 
nog  meer  vergroot,  dan  kan  het  lichaam  twee  verschillende 
bew^ngen  hebben;  de  eene  is  de  gestoorde  van  de  eerste, 
de  andere  die  van  de  tweede  conische  beweging. 

Bg  voortgezette  vermeerdering  van  de  energie  zal  er  eens 
een  toestand  komen,  waarbg  de  Ign  van  energie  de  kromme 
in  C  raakt,  waar  de  hellings-energie  eene  maximum-waarde 
heeft. 

De  schommelingen  van  elk  der  bewegingen,  die  het'  li- 
chaam kon  hebben,  houden  nu  op,  aangezien  de  lichaams- 
as  de  helling  Oq^  aangegeven  door  de  abscis  van  het  raak- 
punt C,  asymptotisch  zal  naderen. 

Onder  deze  omstandigheid  toch  kan  0'  als  volgt  uitgedrukt 
worden : 

ö'«  =  (ö  -  0j)  {O  -  O  of  (d  -  ög)  F  (O) 

waarin    F  {O)    voor   alle  waarden  van  O  tusschen  O  en  tï 
eindige  negatieve  waarden  heeft. 
Hieruit  volgt: 


]/  1  dd 


zoodat  T.    en  TT*  beiden  oneindig  groot  zgn. 

Onderstellen  wg  echter,  dat  het  lichaam  met  dezelfde 
energie  in  beweging  wordt  gezet  onder  de  helling  ^q,  dan 
zal  deze  weer  onveranderlgk  gelgk  Oq  blgven,  en  het  lichaam 
alzoo  eene  derde  conische  beweging  hebben,  die  nu  echter 
het  karakter  van  instabiliteit  draagt. 

Neemt  eindelijk  de  energie  van  de  beweging  nog  meer 
toe,  dan  zal  het  lichaam  slechts  ééne  beweging  kunnen 
hebben.  De  slingerwgdte  der  schommelingen  van  de  as 
wordt  met  de  energie  grooter,  doch  kan  de  waarde  ;r  nim- 
mer bereiken.  De  as  zal  nimmer  door  den  verticalen  stand 
gaan. 

Verder    zal    de    schommelings- energie  bg  elke  schonmie- 

so* 
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ling  twee  maoMmMm-waarden  bereiken,  nl.  bij  de  hellingen 
der  oorspronkelijke  stabiele  conische  bewegingen,  en  ééne 
mtnimum- waarde  bg  de  helling  der  instabiele  conische  be- 
weging. 

12.  Terwijl  de  lichaams-as  schommelt,  wordt  het  vlak 
van  schommeling  met  eene  hoeksnelheid  ip'  om  de  verti- 
caal van  het  steunpunt  gedraaid. 

Deze  wenteling  zal  öf  voortdurend  in  denzelfden  zin  plaats 
grflpen,  öf  bij  elke  schommeling  van  teeken  kunnen  ver- 
anderen. 

Wordt  de  helling  gedurende  de  beweging  zeer  gering, 
dan  moet  «/y'  op  dat  oogenblik  eene  zeer  groote  waarde 
hebben.  De  uitdrukking  voor  ®  toch  kan  onder  de  vol- 
gende gedaante  geschreven  worden: 


zoodat 


is.  Omdat  A,  |,  tj  eindige  waarden  behouden  en  0  zeer 
groot  is  als  de  as  den  verticalen  stand  nabij  komt,  zal 
ook  if/'^  sirfi  O  QTL  h  fortiori  if/^  dan  zeer  groot  zgn. 

13.     Beschouwen  wij  nog  kortelijk  het  geval  k^  =  //^. 

Ts  A  =:  //,  dan  snijdt  de  kromme  der  hellings-energie  de 
ordinaten-as,  maar  heeft  nog  de  lijn  O  -=.  ti  tot  asymptoot. 
Heeft  de  snijding  onder  een  rechten  hoek  plaats,  en  *t  blykt 
uit  den  vorm  van  de  uitdrukking  voor  0  dat  dit  het  ge- 
val moet  zgn  als  het  raakpunt  b^  verticalen  stand  van  de 
as  op  de  as  ligt,  dan  is  de  ordinaat  bij  d  =  O  eene  mtm- 
mum-   of  ma jTtmum- ordinaat. 

In  't  eerste  geval  is  de  eenparige  wenteling  om  de  ver- 
ticaal naar  boven  geriphte  as  eene  stabiele  beweging,  en 
alle    andere    bewegingen,    die  het  lichaam  kan  hebben  zgn 
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gestoorde  van  deze,  waarbij  de  as  schommelingen  maakt  om 
de  verticaal  als  middenstand. 

In  't  tweede  geval  is  die  eenparige  wenteling  eene  insta- 
bieUj  en  het  lichaam  zal  eene  sfalnele  conische  beweging 
kunnen  hebben  b^  de  helling,  aangegeven  door  de  abscis  van 
het  laagste  punt  van  de  kromme  der  hellings-energie.  Alle 
bewegingen  van  het  lichaam  kunnen  beschouwd  worden  als 
gestoorde  van  deze  stabiele  conische  beweging.  Zoolang  de 
energie  van  de  beweging  kleiner  blgft  dan  die  van  de  insta- 
biele wenteling,  zal  de  as  schommelingen  maken,  waarbg 
de  verticale  stand  door  de  as  niet  wordt  bereikt.  Is  de 
energie  daaraan  gelijk,  dan  zal  de  as  zich  asymptotisch  naar 
den  verticalen  stand  begeven ;  is  ze  grooter,  dan  zal  de  as 
bij  elke  schommeling  door  den  verticalen  stand  gaan. 

Sngdt  de  kromme  der  hellings-energie  de  ordinaten-as  niet 
loodrecht,  zooals  dat  o.  a.  bij  den  hoepel  het  geval  is,  dan  kan 
het  lichaam  geene  eenparige  wenteling  om  de  verticaal  naar 
boven  gerichte  as  hebben,  en  het  hangt  nu  van  het  beloop  der 
kromme  af,  hoedanig  de  bewegingen  zullen  zijn,  die  het  li- 
chaam nu  zal  kunnen  hebben.  Onder  alle  vormen  van  de  krom- 
men vermelden  wg  er  slechts  één,  insgelijks  bg  den  hoepel  voor- 
komende, nl.  die,  waarbij  de  kromme  voortdurend  st^gt  met 
toenemende  abscissen.  In  dit  geval  kan  het  lichaam  geen  enkele 
conische  beweging  hebben,  en  moet  de  as  by  alle  bewegingen 
van  het  lichaam  om  de  verticaal  als  middenstand  schommelen. 

Het  geval  X  z-  —  fi  geeft  tot  soortgelgke  opmerkingen 
aanleiding;  de  ordinaten- as  in  het  vorige  geval  worde  slechts 
vervangen  door  de  Ign  ö  =  tt. 

14.  Alvorens  tot  de  toepassing  over  te  gaan,  zullen  wij 
de  oneindig  weinig  gestoorde  stabiele  conische  beweging 
meer  van  naby  beschouwen. 

Heeft  de  kromme  der  hellings-energie  eene  minimum^ 
ordinaat  by  de  abscis  a,  dan  kan  het  lichaam  by  de  hel- 
ling a  eene  stabiele  conische  beweging  hebben. 

Onderstellen  wij,  dat  deze  oneindig  weinig  gestoord  wordt 
door  een  stoot,  aangebracht  in  het  verticale  vlak  van  de 
lichaams-as,  dan  zal  de  lyn  van  energie,  die  raaklijn  was 
by    de    conische    beweging,  nu  snijlyn  wezen;  de  abscissea 
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Oi'^a  en  0^^  a    Tan    de    sngpunten  zollen  zeer  weinig 
van  a  verschillen. 

De  laatste  van  de  vergelgkingen  (7)  kunnen  w^'  nu  onder 
den  volgenden  vorm  schreven: 

waar    F  (6)    voor   alle    abscissen    tusschen  O  en  ^  eindige 
positieve  waarden  heeft. 

Met  verwaarloozing  van  alle  machten  van  O^^a  hooger 

dan  de  eerste  macht,  kunnen  wfl  F  {O)  door  —  \  j     ^  1 

vervangen,  en  schrgven: 

ö'«=:(ö-ö,)(ö,-ö).-i(— )^. 
Hieruit  volgt: 


welke  tasschen  de  grenzen  O^  en  6^  geïntegreerd  geeft: 


■    l^-»(7fl 


(14) 


De   overeenkomstige   verandering  !iF'   van  het  azimuth  zal 
met  denzelfden  graad  van  benadering  gevonden  worden  door 

<: = t  X «''« (15) 

waar  ^\  de  azimuthale  snelheid  der  conische  beweging  is. 
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HOOFDSTUK    HL 

De    BlfiW£GINO    VAN   EEN    OHWflNTBLINOSLIGUAAM   OH    IfiBN 
VAST   PUNT    VAN    ZIJNE    AS. 

15.  In  de  vergelgkingen  (7) — (11)  moet  nu  ;?  =  O  en 
?  =  —  l  genomen  worden,  als  /  de  afstand  is  waarop  het 
zwaartepunt  boven  het  vaste  punt  ligt,  wanneer  de  helling 
van  de  as  nul  is. 

De  vergel^kingen  (1)  en  (7)  gaan  hierdoor  over  in 

^,,        _  .        fA-Bco,0\^ 


^^  H  —  acosO  —  [- 


sin  O        j 


A  —  Bcoed  >.  .  .  (16) 

<p'  =  n  —  iff'  cos  O. 


waann 


JL     __?üi__2f 


a—sl—  Ti-    ^     » ^  y         y    iri" 


is,  als  A  de  gereduceerde  slingerlengte  van  het  lichaam  is 
ten  opzichte  van  het  vaste  punt  en  (o  de  hoeksnelheid,  die 
liet  lichaam  heeft,  als  het  van  uit  den  hoogsten  stand  ge- 
vallen is  naar  den  laagsten. 

De  constante  H  vermeerdert  met  de  totale  energie. 

De  vergeiyking  van  de  Ign  van  energie  wordt  hier  ver- 
vangen door 

y  =  ^ (17) 

en  die  van  de  kromme  der  hellings-energie  door 

y  =  acos6  +  [        ^^^        ) (18). 

Beginnen  wg  met  de  beschouwing  van  het 


16.    Eerste  geval 
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De   vergelgking   (18)    kan    na  op  de  volgende  wgze  ge- 
schreven worden: 


y  =  aeo»6  +  A^tg^id. 


(19) 


Nu  is 


-4  a 
zoodat   y  voor    -—  >•  1  de   minimum-waarde   a  heeft  voor 

^  =  0.  De  kromme  stijgt  met  toe- 
nemenden  abscissen  en  heeft  delgn 
O  -=.71  tot  asymptoot. 

Voor  —-  =  cos"^  \  a  heeft   y  de 
2a  '  ^ 

maximum-waarde  a  voor  d  =  O,  eu 

de  minimum-waarde  a(l — 2nn^  (a) 

voor  O  =:a. 

De  kromme  heeft  b^  de  abscisa 

eene    minimum-ordinaat,    sn^dt   de 

ordinaten-as    loodrecht  en    heeft  de 

Ti  Ign  O  :=.n  tot  asymptoot. 


De   beteekenis  van 


2a 


is  dnidelgk,  als  wg  die  uit- 


drukking op  de  volgende  w^ze  schreven 


i4« 
1  V    — 

stelt  dus  de  verhouding  voor  van  het  moment  der  hoeveel- 
heid van  beweging  ten  opzichte  van  de  verticaal  van  *t 
vaste  punt,  of,  wat  hier  't  zelfde  is,  ten  opzichte  van  de 
lichaams-as,  tot  het  moment  van  de  hoeveelheid  van  be- 
w^ng,  die  het  lichaam  heeft  als  het  van  uit  den  hoogsten 
stand  naar  den  laagsten  stand  is  gevallen,  genomen  ten 
opzichte  van  de  ophang-as.  Noemen  wg  dit  moment  het 
valmoment  (/)  van  het  lichaam,  dan  kunnen  w^  op  de  vol- 
gende wgze  een  beeld  schetsen  van  de  bew^ingen,  die  het 
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lichaam  zal  kunnen  hebben,  in  acht  nemende  dat  i//'  = — r 

l  +  cosa 

niet  van  teeken  verandert. 

H^anneer  het  moment  van  de  hoeveelheid  van  beweging  ten 
opzichte  van  de  verticaal  van  'i  steunpunt  gelijk  is  aan  dat 
ten  opzichte  van  de  lichaams^as^  maar  grooter  dan  of  gelijk 
aan  het  vcdmoment  des  lichaams^  dan  zijn  alle  bewegingen  ge- 
stoorde van  de  eenparige  wenteling  om  de  verticaal  naar  boven 
gerichte  as.  Deze  schommelt  om  de  verticaal  als  middenstand^ 
de  slingerwijdte  groeit  aan  met  de  energie^  doch  de  as  kan 
nimmer  door  de  naar  beneden  gerichte  verticaal  gaan.  Te 
gelijkertijd  draait  het  slinger  vlak  om  de  verticaal  van  het  vaste 
punt  altijd  in  denzelfden  zin  als  waarin  de  ongestoorde  een- 
parige wenteling  plaats  greep. 

Is  het  moment  van  de  hoeveelheid  van  beweging  ten  opzichte 
van  de  verticaal  van  U  vaste  punt  gelijk  aan  dat  ten  opzichte 
van  de  lichaams'as,  maar  kleiner  dan  het  valmoment  des  li- 
chaamsj  en  is  cos^  i  a  de  verhouding  dier  momentenj  dan  kan 
het  lichaam  twee  conische  iewegirigen  hebben^  eene  bij  de  hel- 
ling cty  die  stabiel  w,  en  eene  tweede  bij  de  helling  O,  de  een- 
parige wenteling  om  de  verticaal  naar  boven  gerichte  as^  welke 
instabiel  is.  Alle  andere  bewegingen  zijn  gestoorde  van  de 
stabiele  conische  beweging.  Zoolang  de  energie  van  de  bewe-- 
ging  kleiner  blijft  dan  die,  waarmede  de  eenparige  wenteling 
plaats  grijpt,  zal  de  lichaams-as  bij  liare  schommelingen  den 
verticalen  stand  niet  bereiken;  is  zij  er  aan  gelijk,  dan  zal  de 
as  dien  stand  asi/mptotisch  naderen;  is  zij  grooter,  dan  zullen 
de  schommelingen  om  den  verticalen  stand  als  middenstand 
plaats  grijpen.  Te  gelijkertijd  wentelt  het  schommelvlak  om  de 
verticaal  van  H  vaste  punt  altijd  in  den  zin,  waarin  de  azi- 
muthaU  verandering  der  oorspronkelijke  conische  beweging 
plaats  had. 

17.  Ten  einde  dit  beeld  te  voltooien,  zal  nu  eene  be- 
rekening van  de  bewegings-elementen  O,  ifjenqt  volgen. 

1.     \z=  fi-=.  y  cos^  \u  oi  A  •=^v  '2~a  cos^  \  a. 

1".     De  conische  beweging. 

De  azimuthale  verandering  ^/  is  hier 


(SlO) 


v/  = 


2  <-o»«  ^  a 


=  »/ i  n  =  J  ö  =  1/ ^  , 


zoodat   de   tgd  r,  waarin  de  kegelmantel  geheel  trordt  be- 
schreven d}or  de  lichaanis-as,  gegeven  wordt  door 


2  71  ly^A 

T  =  — ;-=2wI/       — 


(20) 
V  9 

waaruit  de  merkwaardige  eigenschap  volgt: 

Bij  alle  conische  bewegingen  beschrijft  de  lichaams-as  den 
kegeïmantel  in  een  tijdsverloop  gelijk  aan  den  slingertijd  van 
liet  lichaam^  als  dit  onder  de  werking  van  zijn  gewicht  onein'- 
dig  kleine  schommelingen  maakt  om  het  vaste  punt  als  as. 

1^.     De  oneindig  weinig  gestoorde  conische  beweging. 

üit  de  eerste  van  de  vergely kingen  (16),  die  wg  nu  op  de 
volgende  wyze  schrgven: 

0'^  =  H^acos0  —  A^tg^\O 

volgt: 

Jdd'^\       IAsinia\^     ^         ,  /  i /^\* 

zoodat  volgens  (14)  de  schommeltgd  van  de  lichaams-as  is 

2  «tn  i  a  g 


en  daar 


^=2^;;Mr^='^i« 


is,  zal  de  overeenkomstige  verandering  van  het  azimuth  zgn 

""  2  sin  ia ^     ' 


(311) 

Hoe  geringer  dus  de  helling  der  oorspronkel^ke  conische 
beweging  is,  des  te  grooter  zgn   T  en   V. 

1^.     De  eindig  gestoorde  conische  beweging. 

A.  De  energie  van  de  beweging  kleiner  dan  die  der  een-' 
parige  wenteling  om  de  verticaal  naar  boven  gerichte  as. 

De  Ign  van  energie  sn^dt  de  kromme  der  hellings-energie 
in  twee  punten,  wier  abscissen  0i  <^  «  en  Ö3  >  «  zgn. 

De  eerste  der  vergelgkingen  (16)  wordt  nu 

ff^l  +  cos0)  =  ^  acos^d  +  (H+A^-^  a)cosd  +  H--  A\ 

en   kan    bggeyolg  nu  ook  op  de  volgende  wgze  geschreven 
worden : 

ö'*  (1  -j-  cos  0)  :=  a  {cos  dl  —  cos  O)  {cos  O  —  cos  0^. 

Eene  onderlinge  vergelgking  van  de  coëfficiënten  geeft 

=  —  cos  01  cos  öjj. 


a 
H+A^ 


=  I  +  co«  öi  +  cos  ög, 


zoodat 


A^ 

—  =  \(1  +  cos  0i)  (1  +  cos  02)  =  cos^  i  a 

2  a 


18. 

Hieruit  volgt: 

{cos  01  —  cos  0)  {cos  0  —  cos  02) 

-'^"'^  —    .  (28) 

1/  (1  —   COS0)  {cos  01  —  cos  0)  {cos  02  —  cos  0) 

Uit  de  tweede  van  (16)  volgt 

^  

l/ai^=7—; t|/  ad  e, 

\  '\-  COS0 
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bggeTolg  is 

]/(!  +coêOy)(\  +cosai) 

±dif/=y X 


-dco>0  ^24) 


—  a  cos  u 

^.  ..^.^_____^__^^^___^_^^— — — .^^^— ^— ^-^— ^^^^— ^.^^— ^^— ^^^— ^— — — ^— 

(1  +  fO«  O)  1/(1— C05  0){cos  O^—cos  O)  (cos  02— cos  d) 
Eiiidelgk  geeft  de  derde  van  (16) 


(>;'  =  7?   — 


A  vosO  .    , 
=  n  —  -4  + 


1  +  cos  O  \  -{-  cosO" 

dus 

d(p  =  {n--'  A)dt  ^  d^f (25) 

Stellen   wg  nu 

1   cos  Ö,  Cö«  öi  /*OJl  Ö3 

1  —cos  O  —  — — ,     k^  =  — — , 

dn^u  1  —  CO6  (72 

waar  u  de    elliptische  integraal  van  de  eerste  soort  is  mefe 
k  tot  modulus,  dan  is 

—  d  cosO 2du 

V  (  1  —  C05  O)  (cos  Oi — cos  d)  {cos  O—  cos  O2)       V    1  —cos  Oi 

Verder  is 

1  1         /         i^cosO^  k^sn^u  \ 

= 1  -f '  ', 

i  +  cosO     I+C05Ö1'         1+cosOi  2         ,03! 

\  1  —  k^sfru] 

\  1   f  cosOi  I 

door  dus 

-—^-— =  ««*(»•«  + /o 

1  +  cos  0\ 

te  stellen,  gaat  deze  uitdrukking  over  in 

1 1__/  ten  (te  f  K)     dill{u,ie-\-K)\ 

l-\-eosO~\-\-eosOi\    "^  m{k^K)dn{i6-\-K)         du        ]" 


(313) 

Omdat 

icnlie  +  K) iy/"(  I  +  cos  ^i)  ( 1  —  cos 0^) 

sn{i8  +  K).dn{i€  i-  K)~*'^^  2  (l  +  cos  0^) 

is,  gaan  nu  de  vergelijkingen  (23),  (24),  (25)  over  in 
2du 


dt  = 


»/  a  (1  —  cos  0^) ' 


±  dip— : ;— — du  +  dill  {u,t  ê  +  K)^ 

icn{te  +  K) 

sn{ie+K).icn{i€  +  K)     ^        v  »    "t     >'  • 

Worden  deze  geïntegreerd  tusschen  de  grenzen  Oi  en  ög, 
zoodat  u  van  O  tot  ^  verandert,  en  noemen  wg  T  den 
schommelt^d  van  de  as,  V  de  overeenkomstige  verandering 
van  het  azimuth,  welke  verandering  hetzelfde  teeken  heeft 
als  A,  4^  de  overeenkomstige  verandering  van  qp,  dan  vin- 
den wg,  als  i  II  {K^  i  B-\'  K)  door  hare  bekende  waarde  wordt 
vervangen : 


sin  \d^  g  I 

V=K  \z(,.k')^^^+-^^^'"^  ^^  -I  .(26) 

M    ^  ^  2KK'^sn(ie  +  Kyicn{i6  f  iC  |  [  ^     ^ 

l  .         ue  dn(i€  +  K)        j  I 

(  2a  A      5w(i6+A).icn(te  +  A)\  / 

Worden  ze  echter  geïntegreerd  tusschen  de  grenzen  di 
en  0,  zoodat  u  verandert  van  O  tot  u,  dan  zal  de  uitkomst 
met  behulp  van  (26)  op  de  volgende  wyze  kunnen  geschre- 
ven worden: 


(814) 


Hieruit  blgkt,  dat  het  slingervlak  van  de  lichaams-as 
schommelingen  uitvoert,  met  de  periode  7,  ten  opzichte 
van    een  verticaal  vlak,  dat  eenparig  wentelt  met  de  snel- 

V 

heid  —  om  de  verticaal  van  het  vaste  punt. 

Voor  de  oneindig  weinig  gestoorde  beweging  ia  4  =  0, 
zoodat  voor  £  =  O  de  vergelgkingen  (26)  over  moeten  gaan 
in  (21)  en  (22).     Dit  blgkt  op  de  volgende  wgze: 

Voor  i  =  0  is  -K  =  ",  -£''  =  logarithmisch  oneindig  groot 
2 


«n(»€  +  A; 


«  n  (t  €  4-  ^) .  f  c  n  (t  6  +  Z") 


_1  /^(l  +  C08  Oi)  (1  -»-  cos  62)  _  1  -^  cosa       co^  \  a 
2  (1  —  cos  O^)  2sin\a        «ri  \  a 


Derhalve  is 


2  8in\a  g 

in  overeenstemming  met  (21),  en 


xp^        ^ 


2  sin  ^  a 
gel^kluidend  met  (22). 


(81B) 

Dat   Z{êjk^)    voor  *  =  0  of  A  =  1  gelgk  is  aan  sn{€,l) 
blijkt  op  de  volgende  wgze: 


^^'•'•■>  =  T'i    K 


êtn 


n  e 


K 


+ 


*zn2 — 


K 


+ 


—  e  e         —  e 


welke  met  eene  kleine  w^ziging  ook  aldus  geschreven  kan 
worden : 


Zie,k')  =  ~'- 


l         .      6      JtK 


e       —e 


^V     •  •  •  •  i 


Bedenken  w^  nu,  dat  K  voor  A  =  O  logarithmisch  onein- 
dig  groot  is,  dat  dus  —  voor  n  =  oo  en  A  =  O  ook  on- 
eindig  groot  is,  kunnen  wg  nu  schrgven: 

4  1  ;r 

Z(«,  1)=- ƒ  ^ da?. 


De    waarde  van  deze  integraal  is  (D.  Biebens  de  Haan, 
t{d}les  d'intégrales  dé/iniesj   Table  281) 


±    \ 


Z(«,l)^- 


\n+  in 


6*     +   « 


8 

Ir 


6  —1 

e     +  e 


=  «  n  («,  1 ). 


Hoe  meer  de  energie  van  de  beweging  nadert  tot  die  van 


(316) 

de  eenparig  wentelende  beweging  om  de  naar  boven  ge- 
keerde lichaams-as,  des  te  grooter  wordt  *,  zoodat  ook  vol- 
gens (2ö)   r  en  ^^  onbepaald  aangroeien  met  de  slingerw^dte. 

Denkt  men  zich  om  het  vaste  punt  als  middelpunt  een 
bol  geslagen  met  de  eenheid  tot  straal,  en  noemen  wij  het 
sngpunt  van  de  lichaams-as  met  den  bol  de  pool  van  't 
lichaam,  dan  zal  die  pool  op  den  bol  eene  regelmatig  ge- 
golfde kromme  beschryven,  die  beurtelings  de  horizontale 
cirkels  met  de  bolstralen  6^   en  0^  aanraakt. 

Bij  de  conische  beweging  vallen  die  cirkels  samen  met 
den  cirkel,  welks  bolstraal  a  is;  hoe  meer  de  energie  toe- 
neemt, hoe  kleiner  öj  en  hoe  grooter  O2  wordt,  terwglbet 
verschil  V  in  azimuth  tusschen  de  opvolgende  raakpunten 
steeds  grooter  wordt  (fig.  3). 

B.  De  energie  is  gelijk  aan  die  der  eenparige  tventelifig 
om  de  verticaal  naar  boven  gerichte  lichaams-as. 

In  dit  geval  zal  de  lichaams  as  den  verticalen  stand 
asymptotisch  naderen.  Dit  blijkt  ook  uit  (26).  Daar  öi=:0 
dus  ^  =  1  is,  zullen  zoowel  T  als  V  oneindig  groot  wezen. 

De  pool  van  het  lichaam  zal  op  den  bol  eene  spiraal- 
baan  met  oneindig  veel  windingen  beschrijven  om  het  hoogste 
punt  van  den  bol  (fig.   4). 

C.  De  energie  is  grooter  dan  die  der  eenparige  wenteling 
om  de  verticaal  naar  boven  gekeerde  lichaams-as  ^ 

Nu  zal  de  lichaams-as  om  de  verticaal  als  middenstand 
schommelingen  volbrengen. 

De  l^n  van  energie  sngdt  nu  de  kromme  der  hellings- 
energie slechts  in  één  punt,  welks  abscis  wij  0^  zuUen 
noemen. 

De  eerste  van  de  vergelijkingen  (16)  is  nu  nog 

0'^{l  +cos6)  =  —  acos^O  +  {H  +  A^-'a)cos0  +  H-A^ 

het  tweede  lid  moet  dus  een  factor  cos  O  —  cos  0<^  bevatten, 
maar  ook  een  factor  v^  —  cos  ö,  waar  v^  >  1  is,  omdüt 
het  tweede  lid  voor  co«  ö  =  1  gelijk  2  (//  —  a)  dus  posifciei 
is,  en  voor  cos  O  -=2  co  negatief. 

Bovenstaande  vergelijking  kan  dus  op  de  volgende  wijxe 
geschreven  worden; 


(317) 

ö'»  (1  +  C08  0)  =  a  (v»  -  cos  6)  {coa  O  —  coa  0^). 

Eene  onderlinge  vergelijking  van  de  coëfficiënten  geeft 


a 
H—A^ 


=    1   +  V^  +  C0«  ^2  , 

—  1/^  COS  0^  , 


bggevolg  is 


^  =    i(i'^+l)(l+ 00*03). 


De   vergelgkingen  (16)   kunnen  nu  op  de  volgende  wgze 
geschreven  worden: 


\/adt  = 


—  dcosO 


j/(l  —cos  d)  (cos  ö— cos  d^){v^—cos  0) 


.(28) 


dco8  O 


(1  +C0«Ö)V/(1— C(M<9)  (cMÓ^cosdi)  {v»—eo80)  I 
(2  <p  =  (n  —  A)dt  -{-dif/. 

Stelt  men  hierin 


1  —  eoaó 

=    (1— C0«Ö8)«««tt, 

1  —  co»  <9a 
1/2  —  eo8  62 

dan  wordt 

—  dco80                                       2du 

\/{l  —  eo8  0)  {co8  e  —  CO8  di)  (r«  —  cos  0)        |/ r»  —  co8  0^  ' 

1                    1 

'           1  —  00802                 «n'u              \ 

1   +C08d~l-\-C08di 

1    +    e08da    ,      ,      1 CO8  0a         . 

1+COS02 
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(318) 
Door  in  de  laatste  uitdrukking 


1  —  CQg  02 
1  +  <^9  ^2 

te  stellen,  gaat  zg  over  in 


=  —  jfc2«n8t6 


1  l  /      ,  snis din{u,%s)\ 


1  + 


l   +  cos  0  1   +  €08  02    \  *^^*  **  •  ^^^^  ^  " 

Worden  nu  (28)  geintegreerd,  in  acht  nemende  dat 


-I /^(y»  —  C08  02)  (1  +  co70^ 


8  me 


2  (v^  +  1)  ienie.dnie 

is,  tusschen   de  grenzen  O  en  02^  zoodat  u  verandert  van  O 
tot  if,  dan  vinden  wg 


«n  ^02  g 


(  2AA,      «ntf.cnzfij 

^       1^1  r7/    7>v  .     ^^     .      i^nzc  2icniB   1  , 

j    ^      '  '  2^:^*     «nze.cnig     snis.dnis]  ^       ) 

Worden  ze  echter  geintegreerd  tusschen  de  grenzen  O  en 
ö,  overeenkomende  met  O  en  t*,  dan  kunnen  wg  de  uitkomst 
met  behulp  van  (29)  op  de  volgende  wijze  uitdrukken: 

A         c^  (i*  + 1  €)y 


(819) 

Omtrent  deze  uitkomsten  kan  dezelfde  opmerking  gemaakt 
worden  als  omtrent  die,  begrepen  in  (27),  terwijl  ook  hier 
tp  en  <p  het  teeken  van  A  moeten  hebben. 

Geeft  de  stoot  eene  vermeerdering  van  energie,  die  zeer 
klein  is  met  betrekking  tot  die  van  de  eenparige  wente- 
ling, dan  ligt  y*  bij  1,  dus  **  bij  1,  zoodat  Ten  V beiden 
zeer  groot  zgn.  Hoe  meer  de  energie  die  van  de  eenparige 
wenteling  overtreft,  des  te  kleiner  wordt  i^,  die  voor  zeer 
groote  waarde  van  de  energie  dicht  bg  O  komt.  B^gevolg 
nemen  T  en  W  &{  met  het  toenemen  der  slingerwgdte ;  T 
nadert  onbepaald  tot  O,  W  tot  ^  n  .8n{€,l),  of  omdat 
—  «n^(t€,  0)  =  <^2(é,  1)=  00  is,  tot  \n. 

De  pool  van  het  lichaam  zal  bij  elke  schommeling  van 
de  as  eene  kromme  beschreven,  die  door  het  hoogste  punt 
van  den  bol  gaat  en  in  de  eindpunten  raakt  aan  den  hori- 
zontalen cirkel  met  den  bolstraal  0^  (^S*  ^)« 

2.     X  =  fi>Yo{  A>[/T^. 

In  dit  geval  is  elke  beweging  de  gestoorde  van  de  nu 
ttabiele  eenparige  wenteling  om  de  verticaal  naar  boven 
gerichte  lichaams-as. 

Omdat  de  Igu  van  energie  nu  de  kromme  der  hellings- 
energie slechts  in  één  punt  snijdt,  evenals  in  't  vorige  geval, 
en  de  eerste  van  de  vergelijkingen  (1 G)  hier  evenzoo  geschre- 
ven wordt  als  daar,  zullen  wg  dezelfde  formules  voor  i//  en  cp 
vinden  als  in  't  vorige  geval ;  (29  en  (30)  gelden  ook  hier. 

Evenwel  zullen  de  gevolgtrekkingen  gedeeltel^k  anders 
luiden.  Bg  kleine  vermeerdering  van  de  energie  moet  hier 
de  slingerwijdte  altgd  zeer  klein  zgn,  terwijl  dan  v^  alleen 
dicht  bg  de  eenheid  ligt,  als  A  dicht  bij  /  is;  v^  groeit 
met  X  aan.  De  slingertgd  T,  die  in  het  vorige  geval  voor 
H  dicht  bg  a  zeer  groot  is,  is  het  hier  alleen  als  X  dicht 
bg  Y  ligt,  en  is  kleiner  naarmate  X  het  valmoment  meer 
overtreft. 

18.     Tweede  geval:  X  +  fi=:  O, 

De  vergelgking  (18)  van  de  kromme  der  hellings-energie 
kan  nu  op  de  volgende  wgze  geschreven  worden: 

y=:acosd  +  A^cofi  i  6. 
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Nu 


IS 


dd' 


C08  \  O 

8in^  i  6 


(^»  +  2  a  m&  \  O), 


zoodat  de  kromme  eene  minimum- 
ordinaat  —  a  heeft  voor  ö  =  ;r, 

en  daar  — ^  negatief  is  voor  alle 
du 

waarden  van  O  tusschen  O  en  n^ 
zal  de  kromme  dalende  wezen  voor 
toenemende  abscissen,  en  de  or- 
dinaten-as tot  asymptoot  hebben. 
Het  lichaam  kan  das  slechts 
ééne  conische  beweging  hebben, 
nl.  de  eenparige  wenteling  om  de  verticaal  naar  beneden 
gerichte  as.  Alle  overige  bewegingen  zjn  gestoorde  van 
deze,  waarby  de  lichaams-as  om  de  verticaal  als  midden- 
stand schommelingen  zal  maken,  terwijl  de  wenteling  van 
het  schommelvlak  steeds  in  den  zin  van  de  oorspronkelgke 
wenteling  zal  plaats  grgpen. 

De  slingerwijdte  neemt  toe  met  de  energie,  doch  de  U- 
chaams-as  zal  nimmer  de  naar  boven  gerichte  verticaal  be- 
reiken. 

Ter  berekening  van  de  bewegings-elementen  beschouwen 
wg  eerst 

19.     De  oneindig  weinig  gestoorde  conische  beweging* 
De  eerste  van  (16)  wordt  hier 

&^  ^H—acosd  —  A^ cot^  i  O, 
zoodat 

^\dO^)^~         4 

is.  Volgens  (14)  en  (15)  vinden  wfl  dus  voor  den  slinger- 
tijd  T  en  de  overeenkomstige  verandering  y  van  het  azi- 
muth: 


T  = 


V  = 


(  321  ) 

2n 
1/  ^«  +  2  a  j 

71  } (31) 


v"i+^: 


Voor    A=l=Ois    T^n-y^T  ,^     y ,,  O,   zoodat 

9 
wij  dan  de  slingerende  beweging  van  het  lichaam  onder 
de  werking  van  zgn  gewicht  terug  vinden,  de  slingerwijdte 
oneindig  klein  zijnde.  Hoe  grooter  'k  is,  des  te  kleiner 
wordt  T  en  des  te  grooter  W,  Voor  lim.  A  =  oo  is  lim. 
r=0  en  lim.   W  =  n. 

20.     De  eindig  gestoorde  conische  beweging. 

De  Ifln  van  energie  snjjdt  nu  de  kromme  der  hellings- 
energie  in  één  punt,  welks  abscis  wg  door  öj  zullen  voor- 
stellen. 

De  eerste  van  (16)  wordt  nu 

0'^  (1  —  cos  d)  =  a  cos^  d  —  {H  +  A^  +  a)cosd  +  H  ^  AK 

Het  tweede  lid  moet  dus  een  factor  cos  0i  —  cos  O 
hebben,  en  omdat  dat  lid  negatief  is  voor  cos  ö  =  1,  doch 
positief  voor  cos  ö  =  oo,  zal  het  ook  een  factor  v^  —  cos  O 
hebben,  waar  i/^  >  1  is. 

Bovenstaande  vergelyking  kunnen  wij  dus  ook  op  de  vol- 
gende v^ze  schreven: 

ff^  (1  _  cos  6)  =  a  (i/2  —  cos  O)  (cos  6^  —  cos  O). 

De  coëfficiënten  van  deze  vergelijkingen  onderling  verge- 
leken geeft 

^  +  ^^ 

=  1/5*  +  cos  Oi  —  1, 


H—A^ 

■ =  v^  cos  öj, 


zoodat 


is. 

De    vergelijkingen  (16) 
worden : 
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=  (|/2  -  1)  (1  —  COS  Oi) 

a 

kannen   nu  als  volgt  geschrei 


5ven 


:  l/ad<  =  1/(1  ^..^^  Q^  ^^08  0^—008  O)  {V^—C08  6) 


\y'-l)(l  —  co8  0{)   ^ 

—  dco8  6  1 

^0){C08d^''C08d){v^—CO80y 


-cost 


^  {i—co8dy{\^ 


Stellen  w^  hierin 


y2  ^Qg  Q^ 

'  ^^  cosd  =  T"^  » 

dn^u 

—  deosd 


2  du 


dau  wordt 

1/  (1  +  C08  6)  {co8  dl  —  COS  O)  (y»  —  cos  O)  ~  |/1  + 


1 — €08  O      X—cosOi 


'         v^ — cos  dl 

1 €08  O] 


1 — co«  öi  v^  —  1 

\  1  — cos  Oi 

de  laatste  uitdrukking 


Stellen  we  eindel:gk  in 

1,2  _  1 

-—  =  —  sv?'  {i  «) 

1  —  cosOi 


dan  gaat  ze  over  in 

1  ^  / 1    •        icniB       dill  {u^i6)\ 

1  —  CO80         1 — C08  6i\         sniê.dnie         du        J 
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Worden  nu  (32)  geïntegreerd  tusschen  de  grenzen  ö^  en 
n,  overeenkomende  met  o  en  K  voor  w,  dan  viuden  w^,  als 
wfl  voor  iI]{KjiB)  hare  bekende  waarde  substitueeren,  eo 
de  betrekking 


^|/-(r 


icnis  1  /{y"^  +  1)  (1  —  gog  ^i) 


.(33) 


snie.dnis  ^  2{y^  —  1) 

in  acht  nemen: 

l/a  (1  +  v*)         co»  è  <9i  9 

T  =  X  (Z(.,i')  +  ji^) 

^  JA/L        icnis.dniBj  ^ 

waar  y  en  <1^  hetzelfde  teeken  als  n  hebben. 

Worden  echter  (32)  geintegreerd  tusschen  de  grenzen  Öj 
en  ö,  dan  vinden  wig  met  behulp  van  (33) : 

Deelt  de  stoot  slechts  eene  betrekkelgk  geringe  hoeveel- 
heid enei^ie  aan  het  lichaam  mede,  terwyl  dit  de  eenparige 
venteling  bezit,  dan  ligt  k  dicht  b^  0.  Voor  k  z^  Q  moe- 
ten dos  (33)  overgaan  in  (31),  wat  op  de  volgende  wgze 
blgkt: 

2K_ n n 

~  \/a(\  +  1/»)  ~  1  /""/         Z8\  ~  \/A*  +  2a  ' 


vq^ 


(324) 

^        cn^iê  ' 


welke  waarden  met  2  moeten  vermenigyulii^d  worden,  om 
T  en  W  voor  eene  volle  slingering  te  vinden.  Alsdan  stem- 
men z^  overeen  met  (31). 

Hoe  grooter  de  vermeerdering  van  de  energie  is,  die  de 
stoot  veroorzaakt,  des  te  grooter  zal  k^  worden.  Met  hei 
grooter  worden  van  de  slingerwijdte  der  schommelingen  van 
de  lichaams-as  groeifc  ook  de  slingertijd  onbepaald  aan, 
terwfll  voor  Ifi  =zl  lim.   ¥*"  :=  e  =  i  ;r  is. 

21.     Derde  geval:  X^  ^  /u^. 

De  vergel^king  (18)  van  de  kromme  der  hellings-energie 
is 


y  =z  a  C08  0  +  I 


sinO        /" 


De  kromme  heeft  dus  de  ordinaten-as  en  de  lyn  O  z=in 
tot  asymptoten.     Verder  volgt  uit 

dy  .    ^^^A—BcoeOB  —  Acosd 

-^  =  —  aOTnö  +  2 :—- • — , 

dd  ^  dn  e  siffiO 

welke  vergelijking  wy  liever  op  de  volgende  w^ze  schreven ; 

da     «tn*  u 

.,,   ,  A  B 

waar  kortheidshalve  :=  /?  en  =  q  gesteld  zgn, 

V   \a  V  \a 

dat  "7^  gelgk   nul  wordt  voor  Ö  =  a<-alsp5'>l  is, 
du  2 

voor  ö  =  —  als  p  j  =  1  is,  voor  d  =z  a^  —  als  py-^l 
2  2 


(  325  ) 

is,    terwgl   de  toepassing  van  het  theorema  van  Stubm  op 

dy 
deze   vergelgking   leert,  dat  -—  Mechts  eenmaal  nul  wordt 

du 

Vosschen  O  en  n. 

De   kromme   der   hellings-energie 

heeft    dus    slechts    ééne    minimum- 

ordinaat. 

Het  lichaam  kan  dus  slechts  ééne 

conische    beweging     hebben.      Alle 

O  'C  Tl  andere     bewegingen    zijn    gestoorde 

van    deze.     De  slingerwgdte  wordt  grooter  met  de  energie, 

doch    de  lichaams-as  zal  nimmer  door  den  verticalen  stand 

gaan.     De  slingerings-energie  verkr^gt  de  grootste  waarde, 

als   de    as  door  de  helling  van  de  oorsproukel^ke  conische 

beweging  gaat. 

Daar 

,       A  —  Bcos6 

is,  zal  voor  A^  >  jB*  of  A^  >  /^^  de  azimuthale  verande- 
ring gedurende  de  beweging  steeds  het  teeken  van  A  heb- 
ben, dus  steeds  plaats  grepen  in  den  zin,  waarin  ze  ge- 
schiedt bg  de  oorspronkel^ke  conische  beweging. 

Is  echter  A*  <^  /^^,  dan  kan  <//'  nul  worden  en  van  teeken 
veranderen. 

Stellen  wg  in  dit  geval 

d  y 
dan   blflkt  vooreerst,  dat  —  voor  6  •=l  p  n^atief  is,  zoodat 

a  >  /?  zal  wezen. 

Noemen   wg    nu   de    abscissen  der  sngpunten  van  de  Ign 
van   energie   met    de   kromme  der  hellings-energie  öi  <C  a 
en    Ö2  >  a,   zoodat    6^  de  kleinste,  0^  de  grootste  helling 
is  die  de  lichaams-as  verkrggt,  dan  zal  ^' 
voor  6^'^  (i  niet  van  teeken  veranderen ; 

»    öj  =  /?  te  gelijk  met  ö'  nul  worden ; 

»    Oi'<C(i  nul    worden    bg  de   helling   /9,  en  gedurende 


(  32Ó  ) 

al    den    tgd,    dien  de  as  noodig  heeft  om  hare  helling  vaii 
ft  tot  0^  te  verminderen  en  van  0^  tot  ft  te  vermeerderen, 
in  tegengestelden  zin  plaats  grijpen. 
Daar  verder 

~  =  Wn  d\/'  H-acosd  j 

^  ^     (A-BcosOf''''  ^-^ 

voor  6  z=^  ft  oneindig  groot  is,  zal  das  de  pool  van  het 
lichaam  eene  regelmatige  kromme  beschrijven,  alt^d  in  den- 
zelfden zin,  als  0^^  ft  is,  en  beurteling  de  horizontale 
cirkels  met  de  spherische  stralen  Oi  en  0^  aanraken  (fig.  3). 
Is  Oi  =  /?,  dan  zal  de  pool  bogen  beschrijven,  die  in  de 
eindpunten  loodrecht  staan  op  den  cirkel  met  den  spheri- 
schen  straal  /?,  terw^l  zij  in  hunne  middens  geraakt  wor- 
den door  den  cirkel  met  den  spherischen  straal  0^  (fig.  6). 

Is  eindelgk  öj  <1  ft^  dan  zal  de  baan  van  de  pool  den 
cirkel  met  den  spherischen  straal  ft  loodrecht  sneden,  en 
bg  elke  schommeling  van  de  as  eene  lus  vormen,  wier 
midden  door  den  cirkel  met  den  spherischen  straal  Oi  wordt 
geraakt,  terwijl  de  takken  geraakt  worden  door  den  cirkel 
met  den  spherischen  straal  d^- 

Het  is  duidelgk,  dat  de  bewegingi  waarb^  0i=z  ft  ia^ 
ook  tot  stand  kan  gebracht  worden  door  op  het  lichaam 
b^  de  helling  ö^  een  koppel  van  impulsie  te  laten  werken, 
die  het  de  aswenteling  n  geeft.  Bg  de  helling  0i=:  fl 
toch  heeft  het  lichaam  alleen  eene  wenteling  om  de  as. 
Als  w^  deze  beweging  van  het  lichaam  aanduiden  door  het 
woord  impulsie-beweging,  dan  komen  de  bovengenoemde  ge- 
vallen   6i  >  /?»    ^1  =  /^i    ^i<ift   respectievelgk    overeen 

met   de   gevallen,    dat   de   energie    van  de  beweging  =  de 

energie  van  de  impulsie-beweging  is. 

22.  Ter  berekening  van  de  bewegings-elementen  merken 
w^  op,  dat  de  eerste  vergelgking  van  (16)  op  de  volgende 
wigze  kan  geschreven  worden: 

O'^Hn^O  =  acoifid  —  {H+  b^)co8^d  +  (2^5— a)co«ö+ H^AK 
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Wg  weten  reeds,  dat  het  tweede  lid  cos  óy  —  cos  O  en 
C08  O  —  €08  0^  lot  factoren  moet  hebben;  daarenboven  bezit 
het  nog  een  factor  v^  —  cos  ö,  waar  |/^  >-  1  is,  omdat  het 
n^atief  is  voor  cosO  =z\  en  positief  voor  co«  ö  =  oc.  De 
vergelgking  kan  dus  vervangen  worden  door 

ff^  sin^  dzzza  {cos  6^  —  cos  6)  (cos  d  —  cos  6^)  (v^  —  cos  6). 

£ene  onderlinge  vergelgking  van  de  coëfficiënten  geeft: 

=  y^  +  cos  01  +  cos  öo, 

a 

=  —  v^  cos  d\  •  cos  öo, 

a 

— =  cos  dl .  cos  0^  4"  ^^  {^os  Ox  +  cos  6^. 

a 

Hieruit  volgt: 

{A  +  B)^ 

^  ^     ={V^  +  1)(1  +  COBe,){\   +  C0S0^% 

a 

'-  =  (yS— 1)  (1  —  cos  Oi)  (1  -  cos  <9j). 

a 

De   vergel^kingen  (16)  kunnen  nu  op  de  volgende  wyze 
geschreven  worden: 

.     ,     -  —  deosd  \ 

{/{cos  <?i  —  cos  6)  {cos  e  —  Ö2)  (v»  -  cosO)  I 

'  — :é_±J?        1  A  —  B         l         f 

^~       2       l+cosO"^       2       l-cosdh^^^^ 

„.  =  ^+^       1  A-B      1  ^.^  \ 

*  2     1+cMÖ         2     1— coaö"*"  / 
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Wordt  hierin 


yS 


dffiu  v^  —  coêO^ 

gesteld,  dan  wordt 

—  dco8  d  2  du 


|/  {cos  Oi  —  cos  O)  (cos  O  —  cos  0^)  (|/2  —  cos  O)     1/ 1'^  —  cos  Oi 
Verder  is 
1 1         l    ,   v^cosOi  Ifistfia  \ 


1   +  C05  ö       1    +.  COS  di\  1  +  COS  di^  y2   +    1  , 

l-^-cosOi  \ 

1 1         L  v^ — cosOi  k^srfiu  \ 

\  ^  cosO     1  —  cos  öJ         1  —  cos  öi  v^  —  1  I* 

\  l-'COsOi  I 

Stellen  wg  dus 

r*  -f-  1  j/*  -  1 

=  5  n«  (z  6  +  AT)  en    .   ~-  =  —  «  ««  i  jy 


1  +  co«  öi  1  —  cos  6^ 

dan  gaan  deze  uitdrukkingen  over  in 

1       _        1  _    /^  .         icn  [i g  +  AT)      dz /7(u,ieH-ir)\ 

t ?— __/i    I  icniïj        dt  II (tf,  f  ?y)\ 

1 — co«ö     l-co«öi\  snirj .  dnii^  du         I 


De   vergelijkingen   (35)  kunnen  nu  op  de  volgende  wgze 
geschreven  worden 


±dt 
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2du 


d  UI  ^ 


l/a  (v»  —  cos  ög)  ' 
A  +  B 


l/a  (j/«  —  eos  öjj)  (1  +  cos  O^)^' 
/,  ien(i6-\'K)  ,.rr,     .    ,    r^Al 

\  «n  (»«  + Jl)  .  an(i«  +  A)  yl 

l/a(v»-co8d3){l—cosd{f\         smri.dntr]  'j(^  "' 

A  ■\-  B  , 

d>f=zin  —  B)dt-\-    _ 

\  8n{t6  +  K).dn{t6+K)  'j 

— — zz=:=i===  du-\ -dilllu.in)  \ 

V/a(>'2— co«Ö2)(l-co«öi)2\         mtTj,dmri  ji 

Omdat  voor  X^>  fi^  A  +  B  en  A --B  hetzelfde  teeken 
hebben,  en  voor  A*</^^  daarentegen  tegengesteld  teeken, 
moeten  wij  bg  de  integratie  van  (36)  op  deze  twee  geval- 
len letten. 

23.     De  oneindig  weinig  gestoorde  conische  beweging. 

Uit 

ff^  siffi  e  =  a{v^  —  cos  d)  {cos  6^  —  cos  6)  {cos  O  —  cos  0^) 
volgt 

zoodat   volgens  (14)  de  schommeltgd  T  van  de  lichaams-as 
g^even  wordt  door 


^  ~  l/a  {v^  -  cos  a) ^^^^ 


Verder  volgt  uit 
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^/  = 


A  +  B         1 
2        l  +  eo8  0 


A  —B        1 
2       1  +  «MÖ 


met    inachtneming    van   de   uitdrukkingen    van  A  ^B  ^ 
A  —  B: 


if/,  =z  \\/a  (l/v»  +  1   ±  V^v*  —  l] 

waar  het  bovenste  teeken  moet  genomen  worden  voor  X*  >  ft^, 
het  onderste  voor  X* -^ /u*.  Bggevolg  is  volgens  (1&): 


y=iw 


j/v»  +  1  ±  l/*»-  1 

(/y2  —  C08  a 


.(38) 


24.     Z>«  riwdt^  gestoorde  beweging. 
Eerste  geval:  X^  >  fi^. 
De    uitdrukkingen   -4  +  5  en  4  —  JB  hebben  nu  beiden 
het  teeken  van  A  of  X. 
Derhalve  is 


]/ 


a{y^^cos0z)[l  +cos0if  ^     (v»— cmÖjXI  +cosdi) 

sn  (tg  +  K) .  dnjiê  +  K) 
icn{i6  +  K) 


=  db 


[/a{y^—cosO^){l  -^cosdif  ^     {v^—cos6^)(l~cosdi) 

snit]  .dnitj 


=  db 


%(mti] 


waar   het   bovenste  teeken  geldt  voor  A  ^  0^  het  onderste 
voor  -4  <^  0. 
Hieruit  volgt: 


5  =  ±|/    a (l  +  co«öi) : 

—  (1  —  cos  dl)  —  —   . 

xcniri      I 


(33i; 

De  vergelgkingen  (36)  zullen  hiermede  tot  integralen  op- 
leveren,  als  wij  t  beginnen  te  tellen  bg  ^  =  ^^ : 

2u 


[/a{y^  —  cos02) 

^T — I 1 1  ^   • 

icn(iB^  K)  icniYi    j 

+  ill{u,ie  +  K)  +  iII(H,iri) 

^    l87i(iB+K).dn(is-\-K)     sniti.dnirA      . 

^\        icn{ie  +  K)  tcmri    j 

=4=n«+  ill{u,i6  +  K)^tn{u,iïi) 

waar   het   bovenste   teeken  geldt  voor  A  ">  O,  het  onderste 
voor  A  <^  0. 

Voor  u  =z  K  vinden    wfl  voor  den  slingertgd   T  van  de 
as  en  de  overeenkomstige   waarden   !F  en  ^  van  9fj  en  q): 

2K 


t  = 


cfoi(i€+  K) _) 


.39) 


^  m{ie  +K).icn{i€  +  K)\ 

rfn(tg+g)  ) 

zoodat  wg  nu  de  vergelflkingen  van  de  bewegings-elemen- 
ten  met  behulp  van  (39)  op  de  volgende  wgze  kunnen 
schrgven : 

t-T- 

w—  V-   I    ,..&(»  — ie  — K).0(u  —  ir))  y 

if"^  ***©(„  + te  +  üT) .  6>(tt  +  f  I?)  Y-(^0}. 

^^^»   I    ■  .j^C»  -   ie-K).0iu  +  ifi) 
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Deze  vergelgkingen  stemmen  overeen  met  (11)  en  (21) 
van  Dr.  C.  Lottnbe. 

25.     Tweede  geval :  X^  ^  /uK 

Nu  hebben  -4  -f  5  en  -4  —  B  een  t^engesteld  teeken; 
dat  van  de  eerste  uitdrukking  is  hetzelfde  als  dat  van  B. 

Voor  B  moet  nu  genomen  worden: 

y  4        V  ^'        ienits  +  K) 

+  il -cos 6,)       .^^.^      ) 

De  integratie  van  (86)  geeft  nu 

2u 

\/a{v2  —  C08  6^ 
f8n(i€'{'K).dn{i6+K)     8nirj.dniri\ 
^~\       icn{is  +  £-)  icniri   )        W^jj 

+  i  11  (m,  iè^  K)  —  i  IHu,  i  fi)  , 

Isnjie^-fCl.dnjie+K)     snin-dniriX 
±cp=-co.ö,(^       ion(ia+/f)  icnir,  T^ 

±nt  +  ill{u,i€  +  K)  +  ill{u,iri),  I 

waar  nu  het  bovenste  teeken  geldt  voor  ^  >  O,  het  onderste 
voor  5  <  0. 

Wordt  hierin  u  =  K  gesteld,  dan  vinden  wg  voor  den 
schommeltgd  van  de  as  en  de  overeenkomstige  waarden 
van  2^  en  <p: 

2K  \ 

S/aJy^—cos  6{) 

^  8n{is  +  K),ien(iB->tK)y  (*'^ 

±*=±(n— 5)r+zU{e,fc')+^('?'*')+  't  ^^>-i 

dnjie  -\-  K) | 

"^  an(ie-\'K).ien{j.6-\-  K)y 


(  333  ) 
zoodat  nu  (39)  kunnen  voorgesteld  worden  als  volgt: 
u 

u/  «   .    ,  . ,  0(«  —  tf  —  -K") .  6>  (u  +  t  >j)   . 

*  JT^*      6>(u  +  t«  +  iir).6>(M  +  i,j)  /> 

26.     Een  paar  opmerkingen  mogen  hier  nog  volgen. 
De  waarden  van  7*  en  V 

r  7= 


l/a  (v«  —  eos  <?j) 


j    V.    ƒ         w.    ^-r    2KK:     icn(iB^K)  »n(iefZ)j 

bg    de  «tn<ft^  gestoorde  beweging  gevonden  moeten  eerstens 
voor    A  =  O   overgaan    in  (37)  en  (38).     Dit  bl^kt  onmid- 
dell^k  voor  T\  voor  W  op  de  volgende  wgze. 
Voor  A  =  O  is 

dn  (is  -\-  K)  \  •\-  eota 

icn(i6  +  K).8n(is  +  K)  ~~  [/v*  +  1)  (y»  —  cos  a)  ' 

-7/     7<v  /     i\         1  /  V*  —  coa  «  . 

Z(f,A')  =  «n(f,  \)  =   y       ^g       ^      , 

^(,j,A')  =  ,«(,7,1)  =  ]/     g*''"^     , 

y*  —  C08  « 

zoodat  ï'  overgaat  in 

/K(»'*  +  l)(i'*-co«a)     '^^      v»+l       ''^     v«-co»aj~ 

=  f  TT   : f 

overeenkomfiitig  (38). 
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Ten  tweede  moeten  de  vergelijkingen  (41)  overgiian  in 
de  door  Dr.  P,  van  Geer  gevondenen  formules,  ingeval  wg 
onderstellen,  dat  Öj  =  /?  is,  dus  ^'  =  O  voor  ö  =  öj. 

Is  9fj'  =  0  voor  O  =  öj,  dan  moet 

A+B        ^        A-B       ^^ 


2(1  +  cos  êi)    '    2(1  — co»  0i) 
zgn.     Nu  is  in  ons  geval 

2(l+-^i)  ^   ''       4(1+00,(^0 

=  ±  i/^|/«  — co«Ö2     «  n  (f  6  +  ^)  .  <i  «  (*  s  +  K) 
4  *  co*  (i  €  +  A  ) 

^  "^       =  =F  l/"   (y»-l)(l-ca,<9a)  = 
2(1-00,00       ^i^    '^       4(1-00,00 

--  -3-  "1  /^y^  —  cos  0%     snitj  .dniï] 
4  t  c  nt  17 

waar   het   bovenste   teeken  geldt  voor  B  ^  0^  het  onderste 
voor  5  <^  0. 
Hieruit  volgt 


A  +  B  A  —  B 


2{l  + cos  0i)         2(1— co«ö]) 

•''^  *         \         icn(ié -)- ÜT)  icniri      J 

zoodat  nu 

8n{ie  +  K).  dn  (ië  +  K)  sn  i >;  .dnirj 

%cn{i€  +  -K)  icnifj 


Füj  3. 


Fit):    H. 


%■  '^• 


%•  ^■ 


Fuf:   7. 


C/.n  'Jifuneliraez.  ^Amclp. 


o  SCW)[lTEli .ALfe/neene  eiqmsch:  uan  de  xiai?er  rollende  ht>u>e(jut(j . 


4  %         «.4  «e      «, 


Ft0:2. 


Ven>l:enJlüidnl:c^dlatuark:  S'.RD!  V. 
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is,  en  de  tweede  en  de  derde  van  (41)  resp.  overgaan  in 
±  iff:=i  ill(u^is  +  K)  —  ill{uji^)f 
=b  qp  =  t/7(ii,»6  +  iT)  +  ill  {u^itj)  =b  n<, 

overeenstemmende  met  (57)  en  (58)  in  de  verhandeling  van 
Dr.  P.  VAN  Gbbr. 


OVER  DEN  INVLOED 


VAN  URT 


LICHT  OP  DE  KIEMING  DER  SPOREN  VAN 
HEMILEIA  VASTATRtX  Berk.  en  Br., 


DOOB 


W.    B  U  R  C  K, 

Correip,  Lid  van  de  KoninkL  Akad,  o.  Wti, 


Bg  m^n  onderzoek  naar  de  oorzaken  der  koffiebladziekte 
en  de  middelen  ter  bestr^ding  daarvan,  is  het  m^  gebleken, 
dat  de  sporen  van  Hemileia  yastatrix  in  een  droppel  lucht- 
houdend  water  tot  kieming  konden  worden  gebracht,  en  in 
overeenstemming  met  Marshall  Ward  meende  ik  derhalve 
gerechtigd  te  zgn,  zuurstof  en  water  te  beschouwen  als  de 
eenige  voorwaarden  voor  de  kieming  dezer  sporen. 

Bg  vele  m^ner  kiemproeven  bleef  evenwel  de  kieming 
achterwege,  zonder  dat  het  mg* duidelijk  werd,  aan  welke 
omstandigheden  dit  moest  worden  toegeschreven. 

Een  nader  onderzoek  heeft  mij  thans  de  oorzaak  van  het 
veelvuldig  mislukken  mijner  proeven  doen  kennen;  het  is 
mg  namelgk  gebleken,  dat  de  kieming  der  sporen  afhanke- 
Igk  is  van  de  intensiteit  van  het  licht,  waaraan  de  kiem- 
proeven zgn  blootgesteld. 

Het  is  niet  de  eerste  maal  dat  de  aandacht  wordt  ge- 
vestigd op  den  invloed,  dien  het  licht  vermag  uit  te  oefenen 
op  de  kieming  der  sporen.  Vooral  in  het  laatste  jaar  weid 
die    zaak   herhaaldelyk   ter  sprake  gebracht  met  betrekking 


(  SS?  > 

tok  de  sporen  van  verechiUende  micro-organismen  en  werden 
reeds  eenige  onderzoekingen  daarover  bekend  gemaakt,  waar- 
van de  resultaten  zyn  bgeengebracht  door  Düclaüx  en  lloux 
in  de  AnncUes  da  VInsiitut  Pasteur. 

Een  korte  uiteenzetting  van  hetgeen  omtrent  dit  onder- 
werp bekend  is,  moge  aan  de  omschrgving  van  mijn  eigen 
onderzoek  voorafgaan. 

Het  was  een  reeds  lang  bekend  feit,  dat  er  in  de  lucht 
veel  meer  doode  dan  levende  micro-organismen  worden 
aangetroffen.  Uerhaaldel^k  is  hierop  door  Pasteur,  Miquel 
en  anderen  de  aandacht  gevestigd  geworden. 

DowKES  en  Blunt  nu  waren  de  eersten,  die  in  1877  en 
1878  eenig  Ucht  hierover  deden  opgaan  en  aantoonden,  dat 
er  geen  ontwikkeling  van  » micro-organismen"  plaats  vond 
in  buizen  met  suikerhoudende  vloeistof,  die  bg  de  tegen- 
woordigheid van  lucht  aan  het  zonlicht  werden  blootgesteld. 

Dit  feit  is  thans  door  andere  onderzoekers,  zooals  Abloino, 
Düclaüx,  Steauss,  Roux  en  anderen  bevestigd  geworden. 
Allen  kwamen  bg  hun  onderzoek  tot  het  besluit,  dat  de  ont- 
wikkeling van  microben  bg  eene  min  of  meer  sterke  en  lang- 
durige blootstelling  aan  het  zonlicht  werd  tegengegaan  en 
dat  deze  invloed  van  het  licht  zich  alleen  liet  gevoelen  bg 
de  tegenwoordigheid  van  zuurstof. 

Verder  liepen  echter  de  meeningen  van  deze  geleerden 
uiteen.  Terwgl  toch  Downes  en  Blünt  van  oordeel  waren, 
dat  de  kiemen  gedood  werden  en  de  vloeistof  niets  van 
hare  voedende  kracht  verloor,  meende  Roux,  dat  het  zon- 
licht aan  de  zuurstof  der  lucht  een  meerdere  energie,  een 
hooger  oxydeerend  vermogen  meedeelde,  die  de  voedings- 
vloeistof, en  wel  waarschgnlgk  de  koolwaterstofverbindingen 
daaruit,  ongeschikt  maakten  om  de  kieming  en  de  voeding 
der  bacteriën  te  onderhouden. 

Uit  de  proeven,  door  Roux  genomen  om  dit  feit  in  't 
licht  te  stellen,  bleek  dat  zuivere  bouillon,  die  8  Ik  4  uur 
lang  aan  het  zonlicht  was  blootgesteld  geweest,  het  vermo- 
gen niet  meer  had  om  daarin  overgebachte  sporen  te  doen 
kiemen.     Werden   dergelgke   buizen   met  dezelfde  voedings- 
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vloeistof,  waarin  sporen  waren  uitgezaaid,  in  't  zonlicht 
gebracht,  dan  ontwikkelden  zich  de  kiemen  niet  meer  na  2 
uur.  Toch  waren  deze  geenszins  gedood,  want  toen  zg,  na 
7  uur  aan  't  licht  te  zgn  blootgesteld  geweest,  uit  de  vloei- 
stof genomen  en  overgebracht  werden  in  dezelfde  vloeistof, 
die  niet  in  't  licht  had  gestaan,  gaven  zy  nog  schoone 
kuituren. 

De  proeven  van  Roux  z^n  zeker  overtuigend. 

Men  mag  echter  niet  uit  het  oog  verliezen,  dat  Boux 
z^ne  proeven  nam  met  Bacillus  anthracis  en  dut  deze  waar- 
sch^nlijk  veel  meer  weerstand  biedt  aan  de  werking  van  het 
zonlicht  dan  de  » micro-organismen"  waarmede  Dowkes  en 
Blunt  proeven  hebben  genomen. 

Ook  de  voedingsvloeistof  van  laatstgenoemden  (vloeistof 
van  Pasteur  en  Ck)HN)  was  niet  dezelfde  als  die,  welke  door 
Roux  werd  gebruikt.  Dit  maakt,  dat  de  proeven  moeilgk 
met  elkander  kunnen  vergeleken  worden. 

Houden  wij  hierbij  in  't  oog,  dat  reeds  Duclaxjx  heeft 
aangetoond,  dat  de  verschillende  soorten  van  coccus  veel 
minder  weerstand  bieden  aan  de  werking  van  het  zonlicht 
dan  de  sporen  van  Bacillus  anthracis  en  dat  in  het  alge- 
meen het  weerstand  biedend  vermogen  afhankel^k  is  van  de 
soort,  en  voor  dezelfde  soort  van  de  natuur  der  voedings- 
vloeistof, dan  is  het  niet  te  gewaagd  te  vooronderstellen, 
dat  zoowel  Düwkes  en  Blunt  als  Roux  zeer  juiste  conclu- 
siën  hebben  getrokken  uit  hunne  waarnemingen. 

Bij  de  proeven  van  Down  es  en  Blunt  was  derhalve  de 
verandering,  die  de  vloeistof  onder  de  gezamenlgke  werking 
van  zonlicht  en  lucht  onderging,  onmerkbaar  in  zooverre 
hare  voedende  eigenschappen  behouden  bleven,  terwfll  daar- 
entegen de  » micro-organismen"  zei  ven  werden  gedood. 

De  voedingsvloeistof,  door  Roux  bij  zgne  proeven  gebruikt, 
onderging  daarentegen  vrg  spoedig  een  zeer  merkbare  om- 
zetting, terwijl  de  sporen  van  Bacillus  anthracis  vele  dagen 
achtereen  aan  het  licht  konden  worden  blootgesteld,  zonder 
haar  kiemvermogen  te  verliezen. 

Dat  ook,  buiten  de  voedingsvloeistof  om,  het  zonlicht  eene 
doodel^ke  werking  op  de  sporen  kan  uitoefenen,  was  boven- 
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dien  reeds  door  Duclaux.  meegedeeld.  Na  een  maand  in 
drogen  staat  aan  \  licht  te  zign  blootgesteld,  werden  de 
sporen  ongeschikt  om  zich  verder  te  ontwikkelen. 

De  resultaten  van  m^n  eigen  onderzoek  kunnen,  naar  ik 
meen,  er  toe  bedragen  om  eenig  meerder  licht  te  doen 
oi^an  over  deze  belangrgke  zaak,  vooral  omdat  de  sporen 
van  Hemileia  vastatrix  reeds  in  gedestilleerd  water  tot  kie- 
ming kunnen  worden  gebracht  en  er  derhalve  geen  rekening 
behoeft  te  worden  gehouden  met  veranderingen,  die  een 
voedingsvloeistof  kan  ondergaan  onder  de  gel^ktgdige  inwer- 
king van  zuurstof  en  licht,  en  voorts  omdat  deze  sporen,  in 
vergelijking  met  die  der  bovengenoemde  bacteriën,  buitenge- 
woon gevoelig  zgn  ten  opzichte  van  het  licht. 

Wanneer  de  sporen  van  Hemileia  vastatrix,  uitgezaaid  in 
een  droppel  gedestilleerd  en  luchthoudend  water,  worden 
blootgesteld  aan  het  licht,  dan  gaan  zy  niet  tot  kieming 
over.  Dit  licht  behoeft  geen  direct  zonlicht  te  zijn;  zelfs 
b§  de  zeer  geringe  intensiteit  van  het  diffuse  licht  in  het 
achtei-ste  gedeelte  van  het  laboratorium,  op  geruimen  afstand 
van  het  venster,  gelukte  het  m^  nimmer  de  sporen  tot 
kieming  te  brengen.  Worden  deze  echter  in  het  duister 
gebracht,  dan  ziet  men  reeds  na  2  k  27^  uur  de  kiembuis 
te  voorschijn  treden  om  na  weinige  uren  een  vrig  uitgestrekt 
mycelium  te  vormen.  Volkomen  duisternis  is  voor  de  kie- 
ming niet  noodzakelgk ;  de  kieming  begint,  wanneer  slechts 
de  lichtintensiteit  tot  een  zeker  minimum  gedaald  is. 

Bij  nader  onderzoek  blijkt,  dat  niet  alleen  de  kieming 
der  sporen  door  het  licht  tijdelijk  wordt  tegengehouden, 
zoodat  zij  eerst  later  begint,  maar  dat  de  sporen  inderdaad 
haar  kiem  vermogen  verliezen  en  zjg,  na  de  blootstelling  aan 
het  licht  in  een  donkere  kamer  overgebracht,  niet  meer  tot 
de  ontwikkeling  der  kiembuis  te  brengen  zijn 

Het  verlies  van  het  kiemvermogen  of  de  dood  der  spo- 
ren heeft  reeds  betrekkelijk  spoedig  plaats.  Bij  vele  mg- 
ner  proeven,  waarbij  de  sporen  geplaatst  waren  op  een  paar 
meter  afstand  van  het  venster,  bleek,  dat  na  IV4  uur 
reeds    de    meeste    sporen    niet    meer    tot   kieming    konden 
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worden    opgewekt,    terwgl    na    1^/4    uur   alle  sporen  waren 
gedood. 

De  tyd,  noodig  om  de  sporen  te  dooden^  is  afhankelgk 
van  de  intensiteit  van  het  licht;  op  geringeren  a&tand 
van  het  venster,  werden  de  sporen  reeds  binnen  het  uui 
gedood ;  bij  een  geringere  intensiteit,  b.  v.  bg  een  bewolkten 
hemel,  is  een  langere  blootstelling  aan  het  licht  een  ver- 
eischt^. 

By  deze  proeven  werd  een  aantal  voorwerpglaasjes,  waarop 
de  sporen  in  een  vry  liggenden  droppel  luchthoudend  water 
waren  uitgezaaid,  in  een  met  waterdamp  verzadigde  glazen 
kamer  aan  het  diffuse  daglicht  blootgesteld. 

Elk  kwartier  werd  één  der  voorwerpglaasjes  overgebracht 
naar  een  dergel^ke  vochtige  kamer,  die  zorgvuldig  van  hel 
licht  was  afgesloten. 

Den  volgenden  dag  bleek  dan  bij  het  onderzoek,  dat  de 
sporen,  die  langer  dan  5 — 7  kwartier  aan  het  licht  waren 
blootgesteld  geweest,  niet  meer  tot  kieming  waren  over- 
gegaan. 

Er  moet  hier  nog  uitdrukkelgk  worden  vermeld,  dat  deze 
nadeelige  werking  van  het  licht  dan  alleen  op  de  sporen 
wordt  uitgeoefend,  als  deze  gelegenheid  hebben  gehad  om 
water  op  te  nemen.  In  drogen  toestand  z^'n  de  sporen  zel& 
tegen  eene  langdurige  inwerking  van  het  directe  zonlicht 
volkomen  bestand. 

Afgeplukte  koffiebladen  met  sporen-afsnoerende  myceha 
kunnen  uren  achtereen  aan  den  invloed  van  het  sterke  zon- 
licht wordeo  blootgesteld,  tot  zg  geheel  zijn  uitgedroogd, 
zonder  dat  de  sporen  hierbij  haar  kiemvermogen  verliezen. 

Het  is  derhalve  de  door  opneming  van  water  turgescee- 
rende  spore,  die  door  het  licht  gedood  wordt. 

Reeds  vroeger  heb  ik  er  op  gewezen,  dat  vochtige  lucht 
niet  in  staat  is  de  kieming  op  te  wekken;  dat  sporen  uren 
achtereen  in  een  met  waterdamp  verzadigde  ruimte  kunnen 
gehouden  worden,  zonder  hare  kiembuizen  te  voorschijn  te 
brengen,  en  dat  ook  nimmer,  zelfs  niet  m  de  vochtigste 
dagen  van  den  regenmousson,  de  sporen  in  gekiemden  staat 
op  de   afsnoerende  mjcelia  worden  aangetroffen.     De  sporen 
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moeten  2  i  2V2  ^^r  lang  bij  zeer  geringe  intensiteit  van 
het  licht  in  een  droppel  water  hebben  gelegen,  alvorens 
te  kunnen  kiemen.  Dat  voorts  voor  de  kieming  tegenwoor- 
digheid van  zuurstof  noodzakelgk  is,  blijkt  reeds  uit  het 
feit,  dat  ondergedompelde  sporen  zelden  kiemen  en  dat  dit 
nog  zeldzamer  wordt  opgemerkt,  wanneer  het  water  door 
voorafgegane  verhitting  luchtvrg  is  gemaakt. 

De  voorwaarden  waarop  de  sporen  van  Hemileia  vastatrix 
kiem  en  j  zijn  derhalve:  water  in  vloeibaren  vorm,  zuurstof  en 
min  of  meer  volkomen  duisternis. 

Het  is  een  zeer  opmerkelijk  feit,  dat  het  licht,  hetwelk 
in  staat  is  de  sporen  der  Hemileia  in  korten  tijd  te  dooden, 
daarop  in  het  geheel  geen  merkbaren  invloed  meer  oefent, 
zoodra  zij  tot  kieming  zijn  overgegaan,  en  even  min  op 
het  reeds  ontwikkelde  mycelium.  Worden  de  sporen  in  een 
donkere  ruimte  tot  kieming  opgewekt  en  daarna  overgebracht 
in  het  licht,  dan  bleven  de  kiembuizen  zich  ontwikkelen  en 
voortgroeien,  zonder  ook  maar  in  het  allerminste  blijken  te 
geven  van  onder  de  inwerking  van  het  licht  te  lijden. 

Het  klinkt  zeker  zeer  vreemd,  dat  de  spore,  die  tegen 
vele  reagentiën  en  tegen  uitdroging  veel  meer  weerstand 
biedt  dan  de  kiembuis,  zich  tegenover  het  licht  zoo  geheel 
anders  gedraa;jt. 

Het  laat  zich  dan  ook  hooren,  dat,  toen  Arloing  tot 
hetzelfde  resultaat  gekomen  was  bij  zgn  onderzoek  naar  den 
invloed  van  het  licht  op  de  sporen  van  Bacillus,  men  getracht 
heeft  tot  een  verklaring  te  komen  van  hetgeen  men  een 
anomalie  meende  te  zijn.  Arloing  had  namelijk  aangetoond, 
dat  2  uren  voldoende  waren  om  allen  groei  van  de  sporen 
van  een  Bacillus  te  onderdrukken,  terwfll  de  Bacillus  in  ve- 
getatieven toestand  27 — 30  uren  aan  het  licht  moest  wor- 
den blootgesteld  om  hetzelfde  doel  te  bereiken.  Nocakd  en 
Stravss  meenden  dit  ieit  te  mogen  verklaren  door  aan  te 
nemen,  dat  de  spore  bg  de  temperatuur,  waaraan  de  proef 
was  blootgesteld,  juist  begon  te  kiemen  en  dat  de  zeer 
jeugdige  Bacillus  veel  gevoeliger  was  voor  de  inwerking  van 
het  zonlicht  dan  de  volwassen  bacterie,  zoodat  de  kiemende 
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spore  kon  worden  gedood  en  de  bacterie  zelve  niet  onder  den 
invloed  van  het  licht  behoefde  te  l^den. 

Om  dit  te  bewezen,  bracht  Stbauss  de  sporen  in  gedestil- 
leerd water,  waarin  geen  kieming  mogelgk  was,  en  zag  hg 
ook  werkelijk  dat  zg,  uren  achtereen  aan  het  licht  blootge- 
steld, niet  werden  gedood. 

Hiertegenover  echter  bewees  Arloing,  dat  de  sporen  wel 
degelgk  gedood  werden,  wanneer  de  proeven  door  gs  werden 
afgekoeld,  ver  beneden  de  temperatuur,  die  kieming  toelaat. 

Eindelijk  toonde  Roux  door  een  proef  aan,  dat  de  veran- 
dering, die  de  voedingsvloeistof  ondergaat  door  haar  bloot  te 
stellen  aan  het  zonlicht,  wel  voldoende  is  om  de  onikieming 
der  sporen  tegen  te  gaan,  maar  nochthans  in  staat  de  reeds 
gevormde  bacillen  te  voeden. 

Hoe  dit  ook  zij,  zelcer  is  het,  dat  by  Hemileia  vastatrix, 
waar  de  kieming  in  gedestilleerd  water  kan  worden  oj^e- 
wekt,  het  licht  geen  invloed  uitoefent  op  de  kiemende  spore 
of  op  de  daaruit  ontwikkelde  kiem  buis. 

Aannemend,  dat  de  dood  der  sporen  vei'oorzaakt  wordt 
door  de  zuurstof  der  lucht,  die  onder  den  invloed  van  het 
licht  een  hooger  oxydeerend  vermogen  verkrggt,  meen  ik, 
dat  de  verklaring  van  het  laatstgenoemde  feit  gezocht  moet 
worden  in  de  omstandigheid,  dat  de  oliehoudende  reserve- 
stoffen  van  de  spore  zich  gemakkelijker  laten  oxydeeren  dan 
de  verbindingen,  die  ten  tijde  der  kieming  uit  dit  reservevoed- 
sel  ontstaan  zgn;  een  veronderstelling,  die  niet  te  gewaagd 
is,  nu  DucLAUX  heeft  aangetoond,  hoe  gemakkelyk  zich  deze 
plantaardige  vetten  met  zuurstof  verbinden  *). 

Het  licht  zou  derhalve  juist  dezelfde  werking  uitoefenen 
op  de  sporen  van  Hemileia  vastatrix,  als  een  temperatuurs- 
verhooging  tot  70*,  volgens  lloüx,  uitoefent  op  de  sporen 
van  Bacillus  anthracis.  Ook  hier  zou  het  de  zuurstof  zyn 
der  lucht,  die  bij  deze  temperatuur  zich  met  de  vetlichamen 
der  spore  verbindt  en  den  dood  der  sporen  veroorzaakt  f). 


*;  DucLAüx.  Sur  la  migration  des  matières  grasses.  Jnn.  de  fM, 
Fahteur,  Aug.  1887. 

t)  Koüx.  De  Taction  de  la  chaleur  et  de  1'air  sur  les  spores  de  1» 
bacléridie  du  charbon.  AnnaL  de  telnet.  Pasteur.  Aoüt  1887. 
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Het  scheen  mg  toe,  dat  het  niet  van  belang  ontbloot  was, 
tevens  door  een  proef  uit  te  maken  of  deze  nadeelige  wer- 
king van  het  zonlicht  moest  worden  toegeschreven  aan  het 
licht,  dan  wel  aan  sommige  stralen  van  eene  bepaalde  golf- 
lengte. 

Ook  deze  vraag  was  gemakkel^k  op  te  lossen  met  zulk 
een  snel  kiemend  en  uiterst  gevoelig  materiaal  voor  proef- 
nemingen. 

Aan  Arloing,  die  den  invloed  der  7  verschillende  kleuren 
op  de  sporen  der  bacillen  bestudeerde,  gelukte  het  niet,  tot 
een  bepaalde  conclusie  te  geraken. 

Het  is  mg  bg  Hemileia  gebleken,  dat  de  nadeelige  wer- 
king van  het  zonlicht  op  de  kieming  der  sporen  uitsluitend 
moet  worden  toegeschreven  aan  de  blauwe  helft  van  't 
spectrum. 

Als  de  lichtstralen  genoodzaakt  worden  hun  weg  door  een 
koperoxydammoniak-oplossing  te  nemen,  alvorens  tot  de  spo- 
ren te  geraken,  dan  is  kieming  niet  mogelijk;  de  sporen 
worden  gedood.  Als  evenwel  het  licht  een  geconcentreerde 
oplossing  van  bichromas  kalicus  is  doorgegaan,  zoodat  het 
een  groot  deel  zgner  actinische  stralen  verloren  heeft,  alvo- 
rens op  de  sporen  te  kunnen  inwerken,  gaan  zg  kiemen 
alsof  zij  in  volkomen  duisternis  waren  gebracht. 

Bg  de  bichromas  kalicus -oplossing  dient  men  echter  in 
het  oog  te  houden,  dat  deze  niet  alle  actinische  stralen  ab- 
sorbeert, vooral  niet  indien  de  intensiteit  van  het  daglicht 
vrg  groot  is,  en  meermalen  ziet  men  dan  ook,  als  men 
geen  voldoende  voorzorgsmaatregelen  genomen  heeft,  dat  de 
sporen*  niet  tot  ontwikkeling  komen. 

Naarmate  de  intensiteit  van  het  licht  sterker  is,  moet  de 
dikte  der  vloeistofmassa  grooter  genomen  worden.  Het  een- 
voudigst laat  zich  dit  regelen  door  een  proef  met  photo- 
graphisch  papier.  Dit  gebruikend,  zag  ik,  dat  telken  male 
als  de  sporen  in  de  roode  kamer  niet  tot  kieming  overgingen, 
er  dan  nog  actinisch  licht  werd  doorgelaten  van  genoegzame 
intensiteit  om  het  papier  te  kleuren. 

Het  chloorzilver-albumine-papier  leent  zich  hiertoe  beter 
dan    het    broomzilver-gelatine-papier.     Dit  laatste  is  te  ge- 
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voelig  en  moeilgk  is  het  de  hoeveelheid  vloeistof  zoo  te 
regelen,  dat  dit  papier  in  't  geheel  niet  meer  gekleurd  wordt. 

Als  nu  de  intensiteit  van  de  blauwe  helft  van  het  door- 
gelaten licht  in  die  mate  verzwakt  is,  dat  het  chloorzilver- 
albumine-papier  in  de  roode  kamer  niet  meer  wordt  aange- 
daan, dan  ook  kiemen  de  sporen  in  dit  roode  licht  even 
goed  als  in  het  donker. 

Een  nader  bewgs  voor  de  stelling,  dat  de  nadeelige  wer- 
king, die  het  zonlicht  uitoefent  op  de  sporen  van  Hemileia 
vastatrix,  uitsluitend  moet  worden  toegeschreven  aan  de 
blauwe  helft  van  het  spectrum,  is  gelegen  in  het  feit,  dat 
de  sporen,  ook  in  het  sterkste  petroleum-Ucht,  even  goed  en 
even  snel  kiemen  als  in  volslagen  duisternis.  De  actinische 
stralen  van  het  jetroleum-licht  hebben  een  te  geringe  in- 
tensiteit ora  een  nadeeligen  invloed  op  de  sporen  te  kunnen 
uitoefenen. 

Buitenzorg,  Juni  1888. 
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CiEWüNE  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE, 
op  Zaterdag  27  October  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren:  yan  db  Sande  Bakbüyzen, 
Voorzitter,  Hubbecht,  Beheexs,  Gbikwis,  Mulder,  Hoek, 
Martin,  vak  Dorp,  Rukb,  Korteweg,  Mac  Gillavry, 
FnAjrcHiHONT,  DB  Vries,  Hokpmann,  Zaaijer,  Zeeman, 
Bisrens  DB  Haan,  Forstbr,  Baüwenhoff,  Schols,  Schoutb, 
Kaptbtn,  Stokvis,  Lorbntz,  A.  C.  Oudemans  jr..  Buts 
Ballot,  van  Diesen,  Michaëlis,  Dibbits,  Pekelharing, 
Engelhann,  J.  A.  G.  Oudemans,  Place,  Hoogewbrff  en 
C.  A.  J.  A.  Oudemans,  Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  G,  P.  Wbstbrman,  Directeur  van  het  koninklijk 
zoölogisch  Genootschap:  Natura  Artis  Magistra  te  Amster- 
dam, 1  October  1888;  20.  G.  J.  W.  Brbmer,  Secretaris 
van  het  Bataa&ch  Genootschap  der  proefondervindei^ke 
Wgsbegeerte  te  Botterdam,  7  October  1888;  S^.  H.  Hbixen, 
Bibliothecaris  van  het  provinciaal  Genootschap  van  Kunsten 
en  Wetenschappen  te  's  Hertogenbosch,  4  October  1888 ; 
4^.    F.    Krauss,    Bibliothecaris   van    het   Yerein  für  vai^r- 
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landische  Naturkunde  te  Stuttgart,  19  Mei  18S8;  5°.  den 
Bibliothecaris  der  Academia  Romana  te  Bucharest,  5  Oo- 
tober  1888  ;  6^.  Bonola,  Secretaris  der  Société  KhédiTiale 
de  Oéographie  te  Cairo,  18  October  1888;  7^.  E.  Bukgbss, 
Secretaris  der  Boston  Society  of  natural  History  te  Boston, 

14  Februari  1888;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

V.  G.  C.  W.  BoHNBNsiBG,  Conservator  van  Tbyleb's 
Stichting  te  Haarlem,  October  1888;  2^.  Förstbmakh,  Ar- 
chivaris der  kön.  sachsische  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten te  Leipzig,  20  April  1888;  8^  den  Secretaris  der  Ge- 
sellschaft   för    bildende   Kunst  und  Alterthümer  te  Emden, 

15  Augustus  1888;  4^.  E.  Buroëss,  Secretaris  der  Boston 
Society  of  natural  History  te  Boston,  27  Februari  1888; 
5^.  den  Bibliothecaris  van  den  State  Board  of  Agriculture  of 
Michigan,  April  1888;  waarop  het  gewone  besluit  valt  van 
schriftelijke  dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boekerij. 

—  De  Heeren  Bibrens  db  Haan  en  van  dbn  Bbrg  zgn 
nog  niet  gereed  met  hun  rapport  over  de  verhandeling  van 
den  Heer  Dr.  Jan  db  Vries.  Eene  nieuwe  verhandeling 
van  denzelfden  auteur:  »Over  eene  groep  van  regelmatige 
configuraties",  inmiddels  ter  plaatsing  in  de  werken  der 
Akademie  bg  den  Secretaris  ingekomen,  wordt  door  den 
Voorzitter  om  advies  in   handen  gesteld  derzelfde  Commissie. 

—  De  Heer  Behrens  spreekt  over  eene  geologische  excursie, 
door  hem  in  den  Eifel  gedaan,  om  aldaar  gesteenten  te  ver- 
zamelen, tot  hiertoe  niet  onderzocht. 

Bij  deze  gelegenheid  hebben  ook  de  vulkanische  meren,  de 
Eifeler  >Maare",  zijne  aandacht  getrokken.  Deze  zijn,  zgns 
inziens,  niet  door  instorting  van  uitgedoofde  vulkanen  ont- 
staan. Ware  dit  zoo,  dan  zou  men  de  koppen  der  afgeknapte 
lagen  moeten  kunnen  zien,  en  meren  met  oevers  van  bazalt- 
lava  moeten  vinden,  beantwoordend  aan  de  talrijke  bazal- 
tische  vulkanen  van  den  Eifel. 
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De  spreker  deelt  vervolgens  de  uitkomsten  mede  van 
proeven,  door  hem  genomen  met  bet  uitblazen  van  kuilen  in 
verscbillende  losse  materialen,  door  openingen,  op  ver- 
schillende diepten  daarin  aangebracbt.  Het  is  bem  bij  deze 
proeven  gebleken: 

1^.  dat  in  fijne  en  licbte  materialen,  b.  v.  fijn  poeder 
van  puimsteen  en  tras,  steeds  trechtervormige,  naar  onder 
nagenoeg  cilindrischc  kolken  ontstaan^  besloten  in  vrij  hooge 
en   steile  kegelvormige  opstortingen ; 

2^.  dat  b^menging  van  grover  en  zwaarder  materiaal  de 
w^dte  der  kuilen  doet  toenemen,  terw^l  de  diepte  afneemt 
en  de  bodem  vlak  wordt; 

8^.  dat  de  bgmenging  van  zulk  zwaar  materiaal  tot  on- 
derm^ning  in  de  diepte  en  daarop  volgende  instorting  aan- 
leiding kan  geven; 

4^.  dat  de  bgmenging  van  betrekkelijk  groote  brokken  en 
scherven  aanleiding  geeft  tot  opheffing^  en  tot  eene  êchif^ 
ting,  die  ten  gevolge  heeft,  dat  het  lichtste  materiaal  — 
puimsteen  —  aan  de  oppervlakte  komt  en  dat  hoofdzakelijk 
dit  lichtste  materiaal  weggeslingerd  wordt.  De  kuil  wordt 
hierb^  zeer  wjjd  en  ondiep,  de  rand  steil,  zgne  ophooging 
onbeduidend. 

De  Heer  Bëurens  meende  op  grond  van  een  en  ander 
te  mogen  aannemen,  dat  de  Eifeler  meren  als  niet  voltooide 
vulkanen  moeten  opgevat  worden,  en  dat  zij  gevormd  z^n 
geworden  door  het  murw  worden  en  het  lang  voortgezette 
uitblazen  van  het  sedimentaire  gesteente,  waarbij  dan  slechts 
weinig  lava  aan  de  oppervlakte  gebracht  werd. 

Ten  slotte  werden  modellen  vertoond,  verkregen  door  het 
inpersen  van  gipsmortel  in  kegelvormige  hoopen  van  zand 
en  puin.  Deze  modellen  moesten  bewijzen,  dat  centrale 
uitholingen  in  vulkanische  kegels  en  centrale  opvullingen 
met  eruptieve  gesteenten,  die  von  Hochstbtter  tot  uitsmel- 
ting  meende  te  moeten  terugbrengen,  op  meer  eenvoudige 
wgze,  nl.  door  z^delingsche  uitspreiding  en  omkorsting  van 
lavakolommen  kunnen  verklaard  worden.  Al  naar  de  mate 
van  vloeibaarheid  der  ingeperste  specie  en  de  geaardheid 
van    den    sand-  of  puinhoop,  konden  peervormige,  cilindri* 

ir 
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8che    en    veelvuldig  vertakte  kernen,  met  of  zonder  krater- 
openingen, verkr^en  worden. 

—  Voor  de  Versl^en  en  Mededeelingen  worden  aange- 
boden, door  den  Heer  Geinwis  een  opstel,  getiteld:  >De 
energie  van  den  bolvormigen  condensator'^  en  door  den 
Heer  Schols,  uit  naam  van  den  Heer  van  den  Berg,  diens: 
>  Eenige  formulen  voor  de  berekening  van  de  BemouUiaansche 
en  van  de  tangenten-coëfficiënten^'. 

—  Voor    de  Boekerg  der  Akademie  worden  aangeboden: 

1.  door  den  Heer  Martin,  diens  >  Aanteekeningen  bg  eene 
geognostische  overzichtskaart  van  Suriname"; 

2.  door  den  Heer  Bierens  de  Haan^  uit  naam  van  het 
wiskundig  Genootschap:  >Een  onvermoeide  arbeid  komt 
alles  te  boven":  > Register  naar  eene  wetenschappelgke 
verdeeling  op  de  werken  van  het  wiskundig  Genootschap: 
Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven". 

3.  door  den  Heer  de  Vries,  uit  naam  van  den  Heer  Dr. 
RiTZEHA  Bos  te  Wageningen,  diens:  a.  L'anguillule  de  la 
tige  et  les  maladies  des  plantes  dues  k  ce  Nématode;  6. 
Landbouwdierkunde ;  c.  De  dierlgke  parasieten  van  den 
mensch  en  de  huisdieren  ;  en  nog  enkele  kleinere  brochuren 
over  zoölogische  onderwerpen, 

—  Eene  verhandeling  van  den  Heer  J.  Cardinaal,  leeraar 
aan  's  Rijks  H.  B*  S.  te  Tilburg:  » Meetkundige  theorie 
der  scheeve  oppervlakken  der  vierde  orde"  wordt  in  handen 
gesteld  der  Heeren  Schoutb  en  Biërens  ds  Haak,  om  daar- 
over, zoo  mogelgk,  rapport  uit  te  brengen  in  de  volgende 
Vergadering. 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  wordt  de 
Vergadering  gesloten. 


D£    ENERGIE 


VAM  DKN 


BOLVORMIGEN  CONDENSATOR. 


DOOR 


C.   H.   C.   GRINWIS. 


1.  De  potentieele  electrische  energie  van  een  stelsel  ge- 
leiders beeft  tot  waarde 

W=iSMV  , (1) 

waarbg  het  somteeken  geldt  voor  de  producten  der  electri- 
sche  massa's  M  met  de  overeenkomstige  potentiaalwaarden 
V  voor  iederen  geleider. 

Laat  men  de  bewegelgke  geleiders,  wier  ladingen  onver- 
anderl^k  worden  ondersteld,  aan  zichzelve  over,  zoo  geven 
zjg  aan  de  electrische  werkingen,  die  tusschen  hen  bestaan, 
gevolg;  de  arbeid  dier  krachten  is  positief  en  de  energie 
van  het  stelsel  vermindert. 

Is  A  de  arbeid  der  electrische  krachten,  zoo  zal,  inge- 
volge het  beginsel  van  behoud  van  arbeidsvermogen, 

dW  +  dA  =  0 (2) 

Uit  (1)  volgt, 

dW=^2MdV+iSVdM, 

doch  daar  de  ladingen  constant  blijven,  vervalt  de  laatste 
term  en  wordt 
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dW=  i^MdV. (3) 

Daar  dan  eene  positieve  waarde  van  d  A,  volgens  (2) 
eene  negatieve  waarde  van  d  W  met  zich  brengt,  de  energie 
dus  afneemt,  wordt  volgens  (3)  ook  d  V  negatief;  de  ver- 
plaatsing der  geleiders  vermindert  hunne  potentiaalwaarden. 

2.  Zijn  voor  twee  geleiders  de  electrische  ladingen  Afien 
M^^  de  totale  potentialen  over  die  geleiders  F^  en  Fj,  zoo 
bestaan  tusschen  deze  vier  grootheden  de  betrekkingen, 

Fi  =;>!  Jfi  +;>!  Jfj         r,  =  p»ilfi  +  p8  Jf,  .  .  (4) 

waarin  p^  p^  en  p^  de  potentiaalcoëfficiênten  van  het  stelsel 
aanduiden ;  zooals  bekend,  zgn  het  positieve  grootheden  van 
de  afmeting  L•'^  terwgl  p^  <C/>i  en  <ip^  is. 

Uit  (4)  volgen  voor  Mi  en  M^  twee  andere  betrekkingen 
van  den  vorm 

Mi  =  qi  V,+q^  Fg         A/s  =  yi  F,  +  j,  Fj.    .  .  (5 

De  factoren  qi  en  jg  worden  de  coëfficiënten  van  capaci- 
teit, q^  de  inductiecoëfficiënt  der  beide  geleiders  op  elkander 
genoemd. 

SubRtitueeren  wij  de  waarden  van  üfj  en  At^  uit  (5)  in 
(4),  zoo  volgen  twee  identische  vergel^kingen  in  F^  en  Fg, 
waaruit  voor  de  6  coëfficiënten  p  en  ^  de  volgende  drie 
onafhankel^ke  betrekkingen  ontstaan: 

Pi9i  +  P^9^=l     P^?^+P»?s=l     Pi?^-I-P^?a  =  0..(6) 

zoodat  de  3  coëfficiënten  q  uit  de  3  coëfficiënten  p  kunnen 
worden  afgeleid  en  omgekeerd. 

"Voor  een  bolvormigen  condensator  met  concentrische  ge- 
leidende schil  als  buitenoppervlak,  volgt  (zie  onze  bedrage 
»Over  den  invloed  van  geleiders  op  de  verdeeling  der  elec- 
trische energie".  Verslagen  en  Mededeelingen  der  Eoninklgke 
Akademie  van  Wetenschappen,  3^e  Reeks,  Deel  II,  blz.  31—32), 
als  a  de  straal  van  den  bol,  b  en  b^  de  stralen  van  de  daarom 
geplaatste  schil  aanduiden  : 
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Pi  = 

1 

a 

1 

1 
61' 

pl  = 

1 

61' 

1 
^*  =  ri 

dus, 

in 

gevolge 

vergel. 

(6), 

9i  = 

a 
6^ 

b 

1  =  — 

ab 
b     a 

> 

a6 

(7) 


3.  Bg  dezen  condensator  onderscheiden  w^,  als  de  massa 
M^  constant  is,  twee  gevallen: 

1*^  Wanneer  de  tweede  geleider  (de  schil)  geïsoleerd  en 
neutraal  is,  dus  M^  =  O,  zal 

stond    de    kern    alleen,    zonder    schil,  zoo  ware  b^  dezelfde 
lading  Mi 


a 


derhalve 


^.■=('-i  +  °^)^='^' 


waarin  f^l»  De  schil  vermindert  dus  de  potentiaal  waarde 
der  kern. 

2\    Als   de  schil  is  afgeleid  (met  den  grond  verbonden), 
volgt 

V^  =  p'Mi+p^M^  =  0; 

dus 

en  de  potentiaal  der  kern  wordt  in  dit  geval 

\  P2  J  «^ 
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waarin 

ff<f<i, 

zoodat 

Vi"<Vi'<Vi 

de  potentiaal  der  kern  wordt  bij  constante  lading  door  de 
tegenwoordigheid  der  neutrale  schil  verminderd  en  die  ver- 
mindering neemt  toe,  wanneer  de  schil  daarna  met  den  grond 
verbonden  wordt. 

4.  Voor  de  potentiaal  vonden  wg,  bg  het  aanbrengen  en 
daarna  afleiden  van  de  schil,  steeds  kleinere  waarden;  het- 
zelfde geldt  voor  de  electrische  energie  van  het  stelsel. 

Daar  dit  stelsel  uit  twee  geleiders  bestaat,  volgt  uit  (1) 
en  (4) 

dus  voor  den  condensator,  ingevolge  de  in  (7)  gegeven 
waarden, 

Is  de  schil  niet  aanwezig,  zoo  is 

2a 
Is  de  schil  neutraal  en  geïsoleerd,  dan  i/g  =  O  en 

'*"'=' (;-ï+?)'«''=('-|+?)'^=^'^.'»' 

Is  de  schil  afgeleid,  dan  geeft  (4)  voor   Fj  =  O 
Mi— —f- Ml, 
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dos,  daar  wegens  (7)  p^  =  p^^ 

M\—  —  Mii 
de  eneigie  van  den  condensator  wordt  dan 

De  energie  van  den  condensator  wordt  derhalve  door  de 
t^enwoordigheid  der  neutrale  schil  verminderd;  die  vermin- 
dering neemt  toe,  wanneer  de  schil  daarna  wordt  a%eleid. 

Dezelfde  regel  geldt  dus  voor  de  energie  als  voor  de 
potentiaal  der  kern  en  wel  zgn  beide  grootheden  steeds 
evenredig  aan  elkander. 

5  Nemen  wg  thans  aan,  dat  de  potentiaal  F^  der  kern 
constant  gehouden  worJt  en  onderzoeken  w^  de  verandering 
der  lading  Mi  voor  de  beide  gevallen  1«  dat  de  schil  geïso- 
leerd en  zonder  lading  is,  2^  dat  de  schil  met  den  grond 
is  verbonden. 

Wg  hebben  dan: 

1®.    Als  de  schil  neutraal  (zonder  lading)  en  geïsoleerd  is, 

dus  wegens  (7), 

Zonder  schil  is  bg  dezelfde  waarde  F^  de  massa  M  be- 
paald door 


dus  wordt 

Af                   **'             M         ^ 
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waarin  weder 

dus 

de    massa  op  de  kern  is  door  toevoeging  der  neutrale  schil 
toegenomen  en  wel  met  een  bedrag 


= T^ ^1 

2^.  Als  de  schil  is  afgeleid  (met  den  grond  verbonden)  dan 

a  q 

waarin  weder 

,=   !-«. 

dus 

zoodat    de    massa  weder  is  toegenomen  en  die  toename  be- 
draagt meer  dan  toen  de  geïsoleerde  schil  werd  aangebracht 
Immers  die  toename  is  voor  de  afgeleide  schil 

^11,  =  -^— M^ 
O  —  a 

en  blgkbaar  is 

Aa  1^1  >  Ai^i. 
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6.    Onderzoeken    w^    thans    bij    constante   potentiaal    de 
waarde  der  energie  van  het  stelsel^  uitgedrukt  door 

W^  =  è  (?i  ^1*  +  2  9I  Tl  Fg  -f  g^  V^i). 
Is  alleen  de  kern  aanwezig,  zoo  is 


daar  nu 

M, 

^2 

V,a 

en  terwgl 

in 

dit 

geval 

Pi 

= 

1 

a 

zal 

W  = 

i 

aV^\ 

Onderscheiden  wg  verder  ieder  der  beide  gevallen,  dat  de 
schil  geïsoleerd,  zonder  lading  en  met  den  grond  verbon- 
den is. 

1®.  8chü  geïsoleerd  en  zonder  lading. 

J/l  =  ?i  Tl  -h  yl  n,      Mt  =  gl  V,  +  q^  Fg 
Af  8  =  O    dus    F2  =  —  ^  Fi 
en  de  energie  wordt 

ï*^8=  i  U  Fi«-^'  Fi«  +  ^  Fi») 


zoodat 


ab  -t  bb'  —  ab              ,        o        a 
1 1-  - 

b^  b' 
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derhalve  daar 

/  <  1 ,       Wi>'^, 
terwgl  voor  de  vermeerdering  van   W  volgt 

A    W  °^^'-^>        If  °  ff 

'bTZl  — 

2«.  Schil  met  den  grond  verbonden. 
In  dit  geval  is 

Fa  =  O, 
derhalve 

zoodat 

*        9 
dus 

en  70or  de  Termeerdering  der  energie  volgt  in  dit  geval 

O  —  a 
zoodat 

AiWy^AiW    en     W'^  >  W^2  >  '^n 
terwgl 

wanneer  dus  de  schil  met  den  grond  verbonden  is  en  i^ 
kern  op  standvastige  potentiaal  wordt  gehouden,  heeft  de 
energie  van  het  stelsel  hare  maximumwaarde. 
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7.  Vergelijken  w^  de  grootste  en  kleinste  waarden  van 
W  met  de  middenwaarde  (waarbij  de  kern  alleen  aanwezig 
is),  dus  met 

u  et 

ZOO  geeft  het  boven  gevondene  voor 

b  —  a 
de  kleinste  waarde,   W*\  •=  A=l C  =:  g  C 

de  grootste  waarde,   Tï^'g  =  B  =: C  -=.  -  C 

b  —  a  g 

Uemit  volgt,  A  B  =z  C^,  zoodat  de  electrische  energie  van 
den  kern,  wanneer  de  schil  verwijderd  is,  middenevenredig 
is  tot  de  minimum  en  maximum  waarde  der  energie  van 
het  stelsel;  in  het  eerste  geval  b^  constante  lading  van 
deu  kern,  in  het  tweede  geval,  wanneer  die  kern  eene  con- 
stante potentiaal  heeft.  —  Die  minimum  en  maximum  waar- 
den treden  beiden  op,  wanneer  de  schil  met  den  grond  is 
verbonden. 

Utrecht,  October  1888, 


EENIGE  FOEMULEN  VOOE  DE  BEREKENING 


VAN  DK 


BERNOÜLLIAANSCHE  EN  VAN  DE 
TANGENTEN-COËFFICIËNTEN. 


DOOK 


F.  J.    VAN   DEN  BERG. 


Evenals  in  mijne  vroegere,  in  de  Verslagen  en  Mededee- 
lingen,  Afdeeling  Natuurkunde,  2®  Reeks,  Deel  XVI,  1* 
Stuk,  1881,  blz.  74 — 176,  opgenomen  bfldrage  >  Over  perio- 
dieke terugloopende  betrekkingen  tusschen  de  coëfficiënten 
in  de  ontwikkeling  van  functiën ;  meer  in  het  bgzonder  tus- 
schen de  Bernoulliaansche  en  ook  tusschen  eenige  daarmede 
verwante  coëfficiënten",  ga  ik  ook  in  het  onderstaande  uit 
van  de  bepaling  der  Bernoulliaansche  en  der  tangenten- 
coëfficiënten als  coëfficiënten  in  de  ontwikkeling  van  twee 
der  meest  eenvoudige  goniometrische  functiën.  In  aansluiting 
namelijk  aan  blz.  82 — 83,  84 — 85  en  154 — 155  yan  die 
bijdrage  stel  ik  de  beide  ontwikkelingen 

--co^'^^S^^^^-^     en    tg^=fi^^^''^ 
2       2        V(2y)!  "^2        ^  {2q)l 

op  den  voorgrond,  waarin  weder,    omdat  de  gebezigde  boog 

niet  a:  zelf,  maar  -  is,  ^gy— i  den  q^^^  Bemoulliaanschen  of 
2 

verkleinden    cotangenten  coëfficiënt   en    ïg^— i  den  q^^'^  ver- 
kleiuden tangenten-coëfficiënt  beteekent,  z^nde  ook  nu  slechte 
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voor  de  regelmaat  en  de  beknoptheid  der  formulen  de  op 
zich  zelf  eigenlijk  overbodige  notatiën  B_^  =  —  1  en 
7^_j  =  O  als  vooropstaande  of  0^^  coëfficiënten  ingevoerd, 
terwijl  overigens  ook  in  het  verdere  het  teeken  p\  steeds 
in  plaats  van  het  gedurig  product  1  .  2  .  3  .  • .  j»  staat,  zoo- 

dat  blijkens  p !  =  -^ -^  aan  het   symbool  O !  de  waarde 

P  +  1 

1  is  te  hechten.    Al  dadelijk  geeft  nu  de  formule 

X  X  2  X 

COt-xr  —  2  cot  X  :=  cot-T  —  =z  tg  ^ , 

2  2x2 

cot  — 
2 

door  in  haar  eerste  en  haar  derde  lid,  uitgedrukt  in  de 
coëfficiënten  B  en  T,  de  coëfficiënten  van  den  algemte- 
nen    term    a?^?— ^    onderling   gelijk  te  stellen,  de  betrekking 

2  (22'; — l)  B2q-  {  =  T2q.  \;  en  deze  doet  alzoo  iedere  ft)r- 
mule  voor  de  BemouUiaansche  coëfficiënten  tevens  als  eene 
zoodanige  voor  de  tangenten-coëfficiënten  kennen,  en  omge- 
keerd. Deze  betrekking  eens  en  vooral  gevonden  zijnde,  zul- 
len wij  ODS  dan  ook  in  het  volgende,  alwaar  gewoonlijk  de 
formulen  in  T  een  meer  beknopten  vorm  hebben,  in  den 
regel  tot  deze  formulen  bepalen,  zonder  ze  nogmaals  neer 
te  schrijven  in  den  gew^zigden  vorm  dien  zij  verkrijgen  door 
voor  iederen  T  de  waarde  uitgedrukt  in  den  overeenkom- 
stigen  5  in  te  vullen. 

Vooreerst  heeft  men  nu,  overgaande  van  goniómetrische 
tot  exponentiale  functiën  en  daarby  als  gewoonlyk  door  e 
de  Neperiaansche  logarithmen-basis  en  door  i  de  onbestaan- 
bare eenheid  verstaande, 

ft  .    .     *  ix  ix 

2t8in ::         V        — ö- 

.      X ?_£ilZ.i__i  2 

**^2-  ^      X  -  ^-^      _if-^~.»-  +  i' 

2  C08-         e^  +  e    *^ 

en  dus,  vervangende  x  door  — ix  en- gelijktijdig  de  boven- 
staande tangenten-ontwikkeling  toepassende. 
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~~     "e*  +  l' 

Denkt  men  zich  hierin  het  laatste  lid  volgens  de  reeks  tss 
Maclausin  ontwikkeld,  dan  komt  onmiddellgk  door  gel^k- 
sielling  Tan  den  coëfficiënt  van  x^—^  aan  den  gelyknami- 
gen  van  het  voorlaatste  lid: 

,    ),-,  2k=]  ^  _JL_  V        ^  +  1/  = 

2  W-hl/ 

(2  7-1)!  d*89-l         (.  =  0)' 

hetgeen  onder  den  vorm 

^^~^  ""2(22^—1)""^     ^   227-1  da^-^        (x=o) 

naar  behooren  dezelfde  differentiaal-uitdrukking  voor  den 
^^^  Bernoulliaanschen  coëfficiënt  geeft  als  onder  anderen 
bij  R.  L0BA.TT0,  Lessen  over  de  differentiaal-  en  integraal- 
rekening, 2e  Deel,  1®  Afdeeling,  1852,  blz.  374—876,  en 
b^  S.  F.  Lacboix,  Traite  du  calcul  différentiel  et  du  calcol 
intégral,  2«  £d.,  Tomé  3,  1819,  blz.  107—114,  uit  andere 
gronden  volgens  Laplace  is  afgeleid.  Aldaar  wordt  dan 
verder  uiteengezet  hoe  Laplaob,  door  het  (2j — !)•  differen- 

tiaalquotient    van  de  functie  — — —  op  te  maken  eensdeeb 

onder  den  vorm  eener  eindige  breuk  met  («*  +  1)^  tot 
noemer  en  met  onbepaalde  coëfficiënten  voor  de  2q — 1  eer- 
ste magten  van  iF  in  den  teller,  ten  andere  onder  den  vorm 


eener  oneindige  reeks  komende  door  eerst  die  functie 


1  +  é-' 
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zelve  volgens  de  negatieve  magten  van  é^  te  ontwikkelen, 
tot  zyne  formale  voor  de  regtstreeksche  of  onafhankel^ke 
berekening  van  een  willekeurigen  BernouUiaanscben  coëfficiënt 
geraakt  is.  Deze  formule,  die  zich,  weder  in  7-  in  plaats 
van  in  5-vorm,  en  gebruik  makende  van  dubbele  ^-teekens 
en  van  de  gewone  notatie  voor  de  binomiaal-coëfficiênten, 
aanvankel^k  aldus  laat  schrijven: 

(_r'?^..,.,  =  £(-)-  %-)-\^\  (n-rp-K 

levert  het  groote  voordeel  op  dat  zg  zich  in  het  tweede  lid 
tot  slechts  het  halve  aantal  onder  het  eerste  ^- teeken 
staande  termen  laat  terugbrengen:  immers,  op  grond  dat 
de  (2 j  — 1)«  magten  van  de  natuurlijke  getallen  eenereken- 
kundige  reeks  van  de  (2  j— 1)«  orde  vormen  en  dus  hunne 
(2^)*^  verschillen  allen  gel^k  nul  z^n^  heeft  men 

ü  \  ^  / 

of,  omdat  hierin  de  term  voor  r  =z  n  van  zelf  gel^k  nul  is, 

waaruit  volgt,  vervangende  in  den  tweeden  -2'-term  den  wil- 
lekeurigen veranderleken  aanwijzer  r  door  2q — r  en  daarbij 


«p  {2IV1 = (?)  '""•• 


«-1 

ü  \  ^  J 

en    het    bl^kt   alzoo    dat    in    gezegde   formule  telkens  elke 

T£UL.   £N    MIDED.    AFD     h'ATüURK.    8<ic    BKEKl.    DUL    V.  24 
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twee  evenyer  uit  het  midden  verwgderde  termen,  in  n  en 
2q — n  namelgk,  onderling  gel^k  zyn,  dat  dus  ook  de  mid- 
delste term,  voor  a  =  ^,  op  zich  zelf  staat,  en  dat  b^geyolg 
Laplacb  zgne  formule  teregt  heeft  kunnen  inkorten  tot  wat 
weder  in   T-  en  in  ^-yorm  luidt: 

?  I  o  \  ^  / 

+  (-)7-l]p(-)r  f2^J(y_^)2,-l (1) 

Maar   ook    zonder    een    beroep   te  doen  op  de  reeks  van 
Maclauuik  kan   men  de    bovenstaande  onderlinge  gelgkheid 

der    twee    voor   —  ^^  TT    verkregen  waarden  bg  voorbeeld 

als  volgt  onder  anderen  vorm  verder  ontwikkelen.  Men  heeft 

1 


V^     '        (2?)!  «'+  1 


1  +  — 


=-5;(-i)«(«'-i)- («) 

I 
En  hierin  laat  zich  nu  substitueren 

--.•=5f-K(:)--«.=$(-.(:)$fc^. 

welke  substitutie  vooreerst  wegens  het  ontbreken  van  alle 
even  niagten  van  ;r  in  het  eerste  lid  der  vorenstaande  ge- 
Igkheid  aanleiding  geeft  tot  de  opmerking  dat  in  de  uit- 
komst de  coefiSciënt  van  eiken  term  ^  voor  «  =  2  ^  gelgk 
nul  moet  zgn,  dat  is 

]p(-  \Y  S  {-Y  (;;)  in-rf<i  =  O  , 
(waarin   namelgk   voor   r  de  bovengrens  n  door  n — 1  ver- 
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vangen  mogt  worden  omdat  voor  r  =  n  de  term  (n — r)^ 
verdwgnt,  terwyl  voor  n  de  bovengrens  van  oo  tot  2  g  mogt 
verminderd  worden  omdat  volgens  het  zoo  even  reeds  her- 
innerde de  (2^  +  1)^,  en  ook  alle  hoogere,  verschillen  van 
de  reeks  der  {2gY  magten  van  zelf  gelgk  nul  worden). 
Maar  ten  andere  geeft  diezelfde  substitutie  door  onderlinge 
gel^kstelling,  voor  «  =  2  g  —  1,  van  de  coëfficiënten  van 
x^—^^  en  met  inachtneming  van  eene  overeenkomstige  grens- 
verlaging,  en  na  vermenigvuldiging  met  2^7 -^.  (2  y — l)!, 
de  formule: 

(-)^-^ 72,-1  = 

9 

=  S  i-Y"^  22v-«-l  2;  {—y  h\  (n  -  r)27-l  =  \.  .(2) 

waarin    namelgk    als    vereenvoudigde    vorm    het  laatste  lid 
mogt  worden  bggeschreven  op  grond  van 

/«\ nl n_         (w— 1)! n_  /w— 1\ 

[r]  ~  rl{n—r)l~  n  —  r    r\{n^r— 1)1  ~  n—r  \    r     I 

In  plaats  van,  zooals  hier  geschied  is,  in  het  tweede  of 
het  derde  lid  voor  ieder  der  2q — 1  waarden  van  n  den  in 
de  ontwikkeling  van  (e* — 1)"  voorkomenden  coëfficiënt  van 
den  term  x^9-^  zelfstandig  in  Vr"'^^^'^  uit  te  drukken,  kan 
lüen  deze  coëfficiënten  voor  de  opvolgende  n  ook  geschikt 
door  eene  terugloopende  formule  uit  elkander  afleiden,  uit- 
gaande namelgk  van  dézen  vorm  van  ontwikkeling: 

Waarin  men  wegens  e^ —  1  =  ar  -j-  enz.  de  veranderlyke  s 
werkelgk  eerst  bg  n  als  benedengrens  behoeft  te  doen  aan- 
vangen, en  opmerkende  dat 

%4l^ 


(»'-!)" 


dx 


(364) 


«^  =  n  : —  4- 


(«-!)! 


n! 


(«-!)! 


is,  verkrijgt  men  door  substitutie  hierin: 


«  («—1)!  ^         8\        UTi  «! 

en  na  dus,  ten  einde  de  coëfficiënten  van  jp^-^  in  beide  le- 
den onderling  gelijk  te  kunnen  stellen,  in  het  tweede  lid 
de  willekeurige  veranderlijke  8  door  s — 1  vervangen  te  heb- 
ben, geeft  deze  gelijkstelling  de  algemeene  herleidingsformuie 

voor  de    coëfficiënten  P.    In  aanmerking  nemende  dat  voor 

n  =  1    alle    Pi.,  =  1  bekend  zyn,  en  evenzeer  voor  «  =  « 

alle  Pnji  =  1,  vult  men  door   deze  formule  gemakkelgk  de 

volgende 

:r*        (ö^— 1)" 
Tabel  der  coëfficiënten  P».,  van    -  in  ; — 


1! 

a-2 
2! 

3» 

3! 

4! 

«6 

5! 

a-6 
6! 

«7 
7! 

1 
enz. 

n=l 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

n=2 

1 

3 

7 

15 

31 

63 

n  =  3 

1 

6 

25 

90 

301 
350 

n  =  4 

l 

10 

65 

1 

n  —  h 

1 

15 

140 

n  =  6 

1 

21 

1 

n  =  7 

1 

enz. 

i 
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in,    waarvan    alzoo    de    beteekenis    is   dat  men  voor  eenige 

waarde    van    n  de  ontwikkeling  van  j —  verkrggt  door 

de  som  te  nemen  der  producten  van  de  coëfficiënten  voor- 
komende in  de  door  deze  n  aangewezen  rij  met  de  daar- 
boven staande  termen  aan  het  hoofd  der  tabel.  (In  het 
voorbijgaan  zy  hier  herinnerd  dat  de  coëfficiënten  der  tabel 
dezelfde  zijn  die  voorkomen  in  de  foroiulen  voor  de  eindige 
differentiën  der  opvolgende  orden  van  eene  willekeurige  func- 
tie uitgedrukt  in  de  differentiaal-quotiënten  dier  functie :  im- 
mers voor  y  =L  f{x)  in  verband  met  y-f-  Ay  =  /'v^4-A) 
geeft  het  theorema  van  Taylor,  wanneer  men  daarop  eene 
symbolische  schrijfwijze  toepast, 

en  dus  de  herhaling  van  dezelfde  bewerking  in  het  algemeen 

A»y  =  l«  ^'-ij   y, 

zoodat  ook  te  dezer  zake,  zij  het  symbolisch,  eene  uitdruk- 
king van  denzelfden  vorm  [e^ — 1)*  als  zoo  even  optreedt. 
De  vorenstaande  tabel  komt  dan  ook  werkelijk  te  voor- 
sch^n  indien  men  de  onder  anderen  bij  Lobatto  op  blz. 
335  uit  zyne  herleidingsformule 


(«)  /    («-:)  in)    V 


opgemaakte  tabel  der  coëfficiënten  p  voor  de  gezegde  diffe- 
rentiën vereenvoudigt  door  de  opvolgende  r^en  te  deelen 
door  hare  eerste  termen  1 !  =  1,  2 !  =  2,  3 !  =  6,  4 !  =  24, 
5!  =  120,  6!  =  720,  7!  =  5040,  enz.,  hetgeen  nederkomt 
op    den    overgang    van    zgne  tot  onze  coëfficiënten  volgens 

p    '  =  n !  Pn,ê    en    den    daamit    dadelijk    en  naar  behooren 

voort vloeijenden  overgang  van  zijne  herleidingsformule  in  p 
tot  [de  onze  in  P.  Ter  z  ike  van  vorenstaande  tabel  vond 
ik  overigens  nog  aangehaald  Lacuoix,  blz.  124  en  300,  en 
L.  EüLB»,  Differentialrechnung,  2«'^  Theil,  1790,  blz.  59—63). 


(  866  ) 

De  Substitutie  nu  in  de  formule  (a)  yan  de  op  deze  wgze 
in  de  coëfficiënten  P  uitgedrukte  («* — 1)»  geeft 

00  GO  OO 

waarb^  wig  niet  op  nieuw  stilstaan  bij  bet  noodwendig  ver- 
dwenen yan  den  voUedigen  coëfficiënt  van  iedere  evenmagt 
tan  X  in  bet  tweede  lid,  maar  daarentegen  door  onderlinge 
gel^kstelling  der  coëfficiënten  van  de  algemeene  oneven  magt 
x^—^  in  beide  leden,  na  dezelfde  grensverlaging  voor  n  en 
dezelfde  vermenigvuldiging  met  2^9-^.  (2  q — 1)!  als  bfl  (2), 
besluiten  tot: 

22^-2  Y^ 

9  i 

En  deze  formule,  die  in  wezenlijkheid  slechts  een  andere, 
terugloopende,  vorm  van  den  zelfstandigen  vorm  (2)  is,  be- 
hoeft aan  de  vorenstaande  tabel  dus  telkens  slechts  de  geza- 
menligke  coëfficiënten  P  eener  zelfde  kolom  van  oneven  rang- 
orde 2q^l  te  ontleenen :  voor  de  hier  te  maken  toepassing 
zign  de  even  kolommen  allen  overbodig,  en  dit  geeft  dan 
ook  aanleiding  tot  het  regtstreeks  zamenstellen  voor  ons 
doel  van  de  tabel  in  zamengedrongen  vorm,  met  behoud 
namel^k  van  alle  rijen  maar  alleen  van  de  oneven  kolom- 
men. Daartoe  dient  in  plaats  van  de  bovenstaande  van  t 
op  «—1  terugloopende  herleidingsformule  voor  P  eene  an- 
dere te  komen,  die  telkens  van  s  op  8  —  2  verspringt;  en 
zulk  eene  verkrggt  men  door  het  toenmaals  gevonden  eerste 

(gr lY 

differentiaal-quotiënt  van  j —  nogmaals  te  differentiëren 

en  in  de  uitkomst  dit  quotiënt  zelf,  zoowel  voor  n  als  voor 
n — l,  te  substitueren,  hetgeen  geeft 

^(^^-i)*     j(^-i)"    j(^-i)'-^ 

wl nl__  (rt— l)i 


da^  dx  dx 
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dat  is 

«o 


(—2)! 


=  n»  £  P,^  ^  +  (2  n-l)  J;  P...U  -,  + 


«! 


«-1 


<! 


+  Sp»-^f;. 


«—2 


waaruit,  na  vervanging  in  het  tweede  lid  van  9  door  «—2, 
de  bedoelde  formule 

P.^  =  ffi  P.^.2  +  (2n-l)  P„-U-2  +  Pn-2..-2 

komt.  Deze  formule  die,  ware  het  noodig,  even  goed  voor 
het  zamenstel  der  uitsluitend  even  als  voor  dat  der  oneven 
kolommen  zou  kunnen  dienen,  strekt  alzoo  tot  grondslag 
▼an  de  volgende  in  ons  geval  toereikende 

Tabel    der  coëfficiënten  P«^  van  de  oneven  termen  —  in 

ë\ 

je'  -  1)' 
n!        • 


1! 

*3 
3! 

7! 

a-9 
91 

enz. 

n=l 

1 

1 

1 

1 
63 

1 

n  =  2 

3 

15 

255 

n  =  3 

1 

25 

301 

3025 

«  =  4 

10 

1 

350 
140 

7770 

n  =  5 

6951 

«=6 

21 

2646 

n  =  7 

1 

462 

n=:8 

36 

n  =  9 

1 

enz. 

(  368  ) 

Hiermede  afstappende  van  hetgeen  voor  ons  doel  nit  de 
ontwikkeling  van  (a)  voortvloeit,  gaan  wg  over  tot  het 
opmaken  van  andere,  meer  eenvoudige,  formulen  voor  de 
onafhankelijke  berekening  van  de  tangenten-  en  dus  ook 
van  de  BernouUiaansche  coëfficiënten.  Wij  beginnen  daarb^, 
ten  einde  zoo  straks  een  herhaald  gebruik  van  de  uitkom- 
sten te  kunnen  maken,  met  een  onderzoek  naar  de  ontwik- 
keling, zoowel  in  zelfstandigen  als  in  terugloopenden  vorm, 
eener  willekeurige  raagt  van  den  sinus  uitgedrukt  in  de 
magten  van  den  boog.  Hiertoe  kan  als  uitgangspunt  de 
formule 

n 

sin  af                          I sin  xX* 
dienen.     Maar   omdat    en  dus  ook     )    slechts  de 

;F  V     -P     / 

positieve  even  magten  van  x  bevat,  kannen  in  het  laatste 
lid  geene  andere  magten  dan  van  den  vorm  ƒ«  +  ^'  voor- 
komen. Vervangende  dus  aldaar  s  door  n  +  2  «,  keerende 
de  volgorde  der  beide  somraatiën  om,  en  deelende  door  t*, 
verkrggt  men  vooreerst 

2         " 

(a«w).  =  Ei-y  ^^,'^i-y  (:)("-2')-*". 

in  welke  formule  echter  de  onder  het  tweede  -2*-teeken 
staande  termen  tot  slechts  het  halve  aantal  zijn  terug  te 
brengen  omdat  steeds 

(_)r  /"^Wn  — 2  r)«+?' =  (—)«--(    ^    I  (n  — 2(n  — r))«+2' 

is,  dat  is  elke  twee  evenver  uit  het  midden  verwijderde  ter- 
men, in  r  en  n — r,  onderling  gelyk;  zoodat  men,  deelende 
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door  2,  en  ingeval  van  even  n  opmerkende  dat  dan  de  mid- 

n 
delste  term,  voor  ^  =  "i  van  zelf  gelijk  nul  is,  en  dat  dan 

2 

tevens  overal  n— 2r  =  2  f-  —  r)  kati  geschreven  worden, 

verkrggt : 

(voor  oneven  n)  \ 

(voor  even  n) 

.V^    \«f2,)!V^-Mr/l2-'^) 

Thans    de   ontwikkeling  derzelfde  functie  siri^  x  volgens  te- 
rugloopende  coëfficiënten.  Stel  daartoe 


Tl!  ^V      '    ""^"      (n  +  2*)! 

dan  make  men  gebruik  van 


d^ d 


n!  (n— 1)!  ~gm»;r+(n— l)Mn^~gj-(l--OTn^^) 


d^2  rfar  (n— 1)1 

=  ""  ";:r  "*■  0^1:27!' 

dat  is  b^  substitutie 


co  **' 


(;j  +  2*-2)!~     "  ^^'    '  "''■''^%  +  2<!" 


.«4-2#-i 
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Vervangt  men  hier,  ten  einde  de  coëfficiënten  van  a?«+*«-* 
in  beide  leden  gelyk  te  kunnen  stellen,  in  den  eersten  term 
van  het  tweede  lid  den  veranderleken  aanwgzer  s  door  «—1, 
dan  geeft  deze  gelgkstelling  de  herleidingsformule 

voor  de  coëfficiënten  Q.  Ofschoon  dus  deze  formule  iu  ver- 
band met  (/?')  even  goed  voor  even  als  voor  oneven  waar- 
den van  n  geldt,  is  echter  voor  even  n  de  invoering  van 
verkleinde  getallencoëfficiënten  Q'  mogel^k  en  b^  de  toe- 
passing verkieslyk.  Stel  namelyk  dat  in  dat  geval  ieder 
dezer  nieuwe  coëfficiënten  Q'  met  den  gel^knamigen  oor- 
spronkelgken  coëfficiënt  Q  zamenhangt  volgens  Q«.ji+^  = 
=  2^  Qm.»+s«  (waarin  dus  telkens  de  exponent  van  2  gel^k 
is  aan  het  verschil  der  beide  aanwyzers  van  Q  of  Q%  dan 
kan  men  vooreerst  de  formule  (/?'j  bg  vermenigvuldiging 
met  2«  schrijven  onder  den  vorm 

n  l  ^)  (n  -f-  2 «) ! 

en  ten  andere  de  daarin  alsnu  voorkomende  coëfficiënten  O! 
uitrekenen  door  de  herleidingsformule 

Q'n   n-^2'  —   |-|     Q'«.nr2*-2+   Q'«— 2.«f2*-2 

komende  door  de  drie  termen  van  de  evengevonden  formule 
in  Q  opvolgend  te  deelen  door  de  drie,  ieder  aan  2^  ge- 
lijke, waarden  2(«-^2*/-»,  22.2(«r2*-2)-«  en  2(»+2*-2)-(«-8). 
In  aansluiting  nu  aan  de  twee  omschreven,  oneven  en  even, 
stelsels,  en  in  aanmerking  nemende  eensdeels  dat  in  {/f) 
voor  n  =  1  w^ens 


1!     ~  V^""^(l  +  2*)! 
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alle  Ql\+2i  =  1  en  voor  «  =  O  alle  Q».»  =  1  bekend  zgn, 
anderdeels  dat  in  (/?")  voor  n  =  2  wegens 


(2  sin  x)^ 


2! 


(2dr)g-»- 


21 


(2+2.)! 


alle  0*2.2 +2*  =:  1  en  voor  «  =  O  alle  Q'».»  =  1  evenzeer 
bekend  zgn,  verkrijgt  men  zonder  moeite  de  beide  onder- 
staande afzonderlek  voor  oneven  en  voor  even  n  dienstige 
tabellen : 

;r"  ■*"  2  '  * — ^  «tn*ir 

Tabel  der  coëfficiënten  Q«  ,^.21  van  , in  (— )  ^  — — 

(n-|-2«)!  w! 

(voor  oneven  n). 


1! 

*8 

~3! 

5! 

7! 

ar» 
91 

arll 
111 

enz. 

n=l 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

n=3 

1 

10 

91 

820 

7381 

«  =  5 

1 

35 

966 

24970 

«  =  7 
n  =  9 

1 

84 

5082 

1 

165 

n=ll 

1 

enz. 
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Tabel  der  coëfficiënten  QV,  ^?,  van  ^-^ in  (— )^      ^        ' 

(n  +  2*)!  n! 

(voor  even  n). 


2! 

(2^)* 

(2  jf 
6! 

(2*)8 

(2*jio 
10! 

(2^)1* 

euz. 

4! 

8! 

12! 

n  =  2 

1 

1 

l 
5 

1 
21 

1 

1 

n  =  4 

1 

85 

841 

n  =  6 



— 

1 

14 

1 

147 

1408 

n  =  8 

30 

627 

«=10 

1 

55 

n=12 

1 

enz. 

in  ieder  van  welke  tabellen,  evenals  in  de  allereerste  tabel, 
de  ontwikkeling  der  aan  het  hoofd  vermelde  functie  voor 
eenige  waarde  van  n  weder  komt  als  algebraïsche  som  der 
producten  van  de  door  deze  n  aangewezen  coêfficiëntenrij 
met  de  daarboven  geplaatste  termen  in  ar. 

Wat  nu  het  gebruik  betreft,  dat  wij  van  de  voor  «n"j 
gevonden  formulen  (/?),  (/:?')  en  (/?")  voor  ons  doel  wenschen 
te   maken,    merken    wij   in  de  eerste  plaats  op  dat  men  — 


in  dit  geval  liever  dan  van  tg ; 


dadelijk  van 


sinx        .     ,^        .  o  x-è       V:J1.3.5...(2  7i-1)      ^     , 

tga}=z =  8in x{l^nn^ir)      =  7*. «m*"+ */ 

()     2  4.0 (2  n) 


€08  X 


zelf  de  ontwikkeling  volgens  de  opklimmende  oneven  mag- 
ten van  sin  x  voor  zich  heeft ;  en  daarbij  blgkt  voor  den 
door  n  =  O  aangeduiden  term  niet  alleen  aan  den  noemer 
2 . 4  •  6 . . .  (2  n)  =  2"  .  n !  van  de  vooropstaande  breuk,  krach- 
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tens  het  in  den  aanhef  gezegde,  maar  evenzeer  aan  den  on- 

A     A  (-l).1.3.5...(2n-l) 

der  den  vorm te  besenouwen  teller, 

en  dus  ook  aan  de  breuk  zelve,  de  eenheid  tot  waarde  te 
moeten  worden  toegekend.  Vult  men  nu  in  het  eerste  lid 
de  waarde  uitgedrukt  in  de  tangenten- coëfficiënten  in,  en 
in  het  laatste  lid  voor  de  algemeene  oneven  magt  van  ain  x 
de  waarde  die  b^  vervanging  van  n  door  2  n  -{~  1^  hetzg 
uit  de  eerste  formule  (/?)  hetzij  uit  de  formule  (/?')  komt, 
dan  beschikt  men  over  de  dubbele  gelykheid 


V"ï'2c-i  o      ,        V::  »l-3.5   ..(2n— 1)     1 

V*  ll.3.5...(2n  — 1)   ,„      ,    ,  ,, 
o 

^(— )'    Q2iH-l.2»-h2*-l-l 


1.3. 5. ..(2.-1),^^^^^^^ 
2.4.6 (2n) 

^2  »  +  2  *  -f-  l         J 


(2n  +-  2«  +    1)!) 

En  nu  is  niets  anders  noodig  dan,  na  in  het  tweede  en 
het  derde  lid,  om  aldaar  dezelfde  magt  x^i-^  als  in  het  eer- 
ste lid  op  den  voorgrond  te  kunnen  brengen,  «mg' — n — 1 
genomen  te  hebben,  de  coëfficiënten  van  deze  m^  in  de 
drie  leden  onderling  gelyk  te  stellen,  ten  einde  na  verme- 
nigvuldiging met  (-)7 -1(2  9  — 1;!  ^  kunnen  besluiten  tot 
déze  dubbele  formule,  de  eerste  onafhankeliik,  de  tweede  in 
de  terugloopende  coëfficiënten  Q,  voor  den  willekeurigen  tan- 
genten-coëfficiënt : 

2?y-2                   ^1            1.3.5...(2w— 1)     1 
(.,),.l  __  T,,^,  =  21 1  (  -  )-  2.4.6 (2nT    "^ 

n 

y7(_)rf2«  +  l\(2„_2r+i)2?-\'  ...  (3) 
o  \      ♦■      /  ' 
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9-1 

=H(-)"(1.8.5...(2n-l))«(2«-!-l)(2ï,+,.2j_i;..(3') 
u 

z^nde  hierin  weder  voor  n  de  bovengrens  van  oo  tot  y— 1 
verlaagd  kunnen  worden,  omdat  in  (3)  het  (2  n  -|-  1)«  ver- 
schil van  de  reeks  der  {2q — 1)«  magten  van  de  opvolgende 
oneven  getallen  voor  iedere  2n  +  l^2q — 1  van  zelf  ver- 
dw^nt,  of,  wat  hetzelfde  zegt,  omdat  de  in  (3')  aan  eene 
zelfde  kolom  van  de  voorlaatste  tabel  te  ontleenen  coëf&ciën- 
ten  Q2«-h  1.29—1  blikbaar  komen  te  ontbreken  zoodra  ook 
hier  2  n  +  1  >  2q — 1  zou  zgn. 
Ook  de  ontwikkeling 

^        V     l+co82x  8in2x  ^2.4.6  ..(2n+2) 

volgens  de  opklimmende  oneven  magten  van  sin  2  x  in  plaats 
van  sin  x  zelf  kan  geschikt  tot  een  paar  nagenoeg  gelyk- 
vormige  formulen  voor  den  algemeenen  tangenten-coëfficiënt 
dienen.  Past  men  hier  namelijk  geheel  dezelfde  bewerking 
toe,  maar  bovendien  eene  deeling  door  2^9-2^  dan  vindt  men: 

._x,_i^kri= y:  (._)„  i.3.5...(2«-i).  1 

^     ^  q  T^r         2.4.6...(2n+2)  22»-> 

n 

'^i.-rl^'"^  ')  (3«-2' +!)'«-' j (*) 

^S(-)-"-^-'-'^"-'"''"'-'"'?-^'.'>--w 

En  in  plaats  van  de  tangens  zelf,  kan  men,  en  wat  een- 
voudigheid van  uitkomst  betreft  nog  met  wel  zoo  goed  ge- 
volg, haar  differentiaalquotient  tot  uitgang  van  berekening 
doen  strekken:  zelfs  heeft  men  hier  niet  alleen  weder  ge- 
schikte ontwikkelingen  in  sinx  zelf   en  in  8in2x,  maar  bo- 

X 

vendieu  in  «in—.  Men  kan  toch  schryven  —  wat  den  tweeden 
2 


(  37B) 

regel  betreft  door  de  laatst  gevonden    ontwikkeling  van  tgx 
zelf  te  substitueren  — 


00 


il— MW^^' 


J^«iri'«;p 


u 
dx        cos^x       j    ^n2x         ^2.4.6...(2n  +  2) 
i  l-2m^\"^  =^{n+l)2nsin^n^ 
en    heeft  dus  hier   telkens  met  de  opvolgende  even  magten 

X 

van  den  sinus  van  ar,  of  van  2x^  of  van  -•,  te  doen.  Alzoo 

geefb  bg  voorbeeld  de  eerste  regel,  door  nu  b^  vervanging 
van  n  door  2n  hetz^  de  tweede  formule  (/?),  hetzg  de  for- 
mule (/?'')  toe  te  passen  —  daarbg  evenwel  lettende  dat  de 
toepasselgkhcid  van  beide  deze  formulen  zelve  eerst  bij  n=  2^ 
en  dus  na  de  gezegde  vervanging  eerst  bij  n  =  1  begint, 
en    dat  alzoo  de  noodzakelijkheid  ontstaat  in  ieder  der  drie 

dtg  X 

voor   verkregen  ontwikkelingen   telkens  den  term  voor 

dx 

rir=0,  dat  is  de  eenheid,   afzonderlijk  op  den  voorgrond  te 

brengen  — 

V  (2?)!  '     ^ 


«—1 


En  neemt  men  hier,  ter  onderlinge  gelgkstelling  der  coëffi- 
ciënten   van    (2ar)2v'^,    thans    in    het  tweede  en  het  derde 


(  376  ) 

Hd   weder  8z=q-^n — 1,  dan  verkr^gt  men  na  vermenigral- 
diging  met  (— )^-l  (2y— 2)!  het  stel: 


waarin  ook  nu,  om  reden  als    zoo    even,  voor  n  de  boven- 
grens 00  door  q — 1  vervangen  mogt  worden. 

Op    dezelfde   w^ze    geeft   de   tweede  r^el  aanleiding  tot 
de  dubbele  formule: 

9 


=^-y'^,^r-''^^0-'^-'- 


.(6) 


q~\ 

V*  (1.3.5...(2n— 1  )8    „      „ 

=2i(-)- ^;;^^ — -'.2«7-2«-'  a'2..8,-2.  ..(6') 

En  de  derde  regel  tot  de  dubbele  formule: 

9—1  K  — 1 

Eenigzins  meer  zamengestelde  formulen  verkrijgt  men  door 
van  bet  tweede  differentiaalquotient  van  tgx  uit  te  gaan, 
hetgeen  bier  doelmatig  onder  den  dubbelen  vorm 


(  377  ) 

i  ^  ^  -T  2.4.6 (2n) 

do?»     cos^x    ]        9in^2x     ~  8in^2x  ~ 

\  ^2.4.6...(2n+4) 

kan  geschieden,  zoodat  in  beide  deze  gevallen  de  eerste  for- 
mule (ji)  en  de  formule  (/?')  voor  de  oneven  sinusmagten 
weder  aan  de  orde  zijn.  Men  heeft  nu,  dezelfde  handelwgze 
als  tot  nog  toe  volgende,  déze  bewerkingen:  de  twee  even- 
genoemde  formulen,  na  vervanging  van  n  door  2  n  +  1  en 
in  het  tweede  geval  bovendien  van  x  door  2  ^r,  te  substi- 
tueren; op  te  merken  dat,  al  begint,  evenals  in  de  te  vin- 
den uitkomsten,  in  het  in 

overgaande  eerste  lid  de  feitelgke  toepassing  eerst  b^  ^^  =  2, 
het  niet  eens  noodig  is  voor  de  ondergrens  aldaar  2  in 
plaats  van  O  te  schrijven,  wyl  voor  y  =  O  de  factor  r_, 
en  voor  q=l  de  factor  2  q—2  toch  van  zelf  gelgk  nul 
worden;  voorts  ten  behoeve  der  gelijkstelling  van  de  coëflS- 
ciënten  van  a^9^^  of  van  (2iF)^7— •*  thans  «  =  y — n — 2  te 
nemen;  eindelgk  met  (— )^— ^  (2g'  — 3)!  te  vermenigvuldigen 
en  voor  n  de  thans  geoorloofde  verlaging  der  bovengrens 
van  00  tot  9  — 2  toe  te  passen.  De  uitkomsten  zgn:  in  het 
eerste  geval  het  stel 


027-2  V:4,     X     ,  1.3.5...(2n4-l) 

H 


1 


22«-i 
.(8) 


,-8 


=  2^(— J— M1.3.5...(2n  f  l)fQin+i.2t-&,  .  .  (8') 

u 
en  in  het  tweede  geval  het  stel 
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^     '  q      ~  X'l       '        2.4.6...(2n  +  4)     22-2 

S 

^_)r(2«+  l\(2„_2r+  1)29-8| (9) 

O  \       ••       ƒ  ] 

=  2   V^->         (2„+2)(2„  +  4)    ««-+'•«'-»•  •  -(^^ 

Wilde  men  in  denzelfden  trant  met  de  hoogere  differen- 
tiaalquotienten  van  tg  a  voortgaan,  dan  zou  men  als  Yolgti 
om  daarvoor  de  ontwikkelingen  volgens  de  magten  van  nu  x 
te  verkrygen,  weder  geschikt  van  herleidingsformulen  ge- 
bruik kunnen  maken,  die  bovendien  nageno^  onveranderd 
voor  de  ontwikkeling  volgens  sin  2  ;p,  en  voor  oneven  diffe- 

rentiaalquotienten    ook    nog    voor    die  volgens  sin  -  zonden 

kunnen    dienen.    Stel    dat    in    het    algemeen    voor  zekere  p 
reeds  gevonden  is 

00 

dP  ta  X        V^ 


dü^ 


=  11^1 


>.«Mn*"  .  ';p, 


waarin  de  coëfficiënt  Np,n  dus  eene  bekende  functie  van  den 

rangwjjzer    n    is,    terwyl    voor    oneven    p  steeds  a  ■=  O  en 

voor   even    p    steeds    or  =  l    zal   blgken  te  zgn,  dan  komt 

dP+*  tg  X 

door  tweemaal  te  differentiëren:  ^,  dat  is 

do^^^ 


«  d]£  (2  n + a)  N^.n  m«»+«-ï 


xcasx 


o 

oo 


dx 

=y^J2n+a)N.,J  f  2n+«-  1  Wn»»  1-'-  ggf  l-^in»arWgmg«-h«i?  1= 
o 

OP 

=  2  (2 n  +  a  —  1) (2n  +  a)iVp.„ m««+«-» a?  — 
o 

00 


(  8TO  ) 

en  das  door,  in  den  eersten  term  van  het  laatste  lid  n  ver- 
vangende door  t»  +  1,  de  coëfficiënten  van  sitfi'+'x  in  de 
beide  uiterste  leden  gel^k  te  stellen: 

I^p+ij,-{2n  -h  «+l)(2n+«+  2)Np^+i  -  (2n  +  a)»A>,. 

Of  afisonderlgk:  voor  oneven  p,  bg  vervanging  door  2p-{-1, 

Nt,+z.n  =  (2n  -f-  l)(2n  +  2)  JV,^+i^+i  -  (2 n)»  N-ip+i.,', 
en  voor  even  p,  bg  vervanging  door  2p, 

I^ip+i.n  =  (2  n  +  2)  (2  n  -h  3)  JVs^^+i  -  (2  n  +  1)«  Nip.,, 

terwgl  men  in  dit  laatste  geval  nog  doelmatig  volgens 

1.3.5...(2«-1) 
^^•'  =  2.4.6 (2„)^*''-       • 

eenvoudiger  functiên  iV  kan  invoeren,  waarvoor  dan 

J^ip+2^  =  (2  n  + 1)  { (2  n  +  3)  N'ip,„+,  -  (2  n  -)-  1)  iV^.} 
wordt.  Men  heeft  alzoo  in  het  algemeen  de  twee  typen 


dx^P- 
cPPtgx       v:i.3.5...(2n-l)  ,„ 


en 

i«tn*"+^  X, 


~4^2.4.C (2n)'   '''•" 


en    verkrjgt  hiervoor,  uitgaande  voor  p  =  O  van  de  boven 

dto  !f 

voor    tgx    zelf   en    voor   opgemaakte  ontwikkelingen 

dx 

volgens  9in  x,  dat  is  van  A^,,  =  1  voor  de  tweede  en  van 
j^Lii  =  1  voor  de  eerste  type,  en  verder  beurtelings  de  even- 
gevonden herleidingsformulen  voor  de  functiên  iVg/j+a.»  en 
iVsp+s.»  toepassende: 

iV2«»  =  2  (2  n  -|~  1)   (ïii  overeenstemming    naar  behooren 

d^  tg  X 
met  de  boven  reeds  regtstreeks  voor  berekende  waarde)f 

d  xr 

S5* 
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Nu  =  2(3n  +  1),    iV^.,  r=  16  (2n  +  1)  (n  +  1), 

JV5^=4(15n2+15n  +  4),  iVV.«=16(2n  |-l)(12nH28n  +  17), 

A^7.„  =  8  (105  nS  +  210  n^  x  147  n  +  84),  enz. 

Deze  fuDctiën  blaken  dus  al  spoedig  zameDgesteld  te  wor- 
den en  ieder  voor  zich  geene  in  het  oog  loopende  wet  te 
volgen;  en  juist  daardoor  zou  bet  voordeel,  dat  bij  aan- 
wending der  klimmende  differentiaalquotienten  van  tg  x  de 
komende  formulen  voor  den  algemeeuen  tangenten-coëfficiënt 
steeds  uit  minder  termen  in  n  zouden  bestaan  en  bovendien 
in  ieder  dezer  termen  steeds  lager  magten  zouden  bevatten, 
meer  dan  te  niet  gedaan  worden.  Wij  gaan  dan  ook  op  dezen 
weg  niet  verder  voort,  behoudens  alleen  de  vermelding  dat 
uit  het  betrekkel^k  nog  eenvoudige  derde  quotiënt,  namel^k 


d^  tg*x 

11 


QO  00 

^^  =  SA^a.1.  slffi^  a:  =  2  ^  (3  «  -I-  1)  sin^x, 


wanneer  men  daarop  dezelfde  handelwijze  als  voor  de  vori- 
gen  toepast,  te  voorschgn  komt  het  stel  formulen  (waarvan 
de  toepassing  nu  echter  eerst  met  ^  =  3  begint): 

(-)'-• ''f^=§(-)--'^B-)f;)(«-)''-Mio) 

y;.   ,.-i(3«  +  i)(2«)i 

Zooals  zich  na  het  vorenstaande  wel  verwachten  laat,  be- 
staan de  uit  integratie  in  plaats  van  differentiatie  af  te 
leiden  formulen  weder  uit  meer  termen  in  n.  Ook  ten  deze 
zullen  wij  ons  bekorten,  en  alleen  de  dubbele  uitgangs- 
formule : 

I  tgxdx=^^Nepdog,c08r=zl 

^  \  l  jr\  xr^2«      s 

\-Nep.log\  1— 2«iAi2^,=2^-MV-- 


(Ö81) 

en  het  daaruit  voortkomende  dubbele  stel: 

<-)'-'^=$<-)-'d^S(-)'(^)("-)"..(ii) 

=?<->-' 5^  <^- <"^ 

en 

«-1 


( 


22^-2  '^-^  1      X^  l2n\ 

_)^i__T,,_.=2:^(_)»-i__^^(_)^j(„_,)8,..(i2) 


7 

=E(-)->  1^!  Q'.-^, (12') 

neêrschrgven. 

Om  door  een  bepaald  voorbeeld  de  meerdere  of  mindere 
eenvoadigbeid  van  alle  voor  de  tangenten-coëfficiënten  ver- 
kregen formulen  duidelijk  in  het  oog  te  doen  vallen,  plaatsen 
wg  ten  besluite  van  deze  afdeeling  de  voluit  geschreven  vor- 
men bijeen  die  zg  ieder  voor  zich  voor  y  =  4,  dat  is  voor 
den  vierden  coëfficiënt  Ty,  opleveren.  Men  verkrggt  daarvoor 
opvolgend : 

door  de  formule  van  Laplace: 

_^.=.|,-(.-(»)).(.-(j)..Q)j- 

en  verder: 


(  382  ) 

=  2«.1  — 26.2(26  — l)  +  2*.3(3«—[j]26  +  l)  — 
_2».4(4«-  |JJ3«  +  (gja"-  l)  +  2«.5(5«-|^)46+U 

+(:)»'-(5>'+') 

=  2».  1 !  1  —26.2  '63  +  2*.  3!301  —  28.4!  360  + 

+  28.5!t40  — 2.6!21  +  1.7!l (2') 

4     ^  2  2«        "^  2 . 4  2* 

i:M."-(')^'-Q"-ra)  „ 

~2   4.6  2«  •  •'^^' 

=  1.1  —  18.3.91  +  (1.3)8.5.36  — (1.3.5)8.7.1..  (SO 


/  -^  _    2— 

4        2'        2.4        2 


1.4        2        "''2.4.6  28 


2.4.6.8 


26 


=  l.,-^i-^.I  +  <i:ffiL^,6_<i5:aL^,.. 


m 
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=-i'+^-:i' « 

-^-(-(>+ö) («) 

^   Ty  _  -  2  +  3.       2       -4.  ^5  .  .  (7) 

2.2!    ^    .    3.4!   ,       4.6!    . 

=  -^-^+ir-6-^.i (7') 

-  r,  =  _2+-.-^-— .— 11,_W..(8) 

=  2  {-18.1  ^-  (1.3)«.10- (1.3.5)8.1)    ....  (8') 

4  2.4       ^  2.4.6  \  \vy 

_    1.3.5  \l)      ^\2] 

2.4.6.8*  28  (^) 

-28l_Ü.H-il:^*10_ü:^'l(       (9. 
--  2.4**  +    4.6  --^  6.8    '^    •  '^^> 


(  S84  ) 


.    .-O 


-i  =  — _7. ^^ (10) 

4        2»         •      2*  ^ 


=  L1'.1_Z^!., (,0', 


23    •-         26 


4        1  2.2«       "'"  3.2* 


--O+jlMI) 


4.26 


(11) 


2!     .         4!        .  6!     ,,  8!     ,    „„ 

.  >  -O .  --O-C) 


4     ^       1  2.2        ^  3.2» 


-'-(>^(:>°-Q 


4.2» 


(12) 


21  4!  6!  8! 

Terwyl  alle  formulen  van  dit  overzigt  —  waarin  de 
zooals  gezegd  telkens  gezamenlyke  aan  eene  zelfde  kolom 
van  onze  tweede  of  derde  of  vierde  tabel  ontleende  coëflB- 
ciënten  P  of  Q  of  Q'  ter  onderscheiding  vetter  gedrukt 
zign  —  werkelijk  in  de  gemeenschappelijke  uitkomst  Ty  =  17 
zamenvallen,  ziet  men  hoezeer  de  dubbele  formule  (10)  (10') 
het  van  alle  overigen  wint  én  in  minder  aantal  termen  of 
coëfficiënten  Q'  én  in  lagere  in  die  termen  voorkomende 
magten.  Toch  neemt  dit  niet  weg  dat,  wanneer  de  bedoe- 
ling is  eenige  opvolgende  tangenten-coëfficiënten,  te  begin- 


(  S85  ) 

nen  met  den  eersten,  feitel^k  uit  te  rekenen,  dit  wel  in 
den  regel  eenvoudiger  dan  door  de  hier  behandelde  zelf- 
standige formulen  zal  gelukken  bij  voorbeeld  door  periodieke 
terugloopende  formulen  zooals  ik  in  mgne  vroegere  bg- 
drage  ontwikkelde.  Steunende  op  blz.  125  van  die  bydrage 
haal  ik  daarvan  als  enkele  beknopte  voorbeelden  voor  de 
periode  3  aan  (wat  dit  betreft  in  Bernoulliaanschen  in  plaats 
van  in  tangenten- vorm): 

U)^^   -ilo)^»+(l6)^-=2-T' 

die  dus  opvolgend  kunnen  dienen  om,  nadat  langs  den- 
zelfden weg  eerst  B_i  of  B^  of  -B3,  en  daarna  B^  of  B^ 
of  Bg  berekend  zyn,  thans  ook  Bn  of  B^^  of  -B15  te  be- 
palen. 


Op  blz.  113 — 116  van  mgne  vroegere  bgdrage  gaf  ik 
ook  eene  afleiding  van  de  beide  door  M.  A.  Stern  gevon- 
den afgebroken  terugloopende  betrekkingen  tusschen  de 
BernouUiaansche  coëfficiënten.  Thans  ga  ik  hier  evenzeer 
dergelgke  a%ebroken  —  dat  wil  zeggen,  niet  over  alle, 
maar  slechts  over  eenige  onmiddellgk  voorafgaande  coëffi- 
ciënten terugloopende  —  betrekkingen,  ofschoon  van  eenig- 
zins  anderen  vorm,  ontwikkelen;  deze  zullen  dan  ook  bla- 
ken, eenvoudiger  weder  dan  in  de  BernouUiaansche,  in  de 
tangenten-coëfficiënten  te  worden  uitgedrukt,  of  liever  nog 
in  andere  coëfficiënten  die  met  deze  laatsten  onmiddellgk 
zamenhangen.     Als  uitgangspunt  van  berekening  zal  hiertoe 

eene  formule  voor  eene  willekeurige  magt  van  tg—  in  func- 

2 


(  sdd  ) 


tie  yan  de  differentiaalquotienten  dezer  tangens  worden  op* 
gemaakt. 

X 

Stellende    kortheidshalve  t  =  1g  -  ^  heeft    men    yoot  de 
eerste  differentiaalquotienten,  uitgedrukt  in  t  zelf, 


dx 


t«+  1 


2  C08^  J 

2 


dus 

^t  _    dt__  «H-  t    d»  <       3  t»  +  1  d  <      3  <*  +  4t»  +  l 


dar» 


c2ar 


da?3 


d;r 


enz.,  waaruit  bg  omkeering  volgt 

d  t  I    éPt         \ 

0!e  =  ^  1!<8=:2—  -1,  2!<»  =  2    2— -  — t  , 
a  o?  \    rf  x*         / 

I    d^t  dt  \ 

3!«*  =  2    4-— -8— +  3  ,  enz.; 
\    difi  dx         I 

en    het    blgkt   al  spoedig  dat  men  wel  geregtigd  is  in  het 
algemeen  de  beide  vormen 


(voor  oneven  p) 


2 


E(-)' 


i'  ApAr 


^p-ir-\  t 


{p-l)ltP=i 


"''dxP-^-l' 


(voor  even  p) 


..(y) 


-1 


op    te  stellen,  die  men  voor  de  nu  volgende  terugloopende 

bepaling    der    coëfficiënten  A  zelfs    zonder    bezwaar    onder 

den    eersten  vorm  kan  zamenvatten,  mits  dan  voor  even  p 

p 
de   bovengrens  aldaar  door  —  vervangende  en  er  bovendien 

2 


( m ) 

op  bedacht  bl^vende  dat  in  dat  geval  in  den  laatsten,  door 

r  =  --    bepaalden,    term,  in  plaats  van  -- — _         ,  wat  zou 

d-^  t  f 

voorden    -,    dat    is    1  tdx^    als    uitzondering  op  den 

d  x""^  J 

regel  moet  gelezen  worden  de  eenheid.  Onder  dien  gemeen- 

schappelgken    eersten  vorm  dan  komt  door  het  dubbel  van 

het  differentiaalquotient  naar  x  te  nemen: 


dat  is 


dat  is 


pi  tP-^^  +{p  —  l)p  [{p  —  2)!  tP-^}, 


2       2  2        8 

waaruit  men,  na  in  den  tweeden  term  van  het  eerste  lid 
den  veranderlijken  aanwgzer  r  vervangen  te  hebben  door 
**  —  1  en  dus  dien  term  zelf  door 

£±lof£ 

2  2 

dP-^f  t 

vindt,  door  alsdan  de  coëfficiënten  van  -; —  in  beide  leden 

dxP-^r 

gel^k  te  stellen,  de  algemeene  herleidingsformule 

Ap^l,2r  =  2  Ap,2r  +  (p  —  ^  P  ^i»-1.2r-S 

voor  de  coëfficiënten  A,  Echter  valt  —  de  evengezegde 
vervanging  van  den  tweeden  term  in  het  oog  blgvende 
houden  —  b^  het  toepassen  van  deze  formule  het  volgende 
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wel  op  te  merken :  1^.  (zoowel  voor  oneven  als  voor  even  p) 
Voor  r  =  O  geldt,  wegens  het  ontbreken  van  dezen  term 
in    den    nieuwen    tweeden  term,  Ap^],o=^2  Ap,0'  2^-  (voor 

oneven  p)  Voor    r  =  1  tot    en    met  ^-— —  geldt   de  alge- 

p  +  1 
meene    formule ;    voor    r  =  —  - —  geldt,    wegens  het  ont- 

breken  van  dezen  term  in  het  tweede  lid,  ^^^.i^^-i  =: 
=:  (p  —  1)  p  Ap^\,p^\.  3^.  (voor  even  p)  Voor   r  =  1  tot 

P  P 

en    met  —  —  1  geldt    de    algemeene    formule ;    voor  r=L- 

zou    zij    eveneens    schijnen  te  gelden,  maar  juist  dan  moet 

de  bgbehoorende  term  in  het  tweede  lid,  dat  is  het  dubbel 

van   het   différentiaalquotient  van  den  laatsten  term  in  (/), 

t  d'^  t 

die  volgens  het  evengezegde  niet  is  (— )2  ^4^.^       _,  , 

CL  X 


maar 


alleen  de  standvastige  ( — )^  Ap,p^  door  nul  vervangen  wor- 
den, zoodat  nu  als  uitzonderingsformule  geldt  Ap^\,p  = 
=  (/?  —  \)p  Ap^\,p^2'  Dit  een  en  ander  strekt  tot  grond- 
slag van  de  volgende 

Tabel  der  coëfficiënten  Apstr  van  ( — )''  - — z%^  ^^  ^P — ^)'  ^' 


p=l 

(2;  1.2)  {1} 

p.=  2 

(2;  2.3)  {2,(1)} 

p=d 

(2;  3.4)  {2  (2,  1)) 

p  =  4 

(2;  4.5)  {2  (4,  8,  (3))) 

p  =  5 

(2;  5.6)  {8  (2,  10,  3)) 

p  =  6 

(2;  6.7)  {8  (4,  40,  46,  (15))) 

p  =  l 

(2;  7.8)  {16  (4,  70,  196,  45)} 

p  =  8 

(2;  8.9)  (16  (8,  224,  1232,  1056,  (315))} 

p  =  9 

(2;  9.10)  (128(2,  84,  798,  1636,  315)} 

enz. 

waarin   nameljjk  telkens  de  tusschen    (  }   geplaatste  coSffi- 
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ciëntenrij  voor  {p  —  l)\tP  —  zgnde  de  met  />  =  3  te  be- 
ginnen gemeenschappelyke  factor  2,  2,  8,  8,  16,  16,  128, 
enz.  dezer  rij  telkens  daarbinnen  op  den  voorgrond  gebragt 
—  gevonden  is  door  de  overeenkomstige  coëfficiëntenrg  voor 
(p  —  2)!(/'— 1  op  den  voorgaanden  regel  (met  weglating 
evenwel,  telkens  als  p  oneven  is,  van  den  laatsten  coëffi- 
ciënt daarvan,  die  om  die  reden '  tusschen  (  )  geplaatst  isj  te 
vermenigvuldigen  met  den  eersten  der  beide  vóór  dien  regel 
bijgeschreven  factoren,  namelijk  2,  en  de  overeenkomstige 
coëfficiëutenrg  voor  (  p  —  3) ! «/'— *  op  den  laatstvoorgaanden 
regel  (steeds  zonder  uitzondering  in  baar  geheel)  met  den 
tweeden  der  beide  factoren  vóór  dien  regel,  namelijk  (p-2)  (p-1)» 
en  door  dan  deze  laatste  uitkomst,  ééne  plaats  naar  r^ts 
verspringende,  op  te  tellen  b^  de  eerste.  Zoo  heeft  men 
bg  voorbeeld  voor  ^  =  6  de  coëfficiëntenry  in 

I    d^  t  (Pt  d  t  \ 

5!..=  8(4_-40_^+4e--15] 

door 

{8  (4, 40,  46, 15) }  =  2  {8  (2, 10,  3)}  +  4.5  {2  (O,  4,  8,  3)) 

te  nemen,  zijnde  hier  in  den  laatsten  term  de  nul  voorge- 
voegd  ter  aanduiding  van  de  evenbedoelde  verspringing; 
daarentegen  voor  p  =  7  de  coëfficiëntenry  in 

f    d^  t  d^  t  d^  t 

6U.  =  l(i(4--70-  +  mj^-45 

door 

(16  (4,  70,  196,  45)}  =2    {8  (4,  40,  46,  H))  + 
+  5.6  {8  (O,  2,  10,  3)} 

te  nemen,  alwaar  nu  de  niet  in  rekening  mogende  komen 
coëfficiënt  15  is  doorgestreept,  terwijl  in  den  laatsten  term 
weder  als  zoo  even  eene  nul  is  voorgevoegd. 

Hiermede  de  voorgenomen  ontwikkeling  zelve  van  [p — 1)!  tp 
volgens    (/)    genoegzaam    toegelicht    achtende,    maken   w^* 
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daarvan  voor  ons  doel  nu  verder  als  volgt  gebruik.  Wij 
voeren  in  plaats  van  de  tangenten -coëfficiënten  T  liever 
andere    coëfficiënten    T'    in,   daarmede    telkens  op  de  een- 

'P 
voudige    Wflze   T\q^\  =  — ^^^^--    zamenhangende ;  daardoor 

laat  zich  schreven 

waarin  namelgk  tegel^kert^d  de  vooropstaande,  door  {^  =  0 
bepaalde,  term,  die  toch  op  zich  zelf  gelgk  nul  is,  is  weg- 
gelaten.    Hieruit  volgt  in  het  algemeen 


:  =  29 ±Jl^ a.»9-/>+2r 

)-2r-i        -^^(2g— p  +  2r)! 


waarin  telkens  de  ondergrens  voor  q  bepaald  wordt  door- 
dien dit  differentiaalquotient  blijkbaar  geene  negatieve  mag- 
ten van  X  kan  bevatten,  zoodat 

2  j-^  +  2r>0=  1^'""'^  °°'"*°  P^  2'+\' 
^       ^  =  f  (voor  even  p)  2 «  ) 

moet  zgn  en  men  alzoo  ook  kan  schrgven 

f  QD 

i  f  voor  oneven  o)  x '^ —      ^ — -x^*^^ 

dp-^f-^  t  _  y  ^^  ^  (2 « +  1) ! 

(voor  even  p)      7'. —  w^* 


(2,)! 


Deze  waarden  substituerende  in  het  tweede  lid  van  (y\  en 
tevens  het  eerste  lid  regtstreeks  ontwikkelende  in  x  volgens 

(/>-!)!  (^2')'=(/>-l)!(;  +  g  +  enz|  = 


(8Ö1) 

(waarin    wg    de    meer    zamengeètelde   hoogere   tonnen  niet 
verder  uitwerken),  verkregen  wjj : 

£-1 
2 


(voor  oneven  p)    ^^  I  (— )''  Ap,^r 


OP 

>  2 


|(voor  even  p)       ^^Ji^U—Y  Ap,2r 


En  stelt  men  nn  in  het  tweede  lid  de  coëfficiënten  van 
alle,  in  het  eerste  lid  ontbrekende,  lagere  magten  dan  asP 
gelgk  nnl,  en  de  coëfficiënten  van  xP  zelf,  van  xv^^^  enz., 
gel^k  aan  die  in  het  eerste  lid,  dan  heeft  men  de  afge- 
broken terugloopende  betrekkingen,  die  vr^  ons  voorsteldeii 
tnsschen  de  coëfficiënten  T  op  te  maken,  namelgk  voor- 
eerst: 


2 

(voor  onevenp)2i(-)'^^2^  ^'p-2''-t-8'=o(voor*=otot^')' 
(voor  even  p)  ]£  {—f  Ap.2r  ï";)-2r-i  +  (— )'^  Ap.p  =  O 


^^ 


en 


£(-)'•  Ap.^  rV-2r+2,-l=0L^,,=itol^-l), 


ött  verder: 
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(voor  oneven  en  voor  even  p) 

y^(     VA       T'  .         (P-I)ip! 


-j- of  5-1 


(VA        V                       P'  (p  +  2)! 
K—y  Ap.ir  T  i,  _2r+l  —  :^1^. 


enz. 


Bij  voorbeeld  voor  p  =  Ü  geldt  het  stelsel : 
4  y'g   -  40  r's    +  46  T\—  15  =  O 
4  7"7  _  40  7"6    +  46  r's  =  O 

4  Tg  —  40  7  '7   +  46  2"5  =  O 


8(4  7"ii  -40  7"  9    +46y'7) 


_  5!6! 
—     28 

8(4ri3-40r„  +  46n)  =^ 

enz. 

En  voor  p  =  7  het  stelsel : 

4  ry  -  70  r'5  +  196  y's  -  45  7"i  =  O 

4  r'9  —  70  T'r,   +  196  r's  —  45  T\  —  O 

4  2"„  —  70  J'9  +  196  T'r,  —  45  J  5  =0 

lü  (4  T'i3  -  VO  r'„  +  196  r'9  -  45  T',,)  =  —^ 

16  (4  r\5  -  70  Ï'i8  +  196  2'„  -  45  T',)  =  ~- 

enz. 

Deze  afgebroken  betrekkingen  onderscheiden  zich  in  hoofd- 
zaak hierin  van  die  volgens  Stbrn,  dat  telkens  dezelfde 
getallencoëflSiciënten  A  —  voor  p  =  6  namelijk  8  (4,  40, 
46,  (15)),  voor  p=l  evenzeer  16  (4,  70,  190,  45),  enz.  - 
van    toepassing    big  ven    op    de    verschillende    groepen   van 

PJL —  of  —  opvolgende    coëfficiënten    T\     En  daar  boven- 
2  2 

p  —  1         p 
dien    het  aantal  ^-— —  of  --  onderling  onaf hankelgke  ver- 
2  2 
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houdingen  dezer  getallencoijfiSciënten  telkens  juist  gelgk 
is  aan  het  aantal  van  diegene  der  betrekkingen  waarin  zg 
voorkomen,  wier  tweede  lid  gelijk  nul  is,  zgn  dan  ook  deze 
hier  regtstreeks  opgemaakte  getallencoëfficiënten  A  de  eenige 
mogelijke  die  eene  dergelijke  gemoenschappelyke  toepassing 
bij  de  verschillende  groepen  van  opvolgende  T '  kunnen  vin- 
den. Bij  Stekn  daarentegen  treden  in  het  algemeen  b^  iedere 
andere  groep  van  opvolgende  BernouUiaansche  coëfficiënten 
ook  andere  getallencopfficiënten  op.  Hiertegenover  staat 
echter,  dat  deze  in  den  regel  kleiner  waarden  hebben  dan 
in  ons  geval  de  overeenkomstige  getallencoëfficiënten  A.  Om 
dit  te  doen  uitkomen  brengen  w^  het  volgende  stelsel  van 
meest  eenvoudige  afgebroken  betrekkingen  —  ten  minste 
indien  men  zich  tot  diegenen  bepaalt  die  nul  tot  tweede  lid 
hebben  —  ter  berekening  der  opvolgende  coëfficiënten  Z"  uit 
elkander,  namel^k: 


2  7"i 

-1  =  0, 

2r'8 

-  T\  =  0, 

4(n 

-  2  r's)  =  0, 

2  T'j 

-  10  rv  +  3  7"3  =  0, 

2(2  T'b 

—  20  T'j  +  23  T'j)  =  0, 

4  7-1, 

-  70  T'g  +  196  T\  —  45  7  '5  =  0, 

8(2"i3 

-  28  T\y  -f  154  T'g  —  132  2  \)  =  0, 

2  7  '15 

_  84  r'i3  +  798  2  'u  —  1636  T\  +  3 

enz., 

in  vergelijking  met  het  overeenkomstige  stelsel  dat  men 
uit  de  beide  betrekkingen  van  Stern  verkrggt  wanneer 
men  deze  toepast  op  het  geval  waarin  zg  ieder  het  geringste 
aantal  termen  bevatten.  Dit  geval  is  dat  waarin  men  in 
die  betrekkingen  (zie  mijne  vroegere  bydrage,  blz.  115  onder 
en   116  midden)  neemt  k  =:  q,  waardoor  zg  worden 

^^  i\    2r    I     \2r}\  ((,oor  7>1)0) 


en 


è-.'-ir;]^(j-.)i-"^.=|;:::;:;i| 
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en  bggevolg,  omdat  zoowel 


\    2r    j         \2r, 


=(2r)!(yl2H-2)!  ^^"^  +  lH?+2]-((y  f  I  )-2r)  ((y+2)-2r)}  = 

=  (2^— 2r  4-  3) ~ 

^    ^  ^    ^(2r^l)!(y— 2r+2)! 

als  ook 

\2r— 1/  ^  \2r— 1/ 


=  (2?-2r  +  3)  *• 


(2r— 1)!(9  — 2r+  2)! 

is,    zamenvallen,    als    men    nog  r  door  r  +  1  vervangt,  in 
den  gemeenschappelgken  vorm 

S  (-r  '-'i—i'  ]  ^.—  =1"°" ' = "^l- 

o  2r+l      \2r)  l(voory>l)o) 

zeilde  hierin  tegelijkertyd  voor  r  de  bovengrens  verlaagd  tot 
het    bedrag    voortvloeiende    uit    het    nul   worden    van  den 

binomiaalcoëfficiënt  (        ]  zoodra  2r^q  zou  zijn.  En  deze 

vorm  geeft  nu,  door  achtervolgens  9'  =  1 ,  2,  3,  enz.  te  ne- 
men, het  bedoelde  stelsel: 

3^1  =-2' 

5  53  --81  =  0, 

9B7    -1456  +  03  =  0, 

11  £9  —30-07+755  =  0, 

13  Bn  -  55  5,  +  27  Bj  —  B^  =  O, 

15  J5i8  —  91  Bil  +  7TBg  —  9Bj  =  0, 

17  Bu  —  140  5i3  +  182  5ji  --  44  5,  +  S^  =  O, 

enz. 
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Wi]  hebben  dit  laatste  stelsel  te  meer  nedergescbreven 
om  er  op  te  wijzen  dat  daarin  de  getallencoëfficiënten  van 
een  zelfden  Bernoulliaanschen  coëfficiënt  in  de  opvolgende 
regels  op  eenvoudige  wgze  telkens  uit  elkander  zgn  af  te 
leiden,  zoodat  men  voor  het  stelsel  in  zijn  geheel  die  ge- 
tallen gemakkel^k  in  evenw^dige  schuine  volgorden  zou 
invullen.  Immers  de  coëfficiënt  van  den  (r  -)-  ly^  term  in 
den  q^^^  regel,  dat  is  (afgezien  van  het  teeken)  juist  de 
coëfficiënt    van    den    algemeenen    term  B'2q^^r^\i  bleek  zoo 

ql 

even    te  bedragen  (2q—2r+  1) -77- tTj  en  ver- 

*^       ^    ^  ^       (2r  +  l)!(^_2r)! 

meerdert  men  nu  hierin  gelijktydig  q  en  r  met  de  eenheid, 

dan    blijkt    de    coëfficiënt    van    denzelfden  schuin  daaronder 

geplaatsten    term    Bjg  _2r— 1    in    den  volgenden  regel  gelyk 

^  ^  ^    ^(2r  +  3)!(9— 2r— 1)!  {^r  +  2){2r  +  3) 

zoo  groot  te  zijn.  De  opvolgende  door  (y,  r=:0),  (g-j-l,r=l), 
(gr -I- 2,  rr-2),  enz.,  (2  gr— 1,  r  =  g  -  1),  (2y,  r  =  y)  bij  wijze 
van  regthoekige  coördinaten  aangeduide  getallencoëfficiënten 
van  denzelfden  Bernoulliaanschen  coëfficiënt  B-^q^x  in  de 
q  •\-  \  opvolgende  regels  waarin  deze  voorkomt  moeten  dus 
ieder  voor  zich  met 

(<?+!)?  (?  +  2)(7-l)  (?  +  3)(g-2)  (2g)(l)  1 

I  enz.'  —^ 


2.3  4.5  G.7  (2?)(2y  +  l)     2y  +  l 

en  nul  vermenigvuldigd  worden  om  telkens  den  naast  vol- 
genden getallencoëfficiënt  op  te  leveren.  Zoo  heeft  men  bij 
voorbeeld  voor  y  =z  4,  dat  is  voor  de  vyf  opvolgende  coëffi« 
ciënten  9,  30,  27,  9,  1   waarmede  £7  is  aangedaan: 

5.4  6.3     ^„      7.2     ^^     8.1  9.0 

»)xs="'*xs='">^ö='''^i:5='>'<i«iïï=»- 


Tot  besluit  van  dit  opstel  deel  ik  hier  voor  de  eerste 
BernouUiaansche  coëfficiënten  nog  eenige  uitdrukkingen  mede, 
waardoor    zij    op    betrekkelgk    eenvoudigo    wflze   afhangen 


26» 
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van  min  of  meer  regelmatige  algebraïsche  sommen  van  zekere 
binomiaalcoëfficiënten.  Behalve  voor  enkele  der  allereersien 
is  het  m^  echter  niet  gelukt  den  wezenlgkeii  grondslag, 
waarop  dergel^ke  analogiën  zouden  berusten,  op  te  sporen: 
ik  geef  ze  dus  als  slechts  b^  toeval  of  bg  tasiing  gevonden. 
Regelmatigheidshalve  de  eerste  leden  in  eene  tamelyk  in 
het  oog  loopende  volgorde  brengende,  zgn  de  bedoelde  uit- 
drukkingen de  onderstaande: 

.u,3.,i.5.10,.7.18i»„=2U.S.{-C/)+C;)_(;«)j. 
218.15.16.17.18. 19.20.21  B^^  -  2io.38.5».17  j  -  /^^  j- 

Voor  .Bi6  heb  ik  iets  dergelijks  niet  anders  kunnen  ver- 
krijgen dan  met  bijvoeging  nog  van  2  als  factor  by  som- 
mige termen,  namelijk: 

2^8. 38.7.11.19  ( 
2iM7.18.l9.20.2122.23.U4  B^,  = ^ 

i-fsVM")-avMK)+^(M)j- 
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Voor  de  hoogere  BemouUiaansche  coëflSciënten  zijn  enkole 
pogingen  in  dezen  zin  m^  in  het  geheel  niet  gelukt. 


Zonder  het  verder  uit  te  werken  moge  hier  nog  worden 
aangeduid  dat  dergelijke  ontwikkelingen  volgens  de  opklim- 
mende magten  van  den  sinus  als  in  de  eerste  afdeeling  de- 
zes tot  grondslag  van  zelfstandige  formiilen  voor  de  tan- 
genten-coëfficiënten dienden,  ook  tot  hetzelfde  doel  voor  de 
secanten-coëfficiënten  zouden  kunnen  strekken.  Zoo  zou  men 
kunnen  uitg.ian  van 


QO 


,,        .  9    x-è        X^  1.3.5...(2n-l)    .  ^ 

sec.  dr  =  (1  —stn^  x)       z=  ^  -—  sin?»  x ;  enz. 

0^  Ja  .  4  .  o (^  **) 

De  osecanten-coëfficiënten  C  hangen  (zie  vroegere  bij- 
drage, blz.  154)  onmiddellijk  met  de  BemouUiaansche  zamen 
volgens 

Ci^  .1  =  2  (22?  -1  -  1)  B^  .1. 


Van  welwillende  zyde  werd  mg  nog  de  navolgende  litte- 
ratuur ter  zake  medegedeeld,  die  zich  eenigzins  aansluit  aan 
wat  ik  vroeger  op  blz.   167  —  170  opgaf: 

A.  L.  Crelle  —  C.  W.  BüRCHAEDT,  Journal  für  die  Mathemaiiki 
Stbrn,  in  92er  Bd.,  1882;  Worp^tzkt,  Siudien  über  dU  Bern,  und  EuL 
Zahleny  en  Kronecker,  l'eber  die  Bern,  Zahlen,  in  94er  Bd.,  1883 ;  Lip- 
SCHITZ,  Beitragt  xu  der  Kenntniss  der  Bern.  Zahlen,  in  96er  Bd.,  1884. 

J.  A.  Grünert,  Archiv  der  Mathematik  und  Fhynk :  Sachsb,  TJeher 
die  Darstellung  der  Bern,  und  EuL  Zahlen  dareh  Determinanéen,  in  68er 
Th.,  1882. 

Schlömilch's  ZeiUchHft  für  Mathematik  etc,;  Worpitzky,  Ueber  die 
Part ialbruchzer leg ung  der  Functionen  etc, 

Nouüelles  Jnnales  de  mathématiques :  Cesaro,  Sur  let  nombres  de 
Bernoulli  et  (fEuler,  in  3e  Série,  T.  5,  1886. 

American  Journal  of  Mathematics :  G.  S.  Ely,  Biblioffraphy  of  Ber- 
noulli's  numbers,  Some  Notei,  in  Vol.  5 ;  T.  Gümes  Teixeira,  Noteê  sur 
les  nombres  de  Bernoulli,  in  Vol.  7. 


September  188Ö, 


PllOCES-VERBAAL 


VAN   DE 


(iKWONE  VERGADERING  DER  AFDEELING  NATUURKUNDE. 
0|»  Zaterdag  24  November  1888. 


Tegenwoordig  de  Heeren  :  van  de  Sande  Bakhuyzen,  Voor- 
zitter, KORTEWEG,  A.  C.  OüDEMANS  JR.,  HUBRECHT,  MlCHAËLIS, 
VAN  DiESEN,  DlBBlTS,  EnGELMANN,  FoRSTER,  SüRINGAR,  ZaaIJER, 

Brutet,  de  la  Rivière,  Bierens  DB  Haan,  Schoutb,  Baehr, 
Kapteijn,  Hoek,  Pekelharing,  Zeeman,  Raüwenhoff,  Schols, 
Mac  Gillavry,  Lorentz,  Place,  Martin,  de  Vries,  Pran- 
CHiMONT,  Gunning,  van  't  Hoff  en  C.  A.  J.  A.  Oüdemans 
Secretaris. 

—  Het  Proces- Verbaal  der  vorige  vergadering  wordt  ge- 
lezen en  goedgekeurd. 

—  Worden  gelezen  Brieven  van  Dankzegging  voor  ont- 
vangen werken  der  Akademie  van  de  navolgenden: 

1^.  E.  DüPONT,  Directeur  van  het  Musée  royal  d'Histoire 
naturelle  de  Belgique  te  Brussel,  14  November  1888;  2^. 
den  Secretaris  der  Académie  d'Archéologie  de  Belgique  te 
Antwerpen,  9  November  1888;  30.  P.  J.  van  Beneden, 
Leuven,  13  November  1888;  40.  het  Ministère  de  Tln- 
struction  publique  et  des  beaux  Arts  te  Parijs,  13  Novem- 
ber 1888;  50.  L.  Deliole,  Directeur  der  Bibliothèque  na- 
tionale te  Parijs,  19  November  1888;  6^.  J.  Deniker,  Bi- 
bliothecaris   van  het  Museum  d'Histoire  naturelle  te  Parijs, 
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20  November  1888;  70.  den  Directeur  der  Ecole  polytecli- 
nique  te  Parijs,  14  November  1888;  8^.  den  Secretaris  der 
Société  des  Antiquaires  de  la  Morinie  te  St.   Omer,  16  No- 
vember    1888;     ö^.    den    Secretaris    der    Société    agricole, 
scientifique    et   littéraire    des    Pyrénées  orientales  te  Perpi- 
gnan,   16  November  1888;   10^.  A.  üüriedx,  Secretaris  der 
Société    d'Eraulation  te  Cambrai,   17  November  1888;   11^. 
den    Secretaris    der    Académie    des    Sciences,  Inscriptions  et 
belles-Lettres    te    Toulouse,    17    November    1888;    12^.  J. 
Lecat,  Secretaris  der  Société  d'Agriculture,  Sciences  et  Arts 
te    Valenciennes,    21    November    1888;    13^.  Dühambl,  Se- 
cretaris   der  Société  des  Antiquaires  de  Picardie  te  Amiens, 
22    November    1888;   14^.  den  Secretaris  der  royal  Society 
te  Londen,  31  October  1888;  15^.  W.  H.  Wbsley,  Biblio- 
thecaris   der  royal  astronomical  Society  te  Londen,  30  Oc- 
tober   1888;    16^.   D.  W.  Frbshfirld,  Secretaris  der  royal 
geographical   Society  te  Londen,  31  October  1888;   170.  J. 
L.   ScLATEii,    Secretaris  der  zoological  Society  te  Londen,  2 
November  1888;   180.  R.  Owkx,  Londen,  3  November  1888; 
10^.    den    Directeur  van  het  royal  Observatory,  Greenwich, 
31  October  1888;  200.  H.  White,  Bibliothecaris  der  Cam- 
bridge  philosophical  Society  te  Cambridge,  2  November  1888  ; 
210.  w.   Weight,  Cambridge,  3  November  1888;  22 ^  den 
Secretaris    der    literary    and    philosophical   Society  te  Man- 
chester,   2    November    1888;    28^.    Sir  William  Thomson, 
Glasgow,    1888;    24^.    J.    B.    Balfoür,    Bibliothecaris  der 
royal    botanical    Society    te    Edinbarg,  8  November  1888; 
25'\    den    Secretaris    der    royal    Dublin    Society  te  Dublin, 
2    November    1888;    26^.    von    Bezold,  Directeur  van  het 
kon.  preuss.  meteorologische  Institut  te  Berlijn,  2  November 
1888;  270.  E.  du  Bois-Rkymond,  Secretaris  der  kon.  preuss. 
Akademie    der    Wissenschaften  te  Berlijn,  5,  21  November 
1888;    230.    den    Directeur  der  kön.  Sternwarte  te  Kiel,  2 
November  1888;  290.  C.  F.  W.  Peters,  Directeur  der  kön. 
Universitats-Sternwiirte  te  Koningcibergen,  2  November  1888; 
300.  GiLBEET,  Directeur  der  kön.  Universitats-Bibliothek  te 
Greiföwald,   7  November  1888;    310.    Förstemann,  Archiva- 
ris  der    kön.  Sachsische  Gesellscbaft  der  Wissenschaften  tQ 
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Leipzig,  8  Noveniber  1888;  32^.  B.  Windschbid,  Leipzig,  I 
9  November  1888;  33^.  Förstkman»,  Archivaris  der  fürst-  ] 
lich  JablonowskiscLe  Gesellschaft  te  Leipzig,  12  November 
1888;  340.  A.  Kling  BERG,  Bibliothecaris  van  het  Verein 
der  Freunde  der  Naturgeschichte  te  Güstrow,  14  Novem- 
ber 1888;  35^.  den  Bibliothecaris  der  Oberlausitzische  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  te  Görlitz,  15  November  1888; 
36°.  J.  LiMPRiCHT,  Bibliothecaris  der  Schlesische  Gesellschaft 
für  vaterlandische  Cultur  te  Breslau,  15  November  1888; 
87^.  A.  Geubeb,  Secretaris  der  naturforschende  Gesellschaft 
te  Preiburg  i/B.,  19  November  1888;  38o.  J.  Feanck,  Bonn, 
19  November  1888;  39".  Schaaeschmidt,  Bibliothecaris  der 
kon.  Universitats-Bibliothek  te  Bonn,  20  November  1888; 
400.  P.  E,  SoNNBNBURG,  Bibliothecaris  van  het  Verein  von 
Alterthumsfreunden  im  Eheinlande  te  Bonn,  21  November 
1888;  410.  C.  Gbgenbaüe,  Heidelberg,  21  November  1888; 
420.  C.  Kkoop,  Secretaris  der  Wetterauische  Gesellschaft 
für  die  gesammte  Naturkunde  te  Hanau,  22  November 
1888;  4o0.  J,  Rosknthal,  Bibliothecaris  der  physikalisch- 
medicinische  Gesellschaft  te  Würzburg,  22  November  1888; 
440.  O.  BüCHNER,  Secretaris  der  Oberhessische  Gesellschaft 
für  Natur-  und  Heilkunde  te  Giessen,  23  November  1888; 
450.  F.  Imhoof-Blumee,  Winterthur,  21  November  1888; 
460.  j,  GoMALEs  A],LEEA,  Bibliothecaris  van  het  Museo  de 
Ingenieros  te  Madrid,  17  November  1888;  470.  H.  G. 
Zeui'Hen,  Secretaris  der  kong.  danske  videnskabernes  Selskab 
te  Kopenhagen,  17  November  1888;  480.  Tkgner,  Biblio- 
thecaris der  Universitets  Bibliothek  te  Lund,  6  November 
1888;  aangenomen  voor  bericht. 

—  Voorts  Brieven  ten  geleide  van  Boekgeschenken  van 
de  navolgenden: 

10.  het  Ministerie  van  Binnenlandsche  Zaken  te  'sGra- 
venhage,  14,  20  November  1888  ;  20.  J.  Beuinwold  Riedel, 
Secretaris  der  Maatschappg  tot  Nut  van  't  Algemeen  te 
Amsterdam,  10  November  1888;  30.  W.  H.  M.  Cheistib, 
Directeur  van  het  roval  Observatory,  Greenwich,  26  October 
1888;  40.  A,  AüWBES,  Secretaris  der  kon.  preuss.  Akademie 
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der  Wissenschaften  te  Berlijn,  Juli  1888;  5^.  A.  Peuckert, 
Secretaris  van  het  Verein  für  Erdkunde  te  Dresden,  1888; 
6^.  den  Secretaris  der  Senckenbergische  naturforschende 
Gesellschaft  te  Frankfort  a/M.,  1888;  7°.  A.  O.  Kihlman, 
Secretaris  der  Societas  pro  Fauna  et  Flora  fennica  te  Hel- 
singfors,  1  November  1888;  8^.  K.  A,  Mobëro,  Secretaris 
der  Commission  géologique  de  la  Finlande  to  Helsingfors, 
1  November  1888;  waarop  het  gewone  besluit  valt  van 
schriftelyke  dankbetuiging  en  plaatsing  in  de  Boekerg. 

—  Ingekomen  zgn:  P.  een  brief  van  den  Heer  Buys 
Ballot,  ter  begeleiding  eener  verhandeling  van  den  Heer 
Dr.  VAN  Ruckevorsel:  »Maguetic  Survey  of  the  eastern 
part  of  Brazil";  en  2^.  een  brief  van  Dr.  Jan  de  Vries, 
leeraar  aan  de  H.  B.  S.  te  Kampen,  ter  begeleiding  van  een 
opstel:  »£ene  rangschikking  van  het  punten  veld  in  invo- 
lutorische  groepen**.  Zoowel  de  verhandeling  als  het  opstel 
werden  aangeboden  voor  de  werken  der  Akademie.  —  De 
beoordeeling  van  het  werk  van  den  Heer  van  Ruckevorsel 
wordt  door  den  Voorzitter  opgedragen  aan  de  Heeren  J. 
A.  G.  OuDEMANs  en  Kamerlingh  Onnes,  en  die  van  de  by- 
drage  des  Heeren  de  Vries  aan  de  Heeren  Schoutë  en  Bie- 
RENs  o£  Haan. 

—  De  Heeren  Schoütb  en  Bierens  de  Haan  brengen 
rapport  uit  over  de  verhandeling  van  den  Heer  J.  Caic- 
DiNAAL  :  > Meetkundige  theorie  der  schee ve  oppervlakke. ti 
van  de  4«  orde'* ;  en  de  Heeren  Bibrbns  db  Haan  en  yan 
DEN  Berg  over  de  verhandelingen  van  den  Heer  Dr.  Jan 
DE  Vries,  aangeboden  in  de  vergaderingen  van  29  Septem- 
ber en  27  October :  »Over  de  polyedrale  configuraties''  en 
»Over  eene  groep  van  regelmatige  configuraties".  —  De 
conclusie  van  beide  commissiën  van  Rapporteurs  strekt  om 
de  hun  ter  beoordeeling  gegeven  bijdragen  op  te  nemen  iu 
de  werken  der  Akademie.  —  In  dezen  zin  wordt  zonder  dis- 
cussie besloten. 

—  De  Heer  de  Vrtbs  spreekt  over  Darwin's  Pangenesis.  De 
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bestr^ding,  die  deze  hypothese  in  de  twintig  jaren  van  haar 
bestaan  ondervonden  heeft,  acht  hij  niet  in  alle  opzichten 
gerechtvaardigd.  Want  de  Pangenesis  bestaat  uit  twee  van 
elkander  onafhankelijke  stellingen,  waarvan  de  eerste  vol- 
strekt niet  vervalt,  als  het  gelukt  is  de  tweede  te  weerleggen. 
Volgens  de  eerste  stelling  worden  de  erfelijke  eigenschappen 
der  organismen  in  de  cellen  vertegenwoordigd  door  stoffe- 
lijke deeltjes,  die,  ontelbaar  als  de  sterren  in  den  hemel, 
elk  eene  afzonderlijke  eigenschap  vertegenwoordigen.  De 
tweede  stelling  is  de  bekende  hypothese  van  het  transport 
der  kiempjes  door  het  organisme,  van  de  organen  naar  de 
kiemcellen.  De  argumenten,  tegen  deze  laatste  aangevoerd, 
Jicht  spreker  overtuigend.  Hy  w^st  er  op,  dat  daarmede 
de  eerste  stelling  echter  niet  weerlegd  is,  en  tracht  aan  te 
toonen,  dat  deze  zoowel  van  de  verschijnselen  der  erfelijk- 
heid, als  van  de  feiten,  die  in  de  beide  laatste  tientallen 
van  jaren  omtrent  celdeeling  en  bevruchting  ontdekt  zgn, 
op  zeer  voldoende  wijze  rekenschap  kan  geven. 

De  Heer  Hübuecht,  die  meende  dat  de  Spreker  Wkismann's 
verdiensten  geen  recht  had  laten  wedervaren,  wordt  door 
den  Heer  de  Vriks  beantwoord. 

—  De  Heer  Kortewbg  deelt  het  volgende  mede: 
Wanneer  een  dubbelraakvlak  over  een  gegeven  oppervlak 
voortrolt,  kan  het  gebeuren  dat  de  beide  gekoppelde  raak- 
punten samenvallen.  Daar  ter  plaatse  ligt  dan  op  het  opper- 
vlak een  byzonder  punt,  waaraan  spreker  den  naam  van  >plooi- 
punt"  wenscht  toe  te  kennen.  Bij  sommige  thermodynamische 
oppervlakken  heeft  het  eene  gewichtige  physische  beteekenis, 
representeert  namelijk  den  kritischen  toestand.  In  de  theorie 
der  algebraïsche  oppervlakken  is  het  bekend  als  een  ge- 
meenschappelijk punt  van  de  spinodale  en  flecnodale  l^n. 
Spreker  begon  met  het  bestudeeren  van  de  gedaante  van 
het  oppervlak  in  de  nabyheid  van  een  plooipunt.  Het 
bleek  toen,  dat  er  twee  soorten  van  plooipunten  onder- 
scheiden moeten  worden.  Zy  verschillen  onder  andereu  in 
de  doorsnede  van  raakvlak  en  oppervlak,  welke  by  de  eerste 
soort    uit    een   geïsoleerd  punt  met  bestaanbare  raaklijn,  in 


(  m  ) 

de  tweede  uit  twee  rakende  takken  bestaat.  Voorts  be- 
vindt zich  de  l^n  der  gekoppelde  raakpunten  bij  de  eerste 
soort  op  't  elliptisch  gekromde,  bij  de  tweede  soort  op  't 
hyperbolisch  gekromde  gedeelte  van  het  oppervlak.  Spreker 
vertoont  modellen  van  beide  gevallen. 

Daarna  ging  spreker  over  tot  de  vraag:  hoe  plooipunten 
nieuw  ontstaan  en  verdwijnen  op  een  vloeiend  veranderend 
oppervlak.  Een  algemeene  regel  is  het,  dat  bgzondere 
punten,  die  in  eindig  aantal  op  een  oppervlak  optreden,  niet 
verdwenen,  dat  is  onbestaanbaar  worden,  alvorens  twee  of 
meer  samengekomen  zijn.  Om  das  op  een  vloeiend  ver- 
anderend oppervlak  het  oogenblik  van  verdwijnen  of  ver- 
schenen te  leeren  kennen,  behoeft  men  slechts  na  te 
gaan  het  optreden  van  die  bijzondere  punten  van  hooger 
orde,  waar  meerdere  der  te  onderzoeken  bijzondere  punten 
samenvallen. 

In  de  eerste  plaats  komen  dan  in  aanmerking  die  bg- 
zondere  punten  van  hooger  orde,  wier  aanwezigheid  op  een 
algebraïsch  oppervlak  slechts  aan  ééne  voorwaarde  tusschen 
de  coëfficiënten  gebonden  is.  Spreker  zoude  zulke  bgzondere 
punten  »uitzonderingspunten  van  den  eersten  graad  (van  uit- 
7ondering)*'  willen  noemen.  Men  kan  een  gegeven  oppervlak 
van  gegeven  graad  vloeiend  laten  overgaan  in  elk  ander 
oppervlak  van  denzelfde u  graad,  zonder  andere  dan  deze  uit- 
zonderingspunten  te  zien  verschenen,  en  ook  dan,  wanneer  de 
wgze  van  verandering  niet  geheel  vry  is,  maar  veroorzaakt 
wordt  door  de  aanwezigheid  van  een  of  meer  parameters,  zullen 
in  den  regel  geene  andere  uitzonderingspunten  behoeven  op 
te  treden. 

Wat  nu  de  plooipunten  betreft,  voor  deze  zyn  de  be- 
doelde uitzonderingspunten  vier  in  getal,  en  wel  (merkwaar- 
dig genoeg)  twee  geheel  onderscheiden  soorten  van  dubbel- 
plooipunten,  voorts  osculatiepunten  en  kegelpunten. 

De  eersfe  soort  van  dubbel-plooipunt  ontstaat  als  in  de 
vergelijking: 

z  =  ci  x^  +  4  « 2/^  +  ^5  y^ 
^e  in  het  algemeen  de  gedaante  van  het  oppervlak  in  de 
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nab^heid  van  een  plooipunt  bepaalt,  de  coëfficiënt  d^  nul 
wordt.  Zulk  een  plooipunt  ontstaat  door  't  saroenTallen 
van  gel^ksoortige  enkele  plooipunten,  die  dan  na  bet  sa- 
menvallen onbestaanbaar  worden. 

De  tweede  soort  eischt:  d^^  —  4  cj  €5  =  0.  Het  gelukte 
spreker  aan  te  toonen,  dat  zg  beschouwd  moet  worden  te 
zijn  ontstaan  uit  het  samenvallen  vau  twee  ongelijksoortige 
plooipunten.  Zg  vormt  tevens  den  overgang  tusschen  beide 
soorten  van  enkelvoudige  plooipunten  Hieruit  volgt  dus 
dat  een  plooipunt  zgn  soortkarakter  niet  veranderen  kan 
zonder  eerst  met  andere  plooipunten  samen  te  komen.  Ge- 
schiedt dit  in  een  dubbelplooipunt  tweede  soorl ,  dan  worden 
beide  onbestaanbaar.  Bij  't  samenkomen  in  eeu  osculatie- 
punt  kan  echter  wellicht  't  karakter  veranderen.  Dit  is  door 
spreker  niet  onderzocht. 

In  een  osculatiepunt^  waar  de  doorsnede  van  raakvlak  en 
oppervlak  een  driedubbelpunt  vertoont,  komen  drie  plooi- 
punten samen.  Van  deze  drie  zgn  er  evenzoovele  bestaan- 
baar als  door  het  driedubbelpunt  bestaanbare  takken  gaan. 
In  de  bestaanbaarheid  komt  na  het  optreden  van  een  os- 
culatiepunt  geene  verandering. 

Anders  is  het  met  de  kegelpunien  gesteld.  Hier  komen  24 
plooipunten  bijeen;  toch  kan  hetgeen  met  die  24  punten 
voorvalt  op  tamelgk  eenvoudige  wgze  worden  beschreven. 
Brengt  men  een  coördinaten-stelsel  aan  in  het  kegelpunt,  dan 
kan  de  vergelgking  van  het  oppervlak  geschreven  worden: 

o    =   ^2   +    Z/g    +    /i^    +    .    .   . 

Laat  men  nu  alle  termen  IJ^  en  hoogere  weg,  danont^ 
staat  een  derdegraadsoppervlak  met  kegelpunt.  Door  dit  ke- 
gelpunt  gaan  dan  zas  (dubbele)  rechte  lijnen,  die  al  of  niet 
bestaanbaar  kunnen  zijn.  Vervormt  men  nu  het  oorspron- 
kelgk  oppervlak,  zoodat  binding  of  scheiding  optreedt  tus- 
schen de  twee  bladen,  die  in  het  kegelpunt  samenhingen, 
dan  gaan  de  24  plooipunten  in  zes  groepen  van  vier  uiteen, 
leder  van  deze  groepen  correspondeert  met  een  der  zesdub- 
bellgnen  van  het  derdegraadsoppervlak:  met  iedere  onbe- 
staanbare  Ign    een   groep   vau  vier  punten,  die  bg  binding 
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zoowel  als  scheiding  onbestaanbaar  blijven  ;  met  iedere  be- 
staanbare lijn  eene,  waarvan  twee  plooipunten  onbestaanbaar 
zijn  en  blijven,  maar  de  twee  andere  óf  by  scheiding  öf 
bij  binding  bestaanbaar  worden. 

Spreker  pastte  nu  de  ontworpen  theorie  toe  op  derde- 
graadsoppervlakken.  De  54  plooipunten  van  zulk  een  op- 
pervlak liggen  paarsgewijze  op  de  27  rechte  lijnen.  Dubbel- 
plooipunten  kunnen  alleen  optreden  op  rechten,  die  door 
twee  kegelpunten  gaan;  deze  rechten  tellen  dan  voor  vier 
en  al  hunne  punten  zijn  als  dubbelplooipunten  te  beschou- 
wen. Daar  evenwel  b^  't  vervormen  van  een  derdegraads- 
oppervlak  "t  optreden  van  twee  kegelpunten  te  gelyk  steeds 
vermeden  kan  worden,  kunnen  de  dubbelplooipunten  evenzeer 
buiten  beschouwing  gelaten  worden  als  de  osculatiepunten, 
welke  geene  verandering  in  *t  aantal  bestaanbare  plooipun- 
ten veroorzaken.  De  kegelpunten  blijven  nu  over.  Hier 
splitst  zich  b^  binding  iedere  bestaanbare  dubbellijn  van 
het  kegelpunt  in  twee  bestaanbare  rechte,  waarop,  blijkens 
de  algemeene  theorie,  nu  slechts  twee  bestaanbare  plooi- 
punten^ beide  aan  dezelfde  lijn  eigen,  gelegen  kunnen  zijn. 
B^  scheiding  wordt  alles  onbestaanbaar. 

Het  verdwenen  van  twee  plooipunten  van  een  derdegraads- 
oppervlak  gaat  dus  gepaard  met  het  verdwynen  van  twee 
rechten.  Weet  men  nu  nog  dat  het  samenvallen  van 
rechten  slechts  kan  voorkomen  bij  't  optreden  van  een  ke- 
gelpunt, dan  geraakt  men  van  zelf  tot  het  theorema,  dat 
het  verschil  tusschen  het  aantal  bestaanbare  plooipunten 
en  het  aantal  bestaanbare  rechten  voor  alle  derdegraadsop- 
pervlakken  gelijk  moet  zijn,  en  wel  blijkens  het  diagonaal- 
vlak  van  Clv.bsch,  waar  27  bestaanbare  rechte  en  10  oscu- 
latiepunten, die  elk  voor  3  bestaanbare  plooipunten  tellen, 
aanwezig  zün,  gelgk  aan  het  getal  drie. 

Spreker  vond  in  dn  tamelijk  uitgebreide  literatuur  over 
derdegraadsoppervlakken,  dit  theorema  nergens  uitdrukkelijk 
geformuleerd,  maar  het  bleek  toch,  wat  den  inhoud  betreft, 
bekend  te  z^n.  Zoo  geeft  Zbüthen  {Mailt.  Annalen^  Bd.  VIII, 
S.  5)  voor  de  vijf  hoofdsoorten,  welke  respectievelijk  27,  15, 
7i  3  en  3  bestaanbare  rechten  bezitten,  het  aantal  bestaan- 
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bare  rechten  met  onbestaanbare  plooipunten  op  als  te  zijii, 
resp-  12,  6,  2,  O,  0;  waaruit  het  theorema  natuurlyk  on- 
middellyk  volgt. 

—  De  Heer  A.  C.  Oudkmans  jr.  biedt  voor  de  Verslajren 
en  Mededeelingen  aan  eene  verhandeling,  getiteld:  »Bydrage 
tot  de  kennis  van  de  Cupreïne". 

—  De  Heer  Martin  deelt  mede,  dat  door  hem  onlangs 
eene  bezending  versteeningen  uit  Nederlandsch  Indië  werd 
ontvangen,  door  den  mgningenieur  J.  A.  Hooze  in  Marta- 
poera,  het  zuidoostelijk  gedeelte  van  Borneo,  verzameld. 
Daaronder  vond  spreker  karakteristieke  fossielen  der  krijt- 
formatie,  vooral  ook  rudisten,  en  wel  verscheidene  soorten 
van  Sphaerulifes  en  Radiolites.  Beide  geslachten  werden  vroeger 
ook  in  Engelsch  Indië  waargenomen  en  door  Stoliczka  be- 
schreven, terwijl  rudiisten  in  de  Nederlandsche  bezittingen 
tot  nu  toe  nooit  waren  aangetroffen.  De  aanwezigheid  eener 
krijtformatie  op  Borneo,  die  reeds  door  Geinitz  hoogst- 
waarschynlijk  werd  geacht,  blijkt  hieruit  met  zekerheid,  en 
wel  in  streken,  waar  oudere  dan  tertiaire  sedimenten  nog 
niet  ontdekt  waren.  Eene  meer  uitvoerige  bewerking  der 
kr^tfauna  hoopt  spreker  binnen  kort  te  kunnan  beginnen. 

Dezelfde  spreker  handelt  vervolgeus  over  eene  niensche- 
l^ke  onderkaak,  in  1823  in  den  Caberg  bij  Maastricht  ge- 
vonden en  sedert  dikwerf  in  de  anthropologische  literatuur 
genoemd,  omdat  het  voorwerp  aan  een  diluviaal  uiensch 
werd  toegeschreven.  Spreker  bracht  de  kaak  ter  tafel,  be- 
nevens een  profiel,  opgenomen  door  den  opzichter  van  den 
waterstaat  G.  A.  van  der  Dusskn,  werkzaam  bij  het  ontgra- 
ven der  Zuid- Willemsvaart,  bij  welke  gelegenheid  het  bedoelde 
overblijfsel  is  gevonden.  Het  profiel  gaat  vergezeld  van  een 
beschrij venden  catalogus,  en  al  hetgeen  over  de  vindplaats 
der  kaak  bekend  is,  doet  veronderstellen,  dat  die  in  jonge 
alluviale  afzettingen,  voorkomende  binnen  het  gebied  der 
Loessformatie,  heeft  gelegen  en  niet  van  diluvialen  ouder- 
dom kan  zijn.  De  zeer  Irissche  toestand,  waarin  het  voor- 
werp nog  verkeert,  doet  buitendien  geenszins  aan  een  i 
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denken;  terwijl  de  kaak,  volgens  den  hoogleeraar  ZaaijëR 
en  andere  anatomen,  ook  geenerlei  bijzonderheden  vertoont, 
die  voor  een  hoogen  ouderdom  zouden  pleiten. 

—  De  Voorzitter  biedt,  uit  naam  van  den  Heer  van 
Bemmrlkn,  voor  de  werken  der  Akademie  aan  eene  verhan- 
deling van  den  Heer  G.  Rkindeus  te  Wageningen :  » Over  de 
samenstelling  en  het  ontstaan  der  zoogeuoemde  Oerbanken 
in  de  Nederlandsche  heidegronden".  Rapport  daarover  zal 
worden  uitgebracht  door  de  Heeren  van  Bemmblen  en  Martin. 

—  De  Heer  Hoek  biedt  voor  de  boeker:y  der  Akademie 
aan  een  exemplaar  der  door  hem  bewerkte  »  Bibliographie  der 
Fauna  van  Nederland." 

—  Daar  er  verder  niets  te  verhandelen  is,  sluit  de  Voor- 
zitter de  Vergadering. 


BIJDRAGE  TOT  DE  KEN  MS  VAN  DE  CUPREÏNE. 


DOOK 


A.    C.    O  U  D  E  M  A  N  S    Jr. 


I. 

Door  de  vrijgevigheid  van  de  bekende  kinine-fabrikanten 
HowARDS  and  Sons,  die  mij  eenige  hektogranimen  basisch 
cupreïnesulfaat  afstonden,  werd  mij  de  gelegenheid  gegeven, 
een  uitvoerig  onderzoek  in  het  vrerk  te  stellen  omtrent  de  cu- 
preïne  en  hare  veibindingen  en  daardoor  mijne  kennis  om- 
trent de  eigenschappen  der  kina-alkaloïden  te  vermeerderen. 

Het  zout,  dat  mij  ten  dienste  stond,  was  goed  krisjtallijn, 
maar  eenigszins  vaal  van  tint.  Het  loste  in  overmaat  van 
zuren  tot  eene  lichtbruingeel  gekleurde  vloeistof  op. 

Om  daaruit  cupreïne  te  bereiden,  zou  men  geneigd  zijn, 
de  in  verdund  zoutzuur  opgeloste  massa  door  alkaliën  —  en 
wel  door  ammonia  in  zwakken  overmaat  —  te  ontleden,  daar 
cupreïne,  zooals  reeds  uit  het  onderzoek  van  Hf^sse  en  van 
Paul  en  Cownley  is  gebleken,  in  overmaat  van  kali  en 
natron  —  en  zelfs  van  ammonia  —  gemakkelijk  oplost.  Deze 
wyze  van  doen  voert  intusschen  niet  tot  het  doel;  want 
wanneer  men  het  in  verdunde  zuren  opgeloste  sulfaat  in 
zwakken  overmaat  van  verdunde  ammonia  giet  en  snel  om- 
roert,  ontstaat  altijd  we.ler,  nevens  cupreïne,  eene  zekere 
hoeveelheid  van  het  moeilijk  oplos^bare  basische  sulfaat. 

Ik  heb  er  my  het  best  bij  bevonden,  de  cupreïne  af 
te  scheiden  uit  eene  oplossing  van  het  neutrale  (door  an- 
deren zuur  genoemde)  hydrochloraat,  die  men  zich  gemak- 
kel^k    op    de    volgende    wgze    bereidt.     Men  verwarmt  het 
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basische  sulfaat  met  zijn  tienvoudig  gewicht  aan  water, 
voegt  onder  gestadig  roeren  zooveel  zoutzuur  toe,  dat  de 
massa  opgelost  is  en  daarna  de  ter  precipitatie  van  het 
zwavelzuur  noodige  hoeveelheid  chloorbaryum.  Nadat  zich 
het  baryumsulfaat.  heeft  afgezet,  filtreert  men  de  vloei- 
stof door  dierlyke  kool  en  giet  haar,  na  bekoeling,  on- 
der voortdurend  roeren  in  eene  verdunde  oplossing  van  am- 
monia in  water.  Hierbg  kan  men,  bg  gedeelten  werkende, 
zich  door  den  reuk  laten  leiden  en  zoolang  met  de  toevoe- 
ging van  het  zure  vocht  voortgaan,  als  hg  het  omroeren 
de  reuk  van  de  ammonia  nog  even  duidel^k  voor  den  dag 
komt.  Het  is  niet  raadzaam,  omgekeerd  te  handelen  en  de 
ammonia  b^  het  zure  vocht  te  gieten,  tenz^  de  oplossing 
van  het  zout  zeer  verdund  zij,  omdat  dan  lichtel^k  uit  de 
oplossing  van  het  gemakkelyk  oplosbare  neutrale  hydro- 
chloraat  eene  zekere  hoeveelheid  van  het  basische  hydro- 
chloraat  kan  ontstaan,  dat  zich  met  de  afgescheidene  cupreïne 
vermengt,  later  door  het  ter  uitspoeling  dienende  water 
wordt  opgelost  en  op  die  w^ze  verloren  gaat. 

De  verkregene  neerslag  wordt  nu  zoo  snel  mogelgk  met 
behulp  van  den  BuNSEN'schen  toestel  afgefiltreerd  en  met 
koud  water  uitgewasschen.  De  doorloopende  zwak  ammo- 
niakale  vloeistoffen  behoeven  niet  te  worden  weggeworpen. 
Door  verdamping  daarvan  en  latere  toevoeging  van  eene 
kleine  overmaat  van  ammonia,  verkrijgt  men  daaruit  weder 
een  neerslag  van  cupreïne,  die,  ofschoon  gekleurd,  zeer  goed 
tot  de  bereiding  van  sommige  cupreïne -zouten  kan  dienen. 

Bg  de  beschrevene  bewerkingen  bemerkt  men  al  spoedig, 
dat  cupreïne,  in  vergelijking  van  de  meer  bekende  kina- 
alkaloïden, veel  grootere  neiging  vertoont  om  zich  onder 
den  invloed  van  verschillende  invloeden  te  kleuren  en  te 
ontaarden.  Herhaalde  bewerkingen  van  hetzelfde  preparaat 
^verdamping  en  oplossing)  voeren  doorgaans  tot  het  resul- 
taat, dat  de  massa  geelachtig,  bruin-  of  roodachtig,  ten 
laatate  bijna  zwart  wordt  gekleurd.  Dit  schgnt  vooral  plaats 
te  grgpen  onder  den  invloed  van  oxydeerende  zuren,  zooals 
salpeterzuur  en  chloorzuur,  en  van  alkaliën,  althans  onder 
den  invloed  van  ammonia.   Somtgds  verkrijgt  men  door  het 
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verdampen  van  dergelijke  gekleurde  oplossingen  tot  droog- 
wordens  en  latere  behandeling  met  water  een  zwart  poeder 
als  residu,  dat  met  eene  donkerviolette  kleur  in  alkohol 
en  ijsaz^n  oplost  en  daaruit  bij  verdamping  duidel^k  kristal- 
lijn achterblijft.  De  hoeveelheid  daarvan  is  echter  altgdzeer 
gering.  Zooals  later  zal  worden  vermeld,  ontstaat  daarvan  eene 
ruime  hoeveelheid,  wanneer  het  neutrale  nitraat  in  drogen 
toestand  boven  zekere  grenzen  van  temperatuur  wordt  verhit. 

Heeft  men  dergelyke  donkergekleurde  vloeistoffen  op 
cupreïne  te  verwerken,  dan  voert  het  gebruik  van  dierlgke 
kool  ter  ontkleuring  gewoonlgk  niet  tot  het  doel  en  is 
het  verkieselijk,  aan  het  vocht  allengskens  zooveel  verdun- 
de ammonia  toe  te  voegen,  dat  er  een  geringe  nederslag  is 
ontstaan.  Na  bezinking  is  het  vocht  min  of  meer  ontkleurd 
en  de  kleurstof  in  den  neerslag  overgegaan;  men  herhaalt 
deze  bewerking,  totdat  men  het  beoogde  doel  heeft  bereikt 

Het  alkaloïde,  dat  uit  de  oplossing  van  een  cupréïnezoat 
door  ammonia  is  afgescheiden,  heeft  menigmaal  eene  gele 
tint,  vooral  wanneer  deze  laatste  niet  genoegzaam  was 
verdund.  Het  zuiveren  van  een  dergelijk  gekleurd  praeparaat 
geschiedt  het  best,  wanneer  men  de  massa  bij  zachte  warmte 
met  alkohol  van  70  pOt.  uittrekt;  daardoor  gaat  de  kleur- 
stof met  een  deel  van  het  alkaloïde  in  oplossing;  het  a%e- 
filtreerde  residu  kan  nu  in  sterken  alkohol  worden  omge- 
kristalliseerd  of  door  omzichtige  toevoeging  van  water  tot 
het  vocht,  bij  bekoeling,  in  kristalletjes  worden  afgescheiden. 

Volgens  deze  laatete  wijze  van  doen  scheidt  zich  een  zeer 
groot  gedeelte  van  het  alkaloïde  zuiver  wit  uit  de  oplos- 
sing af,  terwijl  het  kristalliseeren  daarvan  door  ver- 
damping van  sterk  alkoholische  oplossingen  allengs  weder 
aanleiding  geeft  tot  het  verkregen  van  een  min  of  meer 
gekleurd  produkt. 

Wat  nu  verder  de  eigenschappen  van  de  cupreïne  betreft, 
zoo  kan  ik  in  hoofdzaak  bevestigen,  hetgeen  daaromtrent 
loor  Hessb  is  medegedeeld  *). 


*)  Jnn,  der  Chem,  u.  Pharm,  930^  65  en  verv. 
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Cupreïne  lost  tamelyk  wel  in  sterken  alkohol  op,  weinig 
in  aether,  zwavelkoolstof,  benzol,  chloroform  en  petroleum- 
aether. 

Het  kristalliseert  uit  sterken  alkohol  in  den  vorm  van 
kleine  doorschijnende  kristalletjes,  uit  (wuterho.udenden)  aether 
in  den  vorm  van  wratjes,  die,  volgens  de  ondervinding  van 
Hbss£  en  ook  volgens  de  mijne,  2  moleculen  water  bevatten. 
Het  alkaloïde,  dat  door  toevoeging  van  water  aan  eene  warme 
alkoholische  oplossing  wordt  afgescheiden,  bevat  allgd  eene 
zeer  geringe  hoeveelheid  water,  ongeveer  1.3  procent,  wat 
overeenkomt  met  ^/s  molecule.  Dat  dit  water  niet  kan  ge- 
acht worden,  door  hygroscopiciteit  te  zijn  opgenomen,  maar 
werkel^k  scheikundig  is  gebonden,  schgnt  m^'  toe  daar- 
uit te  blgken,  dat  het  uiterlgk  van  het  praeparaat  na  het 
drogen  op  100  —  130^  zeer  wordt  veranderd;  vroeger  een 
vrg  dicht  zandachtig  poeder,  gaat  het  over  in  eene  los 
samenhangende  massa  van  Veel  duidelijker  kristallijn  voor- 
komen. Ik  geloof  dan  ook  te  mogen  aannemen,  dat  de 
samenstelling  van  uit  slappen  alkohol  afgescheiden  en  aan 
de   lucht    gedroogde    cupreïne    beantwoordt  aan  de  formule 

aiCjöHsjaNA)  +  H3O. 

Voor  het  smeltpunt  van  by  140^  gedroogde  cupreïne  vond 
Prof,  HooQEWBRFi'  ±z  1970,  hetgeen  met  de  opgave  van 
HassE  (1980)  goed  overeenstemt. 

De  analyse,  uitgevoerd  door  den  Heer  E.  H.  Ekksb,  le- 
verde de  volgende  uitkomst  op: 

1)  0.7502  gram  luchtdroge  cupreïne,  uit  aether  gekristal- 
hseerd,  verloren  bij  130— 1400  0.1008  gram  H20  =  13.4  pCt. 

De  formule  C19H22N3O3  +  2  HgO  vordert  10.4  pCt.  B^O. 

2)  0.2808  gram  uit  aether  gekristalliseerd  alkaloïde,  bg 
1300  gedroogd,  gaven  0.7602  gr.  CO3  en  0.1865  gr.  H^O. 


Gevonden. 

Berekend. 

Cl. 

73.8 

73.5 

Haa 

7.3 

7.1 

N2 

— 

— 

Og 

— 

— 

Hiermede  stemt  vrij  goed  overeen  de  uitkomst  der  analyse 
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van  het    neutrale    chloroplatinaat,  ten  deele  door  den  Heer 
E.  H.  Ekkbk,  ten  deele  door  mij  verricht. 

1)  0.9461  gr.  van  het  zout  gaven  my  bg  drogen  op  145^ 
een  verlies  aan  water  van  0.0265  gr.  of  2.8  pCt.,  hetgeen 
beantwoordt  aap  1  molecule  kristalwater  (2.44  pCt.).  Van  het- 
zelfde zout  gaven  0.4136  gr.  0.1094  gr.  platina  =  26.45  pCt. 

De  formule  CioH^aNaOg,  H^  Pt  Cle  +  H^O  vordert  26.34 
pCt.  Pt. 

2)  De  Heer  Ekkbr  verkreeg  van  0.5611  gram  bij  1 10 — 130^ 
tot  standvastig  gewicht  gedroogd  chloroplatinaat  0.6393  (X)j 
en  0.1809  gr.  HgO. 

Gevonden.  Berekend. 

Ci9  31.1  31.7 

H24                       3.7  3.3 

N2                         -  - 

O,                        -  - 

Pt  26.5  26.3 

Cle  - 

Gupreïne  gedraagt  zich  als  eene  tweezurige  basis  en  geeft 
met  de  meeste  zuren  twee  reeksen  van  zouten,  die  ik  basi- 
sche en  neutrale  zal  noemen.  Met  sommige  zuren,  zooals 
zwavelzuur,  vereenigt  het  zich  ook  nog  ter  vorming  ran 
een  zuur  zout,  waarvan  het  zuur  op  l  mol.  alkaloïde  twee- 
maal grooter  is  dan  in  het  neutrale.  De  basische  zouten 
zijn  over  het  geheel  niet  zeer  oplosbaar  in  water,  de  neutrale 
en  zure  daarentegen  wel. 

Zooals  Hessb  reeds  heeft  opgemerkt,  zijn  oplossingen  van 
basische  zouten  geel  gekleurd ;  de  eigenaardige  citroengele 
tint  dezer  vloeistoflFen,  die  bij  de  zuiverste  praeparaten  voor- 
komt, moet  niet  worden  verward  met  de  bruingele  kleur, 
die  bij  langzame  ontaarding  ten  gevolge  van  verdamping  enz. 
wordt  waargenomen.  Dit  blgkt  onder  anderen  daaruit,  dat 
de  witte  basische  zouten,  die  met  eene  gele  kleur  in  water 
oplossen,  met  watervrijen  alkohol  geheel  kleurlooze  oplos- 
singen geven.  De  oplossingen  van  neutrale  verbindingen  van 
cupreïne  met  kleurlooze  zuren  z^n  ongekleurd,  tenzy  bij 
verdunning  en  verwarming  door  dissociatie  eene  zekere 
hoeveelheid    basisch    zout  ontstaan  zg.     In  drogen  toestand 
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zgn  de  volkomen  zuivere  neutrale  verbindingen  met  kleur- 
looze  zuren  waarsch^nlijk  ongekleurd  (het-  hydroiodaat  uit- 
gezonderd, dat  oranjekleurig  en  het  hydrobromaat,  dat  geel 
is),  maar  het  is  mg  niet  mogen  gelukken,  neutrale  zouten 
in  groote  kristallen  geheel  ongekleurd  te  verkrijgen. 

Bg  de  bepaling  van  het  soortel^k  draaiingsvermogen  van 
cupreïne  en  hare  verbindingen  heb  ik  dezelfde  methode  ge- 
volgd als  vroeger  by  mgn  onderzoek  omtrent  kinamine  en 
konkinaraine. 

De   uitkomsten  werden  berekend  met  behulp  van  de  for- 

mule  (a)     •-=  - — . 
^  'D         lp 

Yoor    de  oplossingen  van  het  vrije  alkaloïde  in  absoluten 

alkohol  verkreeg  ik  daarbg  de  volgende  resultaten: 
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Eene  bepaling  van  het  S.  D.  V.  in  alkohol  van  97  pCt. 
gaf  de  volgende  uitkomst: 
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Zouten  van  cüp&bïkk. 

Basisch  hydrochloraat  C^g  H22  N^  O3,  H  Cl  +  Hg  O.  Voor 
dit  in  kleurlooze  naalden  kristalliseerende  zout  vond  ik  de- 
zelfde samenstelling  als  Hesse. 

0.4087  gram  zout  verloren  namelgk  bg  drogen  op  1 40^  C. 
0.0200  gram  H^  O  =1  4.9  pCt.     Berekend  4.9  pCt. 

De  oplosbaarheid  in  water  werd  bepaald  volgens  de  me- 
thode van  ViCTOK  Msteb  en  wel  voor  eene  temperatuur 
van  16.8^  C.  7.8512  gram  van  eene  bij  die  temperatour 
verzadigde  oplossing  lieten  by  verdamping  en  drogen  op 
130^  C.  een  overschot  achter  van  0.1370  gram.  Hieruit 
berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het  waterhoudende 
zout  1  :  53.5. 

De  bepaling  van  het  soortelgk  draaiingsvermogen  in  wa- 
terige en  alkoholische  oplossingen  leverde  de  volgende  uit- 
komst   op. 
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Neutraal  hydroeliloraat  €39  Hgg  N2  0^,  2  H  Cl,  watervrg  en 
gebonden  aan  twee  moleculen  kristalwater. 

Volgens  Hjësse  bevat  dit  zout  geen  kristalwater  en  is 
bet  gemakkelijk  oplosbaar  in  koud  water,  moeilijk  oplos- 
baar in  sterk  zoutzuur. 

Naar  m^ne  ervaring  bestaan  er  twee  zouten,  waarvan 
bet  eene  watervr^  is  en  bij  temperaturen,  die  naar  m^ne 
scbatting  boven  15^  liggen,  in  barde  kleurlooze  kristallen 
aanschiet,  terwijl  bet  andere  by  winterkoude  in  verbinding 
met  twee  moleculen  water  verkregen  wordt  en  betrekkel^k 
groote  tot  bet  rbombiscbe  stelsel  beboorende  kristallen 
vormt,  die  veel  meer  neiging  bezitten  om  uit  bet  omgevende 
water  kleurstof  op  te  nemen  dan  bet  watervrije. 

Het  is  mg  eenmaal  voorgekomen,  dat  eene  kristallisatie 
van  watervrg  zout,  over  dag  in  de  maand  November  1887 
aan  den  binnenwand  van  een  bekerglas  gevormd,  gedurende 
den  nacbt.  was  verdwenen  en  bad  plaats  gemaakt  voor 
groote  kristallen  van  waterboudend  zout,  die  den  bodem 
van  bet  vat  bedekten  en  een  geheel  ander  uiterl^k  voor- 
komen hadden. 

De  wat^rbepaling  van  bet  laatstgenoemde  zout  leverde 
de  volgende  uitkomst  op: 

0.9648  gram  verloren  b^  drogen  op  1400  0.0748  gram 
=  8.3  pCt.  aan  gewicbt.  De  formule  met  twee  moleculen 
water  eiscbt  een  gebalte  van  8.6  pGt.  Na  eenige  dagen 
staan  in  de  lucbt  bad  dit  zout  weder  0.0498  gram  water 
opgenomen,  d.  i.  ongeveer  5.1  pCt.  Het  zout  met  1  mole- 
cule water  zou  4.5  pCt.  water  moeten  bevatten.  Later  evenwel 
was  de  toename  in  gewicbt  in  het  geheel  gelyk  aan  6.9  pOt. 
zoodat  het  schignt  dat  het  zout  onder  gunstige  omstandig- 
beden  weder  bet  gebeele  gehalte  van  2H2O  kan  opnemen. 
De  oplosbaarheidsbepaling  volgens  de  methode  van  V. 
Meijer  leverde  de  volgende  uitkomst: 

t=]h^.     4.2893    gram    verzadigde    waterige    oplossing 

gaven   als  droog  residu  (verbitting  op  140^  C.)  0.6500  gr. 

Oplosbaarheid  van  bet  droge  zout  daaruit  berekend  1  :  5.60. 

t=:  160.3.  9.2511  gram  verzadigde  oplossing  gaven  als  droog 

residu  1.3014  gr.  Oplosbaarheid  vanhet  droge  zout  1  :  6.11. 
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Wat   nu    verder  de  bepaling  van  het  S.  D.  V.  voor  op- 

lossingen   in    water    betreft,  ik  heb  deze  uitgevoerd  zoowel 

bij  het  watervrije  als  big  het  waterhoudende  zout  en  buiten- 

dien ook  onder  toevoeging  van  een  overmaat  van  zoutzuur. 

De  uitkomsten  zgn  de  volgende: 
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Basisch  hydróbromaat,  Cjg  H22  Nj  O2 ,  H  Br  -f  H^O.  Dit 
zout  kristalliseert  even  als  het  basische  hydrochloraat  in 
den  vorm  van  witte  naalden. 

Kristal  waterbepaling.  1)  0.8664  gr.  zout  verloren  bij  dro- 
gen op  1600  C  0.0384  gr.  water  =  4.4  pCt.  2)  0.6956 
gr.  zout  verloren  b^  drogen  op  I6OOC.  0.0298  gr,  water 
=  4.3  pCt.  De  formule  eischt  4.4  pCt.  water. 

Het  zout  is,  volgens  de  uitkomst  van  de  volgende  proef, 
moeilyker  oplosbaar  in  water  dan  het  overeenkomstige  hy- 
drochloraat. 6.7774  gram.  van  eenebij  1 6^  verzadigde  oplos- 
sing lieten  bg  verdampen  en  drogen  op  145^  G.  een  overschot 
achter,  wegende  0.0526  gram.  Hieruit  berekent  men  voor 
de  oplosbaarheid  van  het  waterhoudende  zout  1  :  122.2. 

Omtrent  het  S.  D.  Y.  verkreeg  ik  de  volgende  uitkomst: 
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Neutraal  hydróbromaat,    C19H3.2N2O3,    2HBr,  Watervrg 

en  met  2  H2  O  gekristalliseerd  naar  gelang  van  temperatuur. 

Waterbepaling  van  het  gehydrateerde  zout:  1.3496  gram 
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verloren  bg  drogen  op  1400  C.  0.0983  gr.  =  7.3  pCt.  wa- 
ter. De  formule  eischt  7.0  pCt. 

Bepaling  van  de  oplosbaarheid:  6.8066  gram  bg  16^  G. 
verzadigde  waterige  oplossing  lieten  na  verdamping  en  ver- 
hitting op  1450  een  overschot  van  0.5072  gram.  Oplosbaar- 
heid hieruit  berekend  1  :  12.52. 

De  uitkomsten  omtrent  het  soortelgk  draaiingsvermogen 
voor  oplossingen  in  water  waren  de  volgende  (hierbg  werd 
het  watervrije  zout  gebruikt) : 
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Basisch  hydroiodaat.  C^g  H22  N2  O2,  H  I.  Het  zout,  dat  ik 
onderzocht,  was  water vrg.  Het  verloor  bg  verhitting  op  140^ 
niets  aan  gewicht.  0.4545  gr.  gaven  0.2394  gr.  AgI,  het- 
geen overeenkomt  met  28.4  pGt.  lodium.  De  formule  van 
het  watervrge  zout  vordert  29.2  pCt.  I. 

Bepaling  van  oplosbaarheid:  6.0228  gram  van  eene  bg 
160  verzadigde  waterige  oplossing  lieten  na  verdamping  en 
drogen  op  140^  achter  0.0559  gr.  overschot.  Oplosbaarheid 
hieruit  berekend  1  :  106.6. 

Voor  het  S.  D.  Y.  vond  ik  het  volgende: 
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Neutraal  hydroiodaat  0^9  H22  Ng  O2,  2  H  I  met  1  en  met 
2  HgO. 

Ik  verkreeg  dit  zout  in  den  vorm  yan  oranjegele  wratten 
en  in  den  vorm  van  tamel^k  groote  fraaie  donker  oranje- 
kleurige kristallen. 

Van  het  eerste  verloren  0.6357  gr.  bg  drogen  op  1450 
0.0211  gr.  water  d.  i. :  3.3  pCt.  De  formule  met  1  Hg  O 
eischt  3.0  pCt. 

Van  het  tweede  verloren  1.2854  gr.  b^  drogen  op  150^ 
0.092  gr.  of  7.2  pCt.  water.  De  formule  met  2  Hg  O 
eischt  6  pCt.  Het  verschil  tusschen  de  gevondene  en  be- 
rekende hoeveelheid  laat  zich  daardoor  verklaren,  dat  het 
zont  nog  een  weinig  vochtig  was. 

Bepaling  van  oplosbaarheid  bg  16^  C.  10.700  gram 
verzadigde  waterige  oplossing  gaven  als  residu,  op  140^ 
gedroogd,  0.6494  gr.  zout.  Hieruit  berekent  men  voor  de 
oplosbaarheid  van  het  waterhoudende  zout  1  :  15. 

Het  onderzoek  omtrent  het  S.  D.  V.  leverde  de  volgende 
uitkomst  op  voor  opl.  in  water. 
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Basisch  nitraat  Cig  H^g  Ng  0^,  H  NO3  +  2  H^  O,  Dit 
zout  doet  zich  voor  in  den  vorm  van  fijne  witte  naalden. 
B^  verhitting  onder  water  smelt  het  tot  eene  kleverige 
dikke  massa  en  b^  snelle  bekoeling  van  eene  heete  ge- 
concentreerde oplossing  scheidt  het  zich  als  eene  amorphe 
massa  af,  die  allengs  kristallen  wordt. 

Waterbepaling.  0.5000  gr.  verloren  door  drogen  op  120^ 
0.8442  gr.  water  =  8.84  pCt.  De  formule  van  het  zout 
met  2  moleculen  kristal  water  eischt  8.8  pCt. 

Oplüsbaarheidsbepaling.  12,525  gram  van  eene  b^  15^  C. 
verzadigde  waterige  oplossing  lieten  bg  uitdampen  en  drogen 
op  1100  C.  achter  een  overschot  van  0.1312  gram.  Hier- 
uit berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het  waterhou- 
dende  zout  1  :  86. 

Zooals  uit  deze  uitkomst  blgkt,  mist  de  bewering,  dat  dit 
zout  in  water  zeer  oplosbaar  is,  allen  grond    ^). 

De  bepaling  van  het  S,  D.  V.  in  waterige  oplossing  le- 
verde de  volgende  uitkomst  op: 


•)  Fharm.  Journal.  TransactioM  [8]  XV  402,  (Paul  ea  Cownlet). 
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Neutraal  Nitraat.  Cig  Hgg  N2  Og,  2  H  NO3  +  Hg  O.  Deze 
verbinding  kristalliseert  in  prachtige  lichtgele  kristallen, 
welke  evenals  het  hydrochloraat  eene  aanzienl^ke  grootte 
kunnen  bereiken.  Men  bereidt  het  gemakkelijk  door  b^ 
het  alkaloïde  de  berekende  hoeveelheid  (getitreerd)  normaal 
salpeterzuur  te  voegen.  Het  alkaloïde  lost  daarin  eerst  op; 
maar  weldra  scheidt  zich  het  zout  af,  dat  door  kristalli- 
seeren  uit  warm  water  gemakkelijk  te  reinigen  is.  Zooals 
reeds  in  den  aanvang  (zie  bl.  3)  werd  vermeld,  is  het 
tegen  den  invloed  van  hooge  temperaturen  niet  bestand.  Bij 
100^  verhit,  begint  het  na  langen  tyd  reeds  versch^nselen 
van  kleuring  te  vertoonen;  bij  IIOO  in  fijn  verdeelden 
toestand  op  een  open  horlogieglas  verhit,  wordt  het  spoedig 
bruinachtig  en  naarmate  de  temperatuur  stijgt,  wordt  de 
massa  donkerder,  totdat  zy  ten  laatste  zwart  schijni  Bg  be- 
bandeling  met  water  verkrggt  men  eene  donkerviolet  ge- 
kleurde oplossing  en  blijft  er  een  zwartviolet  poeder  terug, 
dat  niet  in  water  oplost  en  bg  koking  m^t  ]gsazijn  en  al- 
kohol  eene  vloeistof  geeft,  die  b^  langzame  verdamping 
aan  de  lucht  een  kristallijn  violet  residu  achterlaat.  De 
bedoelde  verandering  heeft  veel  gemakkelijker  plaats  in  open 
schalen  of  glazen  dan  in  buizen.  Bij  150^ — 160^  is  zfl 
vooral  gemakkelgk  waar  te  nemen.  Ik  behoud  mij  voor, 
later  omtrent  het  ontledingsprodukt  nadere  onderzoekingen 
te  doen. 

Waterbepaling.  0.5314gr.  verloren  bj  drogen  op  1050—1100 
0.0217  gr.  water —  4.1  pCt.  De  formule  met  1  mol  ll<j  O 
eischt  4.0  pCt. 
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Dat  er  niet  meer  dan  1  mol.  kristalwater  in  het  zout  is, 
sch^nt  mg  daaruit  te  blaken,  dat  bij  eene  proef^  waarbij 
het  zout  op  150*  werd  verhit,  onder  gedeeltelgke  ontlediii^ 
en  ontwaking  van  salpeterzuur  een  gewichtsverlies  werd  ver- 
kregen van  slechts  6  pCt. 

Ten  aanzien  van  de  oplosbaarheid  in  water  werd  het  vol- 
gende resultaat  verkregen. 

10.3340  gr.  van  eene  bg  17^  C.  verzadigde  oplossing  lie- 
ten een  bg  lOOO  op  het  waterbad  gedroogd  overschot  terug 
van  0.7570  gr.  Hieruit  berekent  men  eene  oplosbaarheid 
van  het  waterhoudende  zout  van  1  :  12,2.  Deze  uitkomst  is 
evenwel  slechts  eene  benadering  tot  de  waarheid,  omdat  het 
uitdampen  van  de  waterige  oplossing  steeds  het  ontaarden 
en  bruin  worden  van  de  massa  ten  gevolge  heeft,  die  voonJ 
op  het  laatst  zeer  merkbaar  is. 

Wat  verder  het  S.  D.  V.  in  waterige  oplossing  betreft, 
zoo  kan  de  uitkomst  daarvan  uit  het  volgende  overzicht 
worden  opgemaakt: 
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Hieruit  schijnt  te  blijken,  dat  beneden  en  boven  zekere 
concentratie  een  gelijk  soortelijk  draaiend  vermogen  kan 
worden  waargenomen,  terw^l  verder  bij  sterkere  verdunning 
dit  S.  V.  D.  gestadig  toeneemt.  Sterkere  oplossingen  dan  die 
onder  n^.  5  is  vermeld  heb  ik  niet  gebruikt,  omdat,  zooals  uit 
het  bovenstaande  blykt,  al  spoedig  oververzadigde  soluties 
zouden  verkregen  zijn,  die  onder  de  waarneming  konden 
kristalliseeren. 

Basisch  chloraat.  C19H20N2O2  +  HCIO3.  Het  basische 
chloraat  is  watervrg,  zooals  mg  bij  droging  van  verschil- 
lende praeparaten  tot  op  150^  bleek.  Het  kristalliseert 
in  fijne,  witte,  tot  knolvormige  aggregaten  vereenigde 
naaldjes.  De  oplossing  daarvan  in  heet  water  kleurt  zich 
allengskens  bruinrood  en  wordt  daarbg  steeds  donkenier. 
Eene  verdunde  oplossing  van  het  zuivere  zout  vertoont,  in 
t^enoverstelling  van  al  hetgeen  ik  bg  andere  zouten  heb 
gezien,  geene  de  minste  gele  kleuring. 

Bepaling  van  oplosbaarheid.  9.482  gram  van  eene  bg  14^ 
verzadigde  waterige  oplossing  lieten  bg  uitdampen  en  drogen 
op  1150  een  overschot  achter  van  0.1936  gr.  Hieruit  be- 
rekent men  voor  de  oplosbaarheid   l  :  48. 

De  resultaten  omtrent  het  S.  D.  V.  van  het  zout  waren 
de  volgende; 
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Neutraal  chloraat.  C19  H22  Ng  Ojj,  2  H  Cl  O3  +  xU^O. 
Dit  zout  bereidde  ik  door  dubbele  ontleding  van  de  bere- 
kende hoeveelheden  neutraal  sulfaat  en  zuiver  gekristalliseerd 
baryumchloraat.  Na  filtratie  van  het  afgescheidene  baryum- 
sulfaat  verkreeg   ik  eene  bgna  kleurlooze  oplossing,  die,  in 
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uiterst  dunne  lagen  aan  de  lucht  yerdampt,  eerst  een  amorph 
vernis  achterliet,  dat  echter  b^  lang  staan  in  eene  straal- 
vormige  kristalligne  massa  veranderde.  Het  verdampen  ^an 
eene  groote  hoeveelheid  oplossing,  eerst  op  het  waterbad  en 
later  onder  den  exsiccator,  waarb^  de  massa  steeds  donkerder 
van  kleur  werd,  leidde  tot  het  verkregen  van  eene  bijna 
zwarte,  zeer  dikke  gomachtige  massa,  die  in  verloop  van 
een  paar  maanden  kristall]yne  structuur  aannam.  Dit  d^se 
proef  blgkt  de  groote  oplosbaarheid  van  het  zout  en  tevens 
de  moeil^kheid  om  het  S.  D.  V.  daarvan  te  bepalen. 

Basisch  perchloraat  G^g  Hg^NgOg,  H  Cl  O.;  +  IJ  HjO. 
Wanneer  men  dit  zout  bereidt  uit  alkaloïde  en  eene  niet 
al  te  verdunde  warme  oplosssing  van  overchloorzuur,  zet 
zich  by  bekoeling  eene  gele  olieachtige  massa  af ;  deze  ver- 
andert echter  onder  het  vocht  langzamerhand  in  nagenoeg 
kleurlooze  kleine  kristalletjes,  die  uit  kokend  water  kunnen 
worden  omgekristalliseerd  en  zich  dan  veel  gemakkelijker 
vormen,  bij  vrywillige  verdamping  zelfs  zich  in  net  ge- 
vormde kristalindividuen  aanzetten. 

Bepaling  van  kristal  water.  lo.  0.4110  gram  zout  ver- 
loren bij  drogen  op  1350  C*  ,0.0243  gram  water  =  5.7 
pCt. 

2)  0.9455  gr.  verloren  bij  drogen  op  1350  O.OüOO  water 
=  6.3  pCt. 

3)  0.6338  gr.  verloren  bij  drogen  op  1350  0.0404  waler 
=  6.3  pCt. 

De  formule  met  IJ  mol.  kristalwater  vordert  6.2  pCt 
De  bepaling  van  de  oplosbaarheid  in  water  gaf  het  vol- 
gende resultaat:  7.493  gram  by  lio  C.  verzadigde  oplossing 
lieten  als  op  110'^  gedroogd  residu  0.0420  gram  ach- 
ter. Hieruit  berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  vao  het 
waterhoudende  zout  1  :  167. 

Neutraal  perchloraat.  Cjg  H23  N3  Ojj,  2  H  Cl  O4.  Ik  be- 
reidde dit  zout  door  de  berekende  hoeveelheden  neutraal 
cupreïnesulfaat  en  baryumperchloraat  in  heete  oplossin- 
gen bij  elkander  te  voegen.  De  van  het  baryumsulfaat  af- 
gefiltreerde  vloeistof  was  lichtgeel  gekleurd  en  werd  na  vrij 
aanzienlijke    concentratie   op  het  waterbad  onder  eenen  ex- 
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siccator  weggezet.  Allengs  vormden  zich  aan  den  rand  van 
de  yloeistof  witte  vezelachtige  kristalaggregaten  en  tevens 
op  den  bodem  van  het  vat  eene  olieachtige  vloeistof  (waar- 
schgnl^k  een  bepaald  hydraat).  Werden  de  kristallen  weder 
in  de  vloeistof  ondergedompeld,  dan  losten  zy  toch  iu  de 
bovenste  laag  spoedig  weder  op;  dit  mag  in  zooverre  ver- 
wondering baren  y  dat  men  met  het  oog  op  de  afgescheidene 
olieachtige  massa,  het  bovenstaande  vocht  al  licht  voor  ver- 
zadigd zou  houden. 

Bepaling  van  kristalwater.  0.6776  gram  zout  verloren 
bg  verhitten  op  1350  C.  0.464  gr.  water  =  6.8  pCt.  De 
formule  eischt  een  gehalte  van  6.6  pCt. 

Bawch  èulfaat.  2  (CigH^jjNaOg),  H^SO^  -[-  6H2O.  Hjsssb 
bepaalde  de  samenstelling  van  dit  zout  en  vond,  dat  het 
weinig  in  water  oplosbaar  was.  Ik  verkreeg  het  nooit  anders 
dan  in  den  vorm  van  zeer  lichte  vlokken,  die  op  een  fil- 
trum  tot  eene  papierachtige  massa  samenkleven.  In  alkohol 
is  het  ook  slecht  oplosbaar.  0.4131  gr.  verloren  bg  drogen 
op  1400  C.  0.0549  water  =  13.3  pCt.  De  formule  eischt 
13.1  pCi  Hg  O. 

Oplosbaarheidsbepaling.  1)  19.7622  gram  van  eene  bfl 
170  G.  verzadigde  waterige  oplossing  lieten  b^  verdampen 
en  drogen  op  120^  C.  0.0208  gr.  residu  van  watervrij  zout. 
Hieruit  berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het  water- 
houdende  zout  1  :  813.  2)  29.1600  gr.  van  eene  bij  lOOoC. 
verzadigde  oplossing  lieten  bij  verdampen  en  drogen  op  120^  G. 
eene  residu  achter  van  0.1202  gr.  watervrij  zout.  Hieruit 
berekent  men  voor  de  oplossing  van  het  waterhoudend  zout 
1 :  209. 

Neutraal  BulfaaU  G19  Hg^  Ng  Ojj ,  H^  SO4  +  2  Hg  O.  Hbssb 
vond  van  dit  zout,  dat  het  in  heet  water  tamelgk,  in 
koud  water  slecht  oplosbaar  is  en  geeft  op,  dat  het  1  mo- 
lecule kristalwater  bevat.  Mijne  ervaring  strookt  daar- 
mede niet,  zooals  blijken  kan  uit  de  volgende  resultaten  der 
analyse: 

Kristalwater.  1)  0.4387  gr.  verloren  op  120°  G  0.0098 
gr.  Hg  O  maar  op  140^  0.0356  gr.  Hg  O.  Dit  laatste  cijfer 
komt  overeen  met  8.3  pGt. 
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2)  1.2787  gr.  verloren  door  drogen  op  145®  0.0998  gr. 
H^O  =  7.8  pCt 

Dit  gehalte  aan  water  werd  door  bet  aan  de  lucht  staande 
zout  weder  binnen  een  paar  dagen  geheel  opgenomen. 

Zwavelzuurbepaling.  3)  Het  lesidu  bij  het  drogen  van 
0.4387  gr.  zout  (zie  proef  l)  leverde  0.2332  gr.  BaSO^ 
=  0.09826  gr.  H2SO4  =  22.4  pCt. 

4)  Het  residu  van  1  2787  gr.  zout  uit  proef  2)  leverde 
0.6763  gr.  BaS04  =  22.3  pCt.  HgSO^. 

Alzoo 

Gevonden.  Berekend  naar  de  formule 

1 .  9.  C„  H„  N,  O, ,  flj  SO4  +  2  H,  O. 

HjjO  8.3  7.8  8.1 

SO4H2        22.4       22.3  22.1 

Ten  aanzien  van  de  oplosbaarheid  werd  de  volgende  uit- 
komst verkregen: 

1)  10.068  gram  van  eene  na  lang  staan  b^  17^  C.  ver- 
zadigde waterige  oplossing  gaven  na  uitdampen  en  drogen 
op  lage  temperatuur  een  residu  van  gekristalliseerd  zout,  we- 
gende 0.1478  gram.  Hieruit  berekent  men  eene  oplosbaar- 
heid van  1  :  70.1. 

2)  Eene  volgens  de  methode  van  Victor  Meijer  bereide 
bij  160  verzadigde  oplossing  gaf  op  10.898  gram  vocht  een 
residu  van  0.1473  gr.  op  140^  gedroogd  zout;  dit  komt 
overeen  met  eene  oplosbaarheid  van  het  waterhoudende  zout 
van  1  :  73.04. 

In  alkohol  is  het  zout,  zelfs  in  de  warmte,  slecht  op- 
losbaar. 

De  uitkomsten  ten  aanzien  van  het  soortel^k  draaüng»- 
vermogen  in  waterige  oplossingen,  zijn  de  volgende: 
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Hieruit  blijkt  dat,  even  als  gewoonl^k  wordt  waargeno- 
men, met  eene  grootere  concentratie  een  grooter  soortelyk 
draaiingsvermogen  overeenkomt. 

Zuur  sulfaat.  Ojg  Hga  N^  0^ ,  2  Hg  S  O4  +  3  Hg  O.  Wan- 
neer  men  het  voorgaande  zout  met  iets  meer  dan  de  be- 
rekende hoeveelheid  zwavelzuur  bij  verwarming  in  oplos- 
sing brengt  en  de  vloeistof  wordt  geconcentreerd,  zet  zich 
ten  slotte  een  zout  in  vezelige  naalden  af,  dat  aan  de  opge- 

28* 
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gevene  samenstelling  beantwoordt.  Het  is  in  water  zeer  op- 
losbaar, minder  in  sterk  zwavelzuur ;  ook  door  alkohol  wordt 
het  tamelyk  goed  opgenomen.  De  eenigzins  verdunde  op- 
lossing van  het  zuivere  zout  wordt  by  verwarming  vrg  gre« 
makkelijk  ontleed  en  daaruit  zetten  zich  dan  by  bekoeling 
kristallen  van  het  voorgaande  zout  af. 

De  analyse  van  de  verbinding  leverde  de  volgende  uit- 
komsten : 

Waterbepaling.  0.5U46  gr.  yerloren  bg  drogen  op  120^ 
0.0494  gr.  Hg  O. 

Bepaling  van  zwavelzuur.  0.4162  gr.  gaven  0.8522  BaSO^ 
=  0.1484  gr.  H2SO4. 


Hg  O 
HjjSO^ 


Gevonden. 

9.8 
36.7 


Berekend  naar  de  formule 
C„H„N,0„  afl,S04+3H,0. 

97 
35.0 


Basisch  fomiiaai.  Cjg  Hg^  Ng  Oj,  C  Hg  Og.  Het  basische  for- 
miaat  kristalliseert  in  den  vorm  van  fijne  witte  naaldjes, 
die  in  water  slecht  oplosbaar  zyn.  Het  is  watervrg ;  althans 
werd    b^    drogen  op  140^  G.  geen  gewichtsverlies  bespeurd. 

Oplosbaarheidsbepaling.  12.986  gram  yan  eene  by  16^  C. 
verzadigde  waterige  oplossing  gaven  bg  uitdamping  een 
residu  van  0.1174  gr.  droog  zout.  Hieruit  berekent  men 
voor  de  oplosbaarheid  in  water  eene  verhouding  van  1 :  110. 

Eene  bepaling  van  het  S.  D.  V.  leverde  het  volgende 
resultaat: 
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men  het  voorgaande  zout  in  eene  zwakke  overmaat  van 
mierenzuur  op,  dan  verkrggt  men  eene  vloeistof,  die  onder 
eenen  exsiccator  strooperig  wordt  en  eindelgk  in  dunnere 
lagen  sporen  van  kristallisatie  vertoont. 

Basüch  acetaat  C19  H32  N^  Og,  Cg  H^  Og  +  2  Hg  O .  Door 
zachte  verwarming  van  cupreme  met  eene  zwakke  over- 
maat van  az^nzuur  wordt  eene  verbinding  verkregen,  be- 
antwoordende aan  de  opgegeven  samenstelling.  Het  vormt 
uiterst  fijne  wollige  naaldjes  en  lost  moeil^k  in  water  op. 
De  oplossingen  zjn  in  hooge  mate  vatbaar  voor  overver- 
zadiging. 

Bepaling  van  kristalwater.  1)  0.5974  gram  verloren  bg 
drogen  op  140»  0.0496  gr.  HgO  =  8.3  pCt.  2)  0.9276  gr. 
verloren  bij  drogen  op  140»  0.0706  gr.  H3O  =  7.6  pCt. 

De  formule  eischt  8.8  pGt.  Hg  O.  Dat  het  zout  geen  azyn- 
zaur  had  verloren,  blgkt  daaruit,  dat  het  bij  koken  met  wa- 
ter weder  geheel  oploste. 

Bepaling  van  oplosbaarheid  in  water.  1)  7.912  gram  van 
eene  bg  17^  C.  verzadigde  oplossing  lieten  b^  verdamping 
en  drogen  op  130^  een  overschot  achter  van  O  0760  gr. 
Hieruit  berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  van  het  water- 
houdende  zout  1:85.  2)  10.294  gram  van  eene  bg  100^ 
C.  verzadigde  oplossing  lieten  op  dezelfde  wgze  een  droog 
overschot  achter  van  0.5214  gr ,  hetgeen  overeenkomt  met 
eene    oplosbaarheid  van  het  waterhoudende  zout  van  1:17. 

Neutraal  acetaat.  C19  Hgg  Ng  Og,  2  Cg  H4  O3  -f-  a?  Hg  O. 
Door  het  voorgaande  zout  in  overmaat  van  az^nzuur  op  te 
lossen  en  aan  vr^willige  verdamping  bloot  te  stellen,  ver- 
krggt  men  eene  amorphe  strooperige  massa,  die  tot  een 
vernis  opdroogt  en  waarschijnlgk  het  neutrale  zout  roor» 
stelt. 

Basisch  oxalaat.  2  (C19  Hgg  Ng  Og),  Cg  Hg  O4  +  2  Hg  O. 
Paul  en  Gowklby  beschrgven  dit  zout  en  vermelden  er  van, 
dat  de  oplossing  tot  een  vernis  opdroogt,  waarin  hier  en 
daar  kristallen  voorkomen.  Inderdaad  verkrijgt  men,  wan- 
neer het  zout  door  dubbele  ontlediag  van  het  hydrochloraat 
of  nitraat  en  ammoniumoxalaat  in  tamelijk  geconcentreerde 
oplossing  wordt  bereid,  eerst  eene   afscheiding  van  olieach- 
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tige  drnppeltjes,  die  zich  allengs  op  den  bodem  van  het  vat 
als  eene  gele  amorphe  taaie  harsachtige  massa  afisetten, 
maar  deze  gaat  allengs  geheel  in  eene  kristall^ne  maasa 
over.  Lost  men  die  in  kokend  water  op  of  zorgt  men  bg 
de  straks  beschreven  proef,  dat  de  oplossingen  een  verdon- 
ningsgraad  hebben,  waarbg  zich  slechts  weinig  zont  kao 
afzetten,  dan  verkrijgt  men  ongekleurde  duidelgke  kristal- 
letjes.  De  waterige  oplossing  yan  het  zout  is  zeer  onderhe- 
vig aan  oververzadiging. 

Bepaling  van  kristalwater.  0.4788  gram  zout  verloren  bg 
drogen  op  130^  C.  0.0268  gram  water  =  5.6  pCt.  De 
formule  eischt  insgel^ks  5,6  pCt. 

Bepaling  van  de  oplosbaarheid  in  water.  22.527  gram  van 
eene  by  18^  0.  verzadigde  oplossing  lieten  bg  yerdamping 
en  verder  drogen  op  140^  een  overschot  achter  van  0.0511 
gram.  Hieruit  berekent  men  voor  de  oplosbaarheid  yan  het 
waterhoudende  zout  1  :  407. 

Neutraal  oxalaat.  C19  H22  Ng  Og,  C^H^  O4  +  j?  Hg  O.  Lost 
men  onder  zachte  verwarming  1  mol.  cupreine  in  eene 
geconcentreerde  oplossing  van  1  mol.  zuringzuur  op,  zoo 
verkr^gt  men  eene  strooperige  vloeistof,  die  bg  verdere 
verwarming  plotseling  eene  groote  hoeveelheid  van  een  wit 
zout  afi9cheidt.  Dit  zout  is  het  voorgaande  basische.  Brengt 
men  door  toevoeging  van  meer  water  en  verwarming  alles 
weder  in  oplossing  zoo  kristalliseert  bg  bekoeling  al- 
lengs het  basische  oxalaat  in  fraaie  netgevormde  kristallen. 
De  afgegoten  vloeistof  gaat  hiermede  voort,  tot  dat  er  ten 
laatste  een  vocht  overblgft,  dat  tot  eene  gomachtige  massa 
uitdroogt. 

Basisch  tartraat.  2  (Ojg  Hg,  Ng  Og) ,  C4  Hg  Oe  +  2  Hg  O. 
Deze  yerbinding  kristalliseert  door  toevoeging  van  alkali- 
tartraat  bij  eene  warme  niet  te  verdunde  oplossing  yan  ba- 
sisch hydrochloraat  of  nitraat  in  den  vorm  van  dunne  witte 
naaldjes. 

Hessb,  die  het  zout  beschrgft,  vond  dezelfde  samenstel- 
ling als  hier  boven  aangegeven  is.  Mgne  uitkomsten  waren 
de  volgende: 

1)  0.6233  gram  tartraat  verloren  bg  drogen  op  liQO  G. 
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0.0289  gr.  H^O  =  4.6  pCk.  2)  0  8984  gram  tartraat  ver- 
loren bg  drogen  op  140^  0.0418  gr.  HjjO  —  4.6  pOt.  De 
formule  eischt  4.4  pCt.  Het  geheele  gehalte  aan  kristalwa- 
ter wordt  door  staan  aan  de  lucht  allengs  weder  opgenomen. 

Zooals  reeds  Paul  en  Cownley  opmerkten,  is  het  zout  iets 
meer  oplosbaar  dan  het  overeenkomstige  tartraat  van  kinine 
en  cinchonidine ;  dit  bl^kt  uit  het  resultaat  van  de  volgende 
proef. 

10.1390  gram  van  eene  bg  16^  verzadigde  oplossing  lever- 
den bg  verdamping  en  droging  op  150^  een  overschot,  we- 
gende 0.0017  gram.  Hieruit  berekent  men  voor  de  oplos- 
baarheid van  het  waterhoudende  zout  1  :  571. 

Neutraal  tartraat.  Het  is  mij  tot  nog  toe  niet  gelukt, 
deze  verbinding  in  kristallen  te  verkrggen.  Voegt  men 
één  molecule  wgnsteenzuur  en  één  molecule  cupreïne  bg 
elkaar  onder  toevoeging  van  eeuig  water  ter  oplossing,  dan 
verkrggt  men  geene  homogene  vloeistof;  er  wordt  eene 
zekere  hoeveelheid  basisch  tartraat  gevormd,  die  niet  oplost 
en  er  blgft  eene  zure  vloeistof  over,  die  bij  voorzichtig 
uitdampen  een  amorph  overschot  achterlaat,  waarin  zich 
hier  en  daar  kristalletjes,  waarschijnlgk  van  het  zure  tar- 
traat, vertoonen. 

Zuur  tartraat.  C19H22N2O2,  2G^E^0^  +H^0.  Bg  eene 
proef  voegde  ik  1  molecule  cupreïne  en  eene  geconcentreerde 
oplossing  van  4  mol.  wgnsteenzuur  bg  elkaar.  Bg  lang 
verwarmen  loste  alles  tot  eene  heldere  vloeistof  op,  die  in 
een  smal  en  hoog  bekerglas  onder  een  exsiccator  verdampt, 
eindelgk  vrij  groote  kleurlooze  kiistalien  afzette.  Deze,  met 
warm  water  behandeld,  ondergingen  eene  ontleding,  waarbij 
basisch  tartraat  werd  gevormd. 

0.4847  gram  van  dit  zout  verloren  bg  drogen  op  1350  C. 
0.0120  gr.  H3O  =  2.5  pCt.  Het  residu,  met  water  gekookt 
en  met  0.885  X  normale  kalioplossing  getitreerd,  vorderde 
2.5  C.  C.  daarvan,  om  eene  neutrale  reactie  te  voorschgn  te 
brengeu.  Hieruit  berekent  men  voor  het  wijnsteenzuurge- 
halte,  dat  vrg  gekomen  is  (^/^  van  het  geheel)  0.16593  gr.  = 
34.3  pCt. 

De  aangegevene  formulo  van  het  zure  zout  vordert  2.9  pCt. 
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water  en  35.8  pCt.  vrg  wgnsteenzuun  De  afwgking  tua- 
schen  de  berekende  en  de  gevondene  hoeveelheid  wgnsteenzuur 
laat  zich  verklaren  ait  de  geringe  hoeveelheid  stof,  die  ik 
voor  de  analyse  kon  gebruiken. 

Neutraal  chloroplatinaat.  C^g  H22  Ng  O2»  H^  Pt  Clg  +  Hj  O. 
Hbssb  geeft  voor  het  kristalwater  van  dit  zout  op  een  ge- 
halte van  2.28  pCt.  beantwoordende  aan  1  H^  O.  Het  door 
mg  bg  dubbele  ontleding  van  neutraal  hydrochloraat  met 
platinachloorwaterstofzuur  bereide  praeparaat  bevatte  eveneens 
1  H2  O,  zooals  blgkt  uit  het  volgende : 

0.9461  gram  verloren  na  drogen  op  1500  0.0217  gram 
water  =  2.3  pCt. 

De  formule  eischt  een  gehalte  van  2.44  pCt. 

Het  schgnt  echter,  dat  het  lichaam  ook  watervrg  kan 
voorkomen,  want  een  ander  maal  verloor  eene  hoeveelheid 
van  0.5727  gr.  bg  drogen  op  150^  slechts  0.0028  gr.  d.  i. 
^/j  pOt.  water. 


Wanneer  men  de  uitkomsten  vergelgkt,  die  ten  aanzien 
van  het  S.  D.  Y.  der  cupreïnezouten  in  waterige  oplossing 
onder  nagenoeg  gelijke  voorwaarden  van  concentratie  zgn 
verkregen,  dan  ziet  men  weder  hetzelfde  verschgnsel,  waarop 
ik  reeds  vroeger  herhaaldelgk  opmerkzaam  heb  gemaakt, 
namelgk  dat  aan  het  alkaloïde  in  basische  en  neutrale  zou 
ten  een  verschillend  eigen  S.  D.  Y.  toekomt  en  wel  zóó, 
dat  dit  voor  elke  reeks  van  zouten  nagenoeg  gelgk  is.  Het 
S.  D.  Y.  is  in  de  basische  verbindingen  steeds  veel  lager 
dan  in  de  neutrale. 

Wat  dus  vroeger  vooral  bg  de  twee  door  mg  onderzochte 
alkaloïden  apocinchonine  en  hydrochloorapocinchonine  dui- 
delgk  werd  aangetoond  *j,  vinden  wg  hier  terug.  Dit  blgkt 
voldoende  uit  het  volgende  tabelletje,  waarin  de  S.  D.  V. 
zgn  opgenomen,  welke  ik  voor  verdunde  oplossingen  van 
nagenoeg  gelgke  concentratie  heb  waargenomen. 


♦)  Verslagen  en  Mededeelingen   der  K.  A,  v,  JT,,  Deel  XVUl,  blz.  1 
en  yervolg. 
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Namen  der  soren,  waaraan  het 
alkmlolde  is  gebonden. 


8.D.y.Tanhet 

alkalo!de  in 
oplosflingeiL  Tan 
basiaohe  souten. 


8.  D.  y.  Tan  het 

alkaloïde  in 
oplossingen  ran 
neutrale  zouten. 


GhloorwaterstoÜBunr . 
Broomwatersto&uur . 
Joodwatersto&unr... . 

Salpetenuur. 

Chloorzuur. •.. 

Zwarelauur 

Mierenxuur 


—  182*>0 

—  491*1 

—  178*^1 

—  182*6 

—  184*4 

—  188*0 


—  287*7 

—  283*2 

—  289*1 


Waarsch^nlgk  zullen  de  maxima  yan  S.  D.  Y.,  Terkregen 
door  aan  één,  molecule  van  het  alkaloïde  in  hetzelfde  yolu- 
men  yloeiatof  beiarekkelgk  meer  en  meer  zuur  toe  te  yoegen, 
eene  nog  betere  oyereenkomst  toonen,  dan  de  in  de  laatste 
kolom  opgenomen  cgfers. 

In  elk  geyal  beyestigt  het  thans  yerkregen  resultaat  mg 
op  nieuw  in  de  yroeger  uitgesproken  meening,  dat  de  bepa- 
ling yan  het  S.  D.  Y.  een  middel  kan  opleyeren,  om  het 
scheikundig  karakter  yan  optisch  actieye  alkaloïden  te  leeren 
kennen  en  te  beslissen  of  zg  één-,  twee-  of  meerzurig  zgn. 


NOTIZ  ÜBEB  DEN  ANGEBLICH  F0S3ILEN, 

MENSCHLICHEN  UNTERKIEFER 

VOM  CABERGE  BEI  MAASTRICHT. 

▼OK 

K.    MARTI»; 


Beim  Ausgraben  der  Zuid- Willemsvaart  warde  im  Jahre 
1823  zwischen  Maastricht  und  dem  gegenüber Itteren  ander 
Maas  gelegenen  Hocht  eine  Reihe  von  vorweltlichen  Thier- 
resten,  menschlichen  Gebeinen  und  anderen  Gegensianden 
gefunden.  Hierunter  war  auch  ein  menschlicher  ünterkiefer, 
den  Crahay  für  fossil  erklarte,  und  welcher  seither  in  der 
anthropologischen  Literatur  wiederholt  genannt  worden  ist, 
indem  er  verschiedenen  Porschern  als  Ausgangspunkt  weit- 
tragender  Spekulationen  diente*). 

Aus  solchem  Anlasse  ersuchte  mich  G.  de  Mortillet  im 
Jahre  1880  um  einen  Gypsabguss  der  >célèbre  machoire 
humaine  des  alluvions  quatemaires  de  Maestricht'*,  in  der 
Meinung,    dass    der    Ünterkiefer   im    Leidener  Museum  vor- 


*)  Vgl.  Hierüber :  Casimir  übaghs.  L'age  et  Thomme  préhistorique  et 
ses  utensiles  de  la  station  lacustre  pres  Maastricht  Rureinonde  (Jahreszahl 
fehlt).  —  Hier  finden  sich  auch  ausfülirliche  Auszüge  aus  der  Mitiheilung 
Crahay's,  die  ursprünglich  erschieiieii  ist  im :  Messaffer  des  sciencet  et  des 
arts,  première  livr.  1823,  Gand.  Ich  stütze  mich  aof  diese  Auszügei  da 
es  mir  nicht  gelang,  die  Originalarbeit  zu  erhalten. 
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handen  sei.  Freilieh  war  dies  nicht  der  Fall ;  aber  es  gelang 
mir,  im  zoologischen  Reichs-Mnseom  ein  sehr  sorgföltig  ge- 
Keichnetes  Profil  aofzufinden,  in  das  die  Fundorte  des  Eie- 
fers  nnd  der  diluyialen  Thierreste  eingetragen  waren  und 
welches  6.  A.  y.  n.  Düssen,  Opzichter  yan  den  Waterstaat, 
1824  gezeichnet  hatte.  Derselbe  hatte  auch  die  betreSenden 
Objekte  gesammelt,  und  bereits  in  1823  war  yon  letzteren 
ein  ausführlicher,  beschreibender  Catalog  angelegt  worden, 
der  sich  im  Archiye  des  geologischen  Museums  yorfand. 
Auch  war  in  der  Sammlung  eine  grosse  Zahl  derausg^a- 
benen  Euochen  und  Zahne  yorhanden,  wahrend  das  Uebrige 
in  yerschiedene  andere  Museen  zerstreut  worden  ist. 

Das  gesammte  Material  yon  diluyialen  Besten  und  yon 
Aufzeichnungen  gestattete  mir  schon  damals,  den  Schluss  zu 
ziehen,  dass  der  in  Bede  stehende  ünterkiefer  yielleicht  gar 
nicht  fossil  sei,  und  ich  theilte  das  Besultat  meiner  Unter- 
suchung  6.  DE  MoKTiLLBT  mit,.  ohne  indessen  je  zu  erfahren, 
ob  Derselbe  hieryon  Gebrauch  gemacht  habe.  Das  Gleiche 
berichtete  ich  spater  mündlich  Herm  Ubaghs,  welcher  1.  c. 
meine  Zweifel  theilt  —  freilich  zum  Theil  aus  irrigen  Grün- 
den,  da  er  sich  im  Wesentlichen  auf  die  in  mehrfacher  Hin- 
sicht  unrichtigen  Angaben  yon  Crahay  stützte  *).  Die  Frage, 
ob  der  menschliche  Ueberrest  fossil  sei,  blieb  auch  bei  Ubaghs 
noch  offen. 

Inzwischen  stellte  sich  heraus,  dass  der  ünterkiefer  im 
anatomischen  Cabinete  der  Leidener  Uniyersitat  sich  befinde  f  )i 
woselbst  er  Herm  T.  Zaaijeb  lange  bekannt  war.  Durch  die 
Güte  des  Letzteren  ist  jetzt  der  menschliche  Ueberrest  wieder 
dem  geologischen    Museum  einyerleibt  worden,  um  mit  den 


•)  1.  e.  pag.  49. 

f)  Dass  derselbe  wirklich  der  gesuchte  Kiefer  sei,  war  nicht  im  min, 
desten  zweifelhaft,  da  er  die  Nummer  45  trng,  welche  auch  Catalog  und 
Profil  für  den  Gegenstand  angaben.  Handschrift  und  Art  der  Befestigung 
der  Nummer  auf  dem  Kiefer  stimmen  auch  durchaus  mit  dem  überem, 
was  die  Nummem  der  im  geologischen  Museum  befindlichen  thierischen 
Reste  zeigen.  Endlich  war  ihm  noch  eine  lose  Etiquette  zugefügt,  welche 
lautet:  irad  prof.  15  ped.  e  Kabeig". 
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übrigen,  bei  Anlage  der  Willemsvaart  gefandeüen  Objekten 
znsammen  aufbewabrt  zu  werden.  Es  schien  mir  deswegen 
nicht  flberflüssig,  an  der  Hand  der  alten  authentiachen 
Schriftstacke  and  der  Sammlung  selbst  mitzutheilen,  was 
Yom  geologiachen  Gesichtspunkte  ans  über  den  Fond  des 
ünterkiefers  zn  sagen  ist. 

Der  Unterkiefer  ist  im  Caberge  gefunden.  Damnter  yer- 
stelit  man  ein  niedriges,  im  N.W.  von  Maastricht  gelegenes 
Plateau,  welches  sich  bis  Smeermaas  ansdehnt  nnd  weiter 
nSrdlich  flber  den  Ort  hinaos  fortsetzt,  hier  aber  nicht  mehr 
als  Gaberg  bezeichnet  wird.  Es  erhebt  sich  etwa  20  m.  über 
das  Niveau  der  Zuid- Willemsvaart,  und  da  die  Schleuae  der 
letzteren  bei  Maastricht  ungeiahr  47  m.  über  A.P.  liegt*), 
80  besitzt  es  demnach  db  70  m.  Meereshohe.  In  der  G^end 
von  Smeermaas  tritt  das  Plateau  nahe  an  die  Maas  hinan 
nnd  wurde  es  beim  Oraben  des  Oanals  angeschnitten.  Das 
erwahnte  Profil  v.  d.  Dvsskn^s  bezieht  sich  auf  diesen  An- 
schnitt;  es  stellt  den  Aufschluss  im  Caberge  südlich  von 
Smeermaas  dar  und  weiter  nSrdlich  von  genanntem  Orte 
den  Au&cbluss  langs  der  Maas  bis  zu  dem  niedrigen  Land- 
striche  im  Süden  van  Hocht.  Soweit  das  Profil  den  Cabeig 
betrifit,  ist  es  in  verkleinerter  Copie  diesen  Zeilen  beigef&gt. 

Stariko  giebt  auf  seiner  Earte  an,  dass  der  Caberg  und 
die  Höhe  von  Smeermaas  langs  des  Canals  von  Loss  bedeckt 
werden;  weiter  nordwestlich  von  Smeermaas  folgt  zunachst 
Sand-  und  bald  darauf  Maasdiluvium.  Den  Unteigrund  des 
Cabergs  kennt  Staking  nicht ;  derselbe  vermuthet  nur,  dass  er 
der  Ereideformation  angehöre  f).  Dswalqus,  welcher  auf  sei- 
ner Earte  die  alteren  Formationen  abgedeckt  angelegt  hat  §), 
verzeichnet  in  der  betrefifenden  Gegend  Tertiar  (Oligoc&n), 
und  ÜBAGHs  befindet  sich  somit  in  Elinklang  hiermit,  wenn 
er  in  dem  seiner  Arbeit  beigegebenen  Profile  von  unten  nach 


*)  L.  CoHKH  Stuabt,  H.  G.  vak  Dl  Sasdx  Baxhützzh  en  G.  vav 
Dutasss,  UUkomUn  der  Rijkiwaterpamng.  1888,  pag.  SI. 
t)  Bodm  pa»  Nederland.  U,  pag.  331. 
{)  Carie  géohgiqM  de  la  Belgique  1 :  600.000. 
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oben  folgen  lasst:  Tertiar  fTongrien),  Maasdilaviam  und 
Loss.  Yon  der  Bichtigkeit  dieses  Profils,  und  besondeiB  auch 
von  dem  Vorkommen  eines  typischen  Lësses  im  Caberge, 
konnte  ich  mich  überdies  durch  eine  für  das  Leidener  Muaeum 
Ton  Ubaghs  erworbene  Sammlung  überzeugen. 

Das  erwahnte  Profil  v.  d.  Dussen's  giebt  nan  auch  bereits 
drei  verschiedene  Schichten  an:  zu  unterst  eineu  blauen, 
muschelfQhrenden  Lehm,  welcher  unierhalb  des  Niveaus  der 
Maas  ansteht  und  dessen  Alter  sich  auf  Grund  der  vorlie- 
genden  Daten  nicht  mehr  bestimmen  lasst ;  daraufdie  »Eie- 
selbank"  geuannte  Schicht,  welche  den  Beschreibungen  zu- 
folge  ohne  Zweifel  als  Maasdiluvium  aufzufassen  ist ;  endlich 
die  igelbe  Erde*',  welche  der  Lössformation  gleichzustellen 
ist.  Dass  Maasdiluvium  und  Loss  in  den  Hauptzügen  richtig 
durch  y.  d.  Dtjssen  geschieden  sind,  kann  nach  dem  Studium 
des  Gatalogs  nicht  zweifelhaft  sein,  zumal  auch  die  für  die 
jüngere  Schicht  angegebene  Machtigkeit  sehr  gut  mit  der 
Darstellung  von  Ubaghs  übereinstimmt. 

In  beiden  Schichten,  sowohl  im  Maasdiluvium  als  auch 
im  Loss,  ist  eine  grosse  Anzahl  vorweltlicher  Thierrestei 
Yor  allem  von  Elephas  primigenius,  gefunden,  und 
zwar  befand  sich  der  reichste  Fundort  unmittelbar  nördlich 
Ton  dem  durch  Smeermaas  führenden  Wege.  Hier  zeigte 
sich  eine  Depression  im  Profile  des  Maasdiluviums,  welche 
spater  vom  Loss  angefilllt  und  ausgeebnet  wurde,  und  in 
ihr  sind  die  meisten  Enochen  und  Zahne  gefunden,  nament- 
lich  am  Grunde,  unmittelbar  im  Hangenden  des  Maasdilu- 
viums. Unter  anderen  stammt  hieher  ein  prachtig  erhaltener 
Mammuth-Unterkiefer  mit  Zahnen,  den  das  Leidener  Museum 
besitzt  (NO.  1;  L.  M.)*j,  und  verschiedene  Molaren  (N^  7, 
8  u.  12;  L.  M.)  sind  aus  demselben  Loss  abkünftig. 

Der  menschliche  Unterkiefer  des  Cabergs  ist  ebenfalls  in 
der  oberen  Schicht,  unmittelbar  im  Hangenden  des  Maas- 
diluviums gefunden  (N<),  45 ;  L.  M.),  und  übertragt  man  das 


*)  Der  ZuBatz  L.  M.,  hier  and  im  Eolgenden,  bedeutet»  dass  der  Gksgen- 
stand  sich  im  Leidener  Geologischen  Mnseiun  befindet. 
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Obige,  von  Smeerm.ias  Mitgeihcilte  aucli  auf  das  Profil  des 
Cabergs,  so  würde  hienach  dem  in  Rede  stehenden  Eaefe 
in  der  That  eiu  hohes,  vermuthlichjangdiluviales  Alter,  zo- 
kommen  ;  wir  würden  in  ihm  den  Rest  eines  Löss-Menscba 
zu  sehen  haben,  und  sein  Yorkommen  znsammen  mit  K 
primigenius  ware  durchaus  erklarlich. 

Nuu    lehrt  aber  das  beigegebene  Profil,  dass  im  Cabeige 
die  jüngere    beider   Ablagerungen  k  e  i  n  e  fCLr  Diladum  be- 
weisende  Yersteinerungen   geliefert   hat:  ihr  entstammt  nor 
der  Unterkieier  und  eine  Anzahl  von  Enochen  desEquas 
caballus,  Wirbel,  Beckentheile  etc.  (N^.  44;  L.  M.).  Der 
alteren  Schicht  (Maasdiluvium)  gehören  die  Nummem  34— 
38,  40—43  und  81.1^  an,    und  von  diesen  waren  laut  Ca- 
talog  34 — 38  Elephantenzahne ;  N^.  35  ist  auch  unterdem 
Profile    y.    d.    Dussen*s   abgebildet    und    hienach  sicher  als 
Molar  von  Elephas  zu  bestimmen,  wahrend  3  Bruchstücke 
von  Molaren  und  viele  von  Stosszahnen  aus  der  Staring 'schen 
Sammlung  (L.  M.)  den  Nummern  34,  36,  37  u.  38  znent- 
sprechen  scheinen  *).  Ausserdem  ist  ein  ünterkieferfragment 
von  E. primigenius.  abkünftig  vom  Caberge,  in  der  Samm- 
lung Stabing's  vorhanden.  üeber  N^.  40 — 43  giebt  der  Ca- 
talog    keinen    naheren    Aufschluss^  als  dass  darunter  grosse 
Enochen  (vermuthlich  Elephas)  und  Fragmente  von  Hömem 
zu    verstehen  seien;    N^.  81,  1^  endlich  ist  ein  Gegenstand 
menschlichen  Eunstfleisses,  über  den  ich   nichts  weiter  aas- 
zusagen  vermag  f)» 

Selbstredend  ist  nun  das  Fehlen  von  diluvialen  Thierresten 
in  der  jüngeren  Schicht  des  Cabergs  an  und  für  sich  kein 
Beweis  dagegen,  dass  dieselbe  auch  hier  dem  Loss  angehöre 
und  der  betreflfenden  jungdiluvialen  Ablagerung  von  Smeer- 
maas    gleichzustellen    sei;    aber  der  Zusatz  des  Catalogs  zu 


*)  Sie  tragen  nur  die  Angabe  rCaberg",  nicht  eine  auf  das  Profil  bc- 
zügliche  Nummer. 

f)  Der  Catalog  sagt  hierüber  wörtlich :  #een  klein  antiek  beeldwerk  ter 
diepte  van  14!  ellen  in  zwarte  kiezelgrond  nabij  het  midden  der  doorsnede 
van  den  berg  (omtrent  de  echtheid  van  dit  stukje  is  het  meest  mogelijk 
onderzoek  gedaan"). 
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'te^.  N^.  45    erregt    grosse    Bedenkea.     Denn  hienach  wurJe  der 

ïici-  Kiefer  in  einera  Sande  gefunden,  der  deutlich  geschich- 

!ci:;^..tet    und    in    wellig    gebogenen    Lagen  abgesetzt 

JjS£.  war  (»in  geele  zand  of  zavelgrond,  welke  in  onderscheidene 

Eidi  ^n^^^^^^^^^^  stroomlagen  was  afgedeeld;  van  beneden  deze 

^'j-     natuurlyke  lagen  was  eene  bank  van  kiezel'*).    Bekanntlich 

fr,i_  bat  aber  der  Loss  ein  ungescbichtetes  Aeussere,  and  ist  dem- 

^n,.;   nach  der  menschliche  Unterkiefer  sicherlich  n  i  c  h  t  in  dieser 

^.^,  Pormation  gefunden,  wenngleich  letztere  an  anderen  Stellen 

j...    des  Plateaus  des  Cabergs  eine  grosse  Verbreitung  haben  mag. 

y  ,    Er    könnte  freilicb  aus  Sedimenten    stammen,  die  mit  Loss 

•^^.    wechsellagem ;    aber    die    einfachste    Erklarung  scheint  mir 

.^j,    die    zu  sein,  dass  das  Lössplateau    von  Wasserrissen  durch- 

furcht  und  sein  Material  stellenweise  umgelagert  worden  ist, 

r       80  dass  sich.  der    menschliche    Unterkiefer  in  einer  Bildung 

des  jüngeren  alluvialen  Zeitalters  befand.  Dass  v.  d.  Dussek 

diese    umgelagerten  Sedimente  nioht  von  dem  Loss  auf  pri- 

."     marer    Lagerstatte    unterschieden  hat,  würde  sehr  erklarlich 

scheinen. 

Obige  Schlussfolgerung  konnte  ich,  wie  erwahnt,  schon 
ziehen,  bevor  ich  noch  den  Kiefer  selbst  gesehen;  seit 
ich  aber  das  Original  untersucht  habe,  bin  ich  noch  mehr 
'  in  der  Auffassung  bestarkt  worden,  dass  demselben  un- 
möglich  ein  sehr  hohes  Alter  zugeschrieben  werden  darf. 
Denn  der  Eiefer  macht  gar  nicht  den  Eindruck  eines  Fossils, 
sieht  vielmehr  aus,  als  ob  man  ihn  vom  Kibcuhofe  aufge- 
lesen  hatte,  ganz  im  Gegensatze  zu  den  übrigen  Besten,  so 
auch  den  Knochen  von  Equus  caballus,  welche  in  der 
oberen  Schicht  des  Cabergs,  etwas  tiefer  und  weiter  nörd- 
lich,  gefunden  sind.  Das  ist  auch  den  Sammleru  der  Objekte 
schou  aufgefallen;  denn  es  wird  angegeben,  dass  man  die 
Knochen  der  Wirbelthiere  in  Folge  ihrer  grossen  Weichheit 
mit  den  Fingern  kneten  konnte,  was  bei  dem  menschlichen 
üeberreste  dagegen  nicht  der  Fall  war. 

Rechnet  man  hinzu,  dass  der  Eiefer  laut  der  Erklarung 
meines  GoUegen  Zaaijer  und  anderer  Anatomen  in  seiner 
Form  durchaus  nichts  Bemerkenswerthes  zeigt,  dass  er  femer 
Yon  Arbeitern  aufgelesen  ist,  dass  endlich  Losswande  leicht 
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Yertikal  abbUttern  und  so  zu  Missverstandnissen  beim  Gra- 
ben,  in  Folge  toq  Einstürzeiif  unschwer  Yeranlassang  geben 
kSnnen  —  so  wird  man  yielleicht  auch  der  oben  gemachten 
Annahme  nicht  einmal  beipflichten  wollen,  nach  welcher  der 
Unterkiefer  ans  dem  AlluTiam  stamme,  sondem  ihn  mit  einiger 
Wabrscheinlichkeit  einem  Zeitgenossen  zuschreiben  dürfen. 

Jedenfalls  fehlt  jeder  hinreichende  Qrund,  umyon 
einem  diluYialen  Menschen  aus  dem  Caberge  von  Maaa- 
triebt  zu  aprecben. 

Novbr    1888. 


K.  MARTIX.      Mensdtl.  Unterkiejer  torn  Cabeye. 


fVestelijlc  ialuoi  van  den  Kahera. 
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VERHANDELING   VAN   J.   CARDINAAL. 

MEETKUNDIGE  THEORIE  DER  SCHEEVE   OPPERVLAKKEN 
VAN  DE  VIERDE  ORDE. 

(Voorgedragan  ia  de  Vergadering  van  23  November  1888). 


De  verhandeling  van  den  Heer  J.  Caedinaal,  over  welke 
wg  de  eer  hebben  verslag  uifc  te  brengen,  bevat  in  hoofd- 
zaak een  langs  meetkandigen  weg  afgeleide  verdeeling  dier 
oppervlakken. 

De  schr^ver  doet  onmiddellijk  uitkomen,  dat  de  door  hem 
verkregen  resultaten  vóór  hem  reeds  door  anderen,  als  Cay- 
LÈY,  Chaslbs,  Cjremona,  Rbye,  Rohn,  Salmon,  Schwakz,  enz. 
gevonden  zgn.  Toch  wenschen  wy  deze  vergadering  voor  te 
stellen,  zyn  verhandeling  in  de  Verslagen  en  Mededeelingen 
te  doen  opnemen,  omdat  de  weg,  die  hier  tot  bekende  uit- 
komsten leidt,  geheel  nieuw  is  en  verdient  te  worden  open- 
baar gemaakt.  Om'  dit  in  het  licht  te  stellen  zij  het  ons 
vergund,  eerst  in  het  kort  de  door  de  genoemde  wiskundi- 
gen tot  de  bedoelde  classificatie  gebruikte  hulpmiddelen  na 
te  gaan,  om  daarna  het  door  den  Heer  Cardinaal  gevolgde 
beginsel  daarnaast  te  stellen. 

Een  der  belangrijkste  schee ve  oppervlakken  van  den  vier- 
den graad  is  in  1861  door  Ouasles  als  in  het  voorbijgaan 
in  de  fransche  Akademie  ter  sprake  gebracht.  Ohasles 
stelde  zich  toen  voor,  dat  men  een  hyperboloïde  met  één 
blad  door  twee  vlakken  snijdt,  dat  men  op  deze  doorsneden 
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de  projectivische  puntreeksen  aanteekent,  die  er  door  de  be- 
schrgvende  Ignen  van  een  der  beide  stelsels  op  worden  be- 
paald, en  dat  men  de  overeenkomstige  punten  dier  projecti- 
vische puntreeksen  vereenigt,  nadat  men  een  der  beide 
doorsneden  in  haar  geheel  met  betrekking  tot  de  andere 
heeft  verplaatst.  Hij  beschouwde  dus  dit  oppervlak,  dat  we 
verder  het  t^  oppervlak  van  Chaslbs"  zullen  noemen,  als  de 
meetkundige  plaats  der  verbindingslgn  van  twee  overeen- 
komstige punten  van  twee  projectivische  puntreeksen,  die 
twee  kegelsneden  tot  dragers  hebben.  En  nog  in  hetzelfde 
jaar  deelde  hij  mede,  dat  weldra  van  zgn  hand  een  stel- 
selmatige indeeling  der  regelvlakken  van  de  vierde  orde  in 
veertien  soorten  verschijnen  zou ;  deze  indeeling  heeft  echter 
voor  altgd  op  zich  laten  wachten. 

Daarna  was  het  Ca^yley,  die  zich  met  de  indeeling  der 
scheeve  oppervlakken  bezig  hield.  In  zgn  bekende  drie 
verhandelingen  >  On  skew  surfaces,  otherwise  scrolW  be- 
schouwt hy  in  het  algemeen  de  oppervlakken  S  (m,  n,  p) 
voortgebracht  door  de  beweging  van  een  rechte  Ign,  die  OYcr 
drie  kromme  richtlgnen  achtereenvolgens  van  de  graden 
771,  n,  p  heenglgdt.  En  na  deze  inleiding  geeft  hg  een  over- 
zicht van  de  verschillende  scheeve  oppervlakken  van  den 
derden  en  vierden  graad.  Daarbg  maakt  hg  hoofdzakelijk 
gebruik  van  de  reeds  vele  jaren  vroeger  door  hem  gevonden 
stelling  omtrent  den  graad  der  dubbélkromme  van  een  scheef 
oppervlak,  en  onderscheidt  hg  acht  verschillende  soorten  Ysn 
scheeve  oppervlakken  van  den  vierden  graad.  Aan  deze  acht 
soorten  heeft  hg  later  nog  tweemaal,  op  aanwijzing  eerst 
van  Ceemona  en  daarna  van  Schwarz,  een  paar  nieuwe 
moeten  toevoegen;  van  elk  dezer  twaalf  soorten  geeft  hij 
bovendien  de  vergelijking  aan  met  betrekking  tot  een  ho- 
mogeen coördinatenstelsel,  dat  een  bepaalde  ligging  beeft 
ten  opzichte  van  de  dubbélkromme  of  haar  samenstellende 
deelen.  Zeer  merkwaardig  is  o.  i.  zijn  beschouwing  van  het 
oppervlak  van  Chasles  als  de  meetkundige  plaats  van  de 
tot  een  lineair  complex  behoorende  stralen,  die  koorden  zgn 
van  een  bepaalde  ruimtekromme  van  den  derden  graad. 
Het   is  de  verdienste  van  ons  buitenlandsch  lid  C&ehona 
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bg  de  yerdeeling,  die  ons  thans  bezig  houdt,  een  tweede 
kenmerk  op  den  voorgrond  te  hebben  gebracht,  door  naast 
de  dabbelkromme  het  ontwikkelbare  oppervlak  omhuld  door 
de  dubbelrakende  vlakken  van  het  scheeve  oppervlak  in  de 
beschouwing  op  te  nemen.  Omtrent  dit  ^^bitangent  torae** 
waren  reeds  in  1852  door  Cayley  verschillende  belangr^ke 
stellingen  ontwikkeld,  o.  a.  dat  zyn  klasse  steeds  aan  den 
graad  van  de  dubbelkromme  gelijk  is,  enz.  Door  zich  de 
b^  twee  punten  der  dubbelkromme  behoorende  dubbelraak- 
vlakken en  de  in  deze  gelegene  kegelsneden  voor  te  stellen, 
kwam  C&BMONii  tot  de  voortbrenging  van  het  oppervlak  van 
Chasles  terug.  £n  door  nu  de  verschillende  mogel^ke  ge- 
vallen zoowel  van  dubbelkromme  als  van  dubbelrakend  ont- 
wikkelbaar  oppervlak  na  te  gaan,  kwam  hij  in  zyn  ver- 
handeling ^  Salie  superficie  gobbe  di  quarto  gradó'^  dadelgk 
tot  twaalf  soorten,  die  meetkundig  van  elkaar  worden  on- 
derscheiden. Zijn  verdeeling  is  vrij  algemeen  in  gebruik. 

De  in  zyn  bekende  handboeken  door  Salmon  ontwik- 
kelde behandeling  der  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde 
orde,  die  bijna  geheel  berust  op  een  onderzoek  der  verschil- 
lende vormen  van  de  vergelijking  dier  oppervlakken,  heeft 
weinig  punten  van  aanraking  met  de  meetkundige  beschou- 
wingen van  den  Heer  Cardinaal.  We  bepalen  ons  dus  tot 
de  opmerking,  dat  de  uitkomsten  van  Salmon  volkomen  met 
die  van  Cayley  en  Ceemona  overeenstemmen. 

Wat  in  zijn  ^Geometrie  der  Lage'*  door  Reyb  omtrent 
regeloppervlakken  van  den  vierden  graad  geleverd  is,  mag 
hier  allerminst  worden  gemist.  Want  van  alles  wat  omtrent 
deze  oppervlakken  geschreven  is,  heeft  de  door  Rëye  gevon- 
dene voortbrengingswyze  nog  wel  de  meeste  aanrakingspun- 
ten met  het  door  den  Heer  Cardinaal  aan  zgn  classificatie 
ten  grondslag  gelegde  nieuwe  beginsel.  Reye  laat  nl.  de 
raakvlakken  van  twee  niet  concentrische  kegelvlakken  van 
den  tweeden  graad  één  aan  één  met  elkaar  overeenkomen 
en  vindt  dan  langs  dezen  weg,  dualistisch  tegengesteld  aan 
den  door  Chasles  gevolgden,  het  oppervlak  van  Chasles 
terug.  Maar  het  kon  niet  in  de  bedoeling  van  Reye  liggen 
aldus  tot  een  verdeeling  onzer  oppervlakken  te  geraken. 

2V* 
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Eindelgk  is  nog  door  Rohn  een  nieuw  middel  ter  classi- 
ficatie van  de  bedoelde  oppervlakken  gegeven.  Rohn  be- 
schouwde de  reeds  door  Cebmona  aangegevene  twee  hoofd- 
groepen der  scheeve  oppervlakken  van  den  vierden  graad, 
nl.  de  oppervlakken  van  het  nulde  geslacht,  die  dus  een 
ruimtekromme  vaji  den  derden  graad  tot  dubbelkromme  heb- 
ben, en  de  oppervlakken  van  het  eerste  geslacht,  wier  dub- 
belkromme uit  twee  elkaar  kruisende  lijnen  is  samengesteld, 
als  de  meetkundige  plaats  der  verbindingslgu  van  de  over- 
eenkomstige punten  van  twee  puntreeksen,  tusscben  welke 
een  verwantschap  (2,2)  bestaat;  bij  de  oppervlakken  van  de 
tweede  groep  zijn  deze  puntreeksen  over  de  beide  rechte 
lijnen  uitgespreid;  bij  die  van  de  eerste  hebben  zij  de  ka- 
bische  dubbelkromme  tot  gemeenschappelyken  drager.  Dit 
denkbeeld  wordt  door  Rohn  stelkundig  uitgewerkt  en  tevens 
ten  grondslag  gelegd  aan  de  constructie  van  tien  modellen, 
door  de  firma  L.  Brill  in  Darmstadt  in  den  handel  ge- 
bracht. 

Bedenkt  men  nu,  dat  Schwaez  zich  in  1869  reeds  met  de 
classificatie  der  scheeve  oppervlakken  van  den  vgfden  graad 
ging    bezig    houden,    omdat   deze  de  oppervlakken  van  den 
vierden   graad    grondig   genoeg    onderzocht   achtte,  dan  be- 
hoort er  eenige  moed  toe  de  litteratuur  over  dit  onderwerp 
thans  nog  te  vermeerderen.  En  toch  heeft  o.  i.  de  verhan- 
deling   van    den    Heer  Cardinaal  ook  thans  nog  alle  recht 
van  bestaan.    Want  het  door  hem  ontwikkelde  beginsel  om 
de  indeeling  der  scheeve  oppervlakken  van  den  vierden  graad 
te    gronden    op    de    algemeene    voortbrengingswijze  van  een 
niet  regelrecht  oppervlak  met  behulp  van  twee  projectivische 
bundels  van  oppervlakken  van  den  tweeden  graad  is  geheel 
nieuw.     Immers,  tusschen  de  door  Reye  en  door  den  Heer 
Cardinaal    aangegeven  voortbrengingswijzen  bestaat  slechts 
deze  overeenkomst,  dat  het  oppervlak  bij  beiden  de  meetkun- 
dige plaats  is  der  snylijn  van  de  overeenkomstige  elementen 
van    twee    projectivische    bundels;  maar  deze  familietrek  is 
o.  i.  zoo  ondergeschikt,  dat  men  ia  het  werk  van  Reyk  de 
kiem  niet  zien  mag  van  de  verhandeling  van  den  Heer  Car- 
DiNAAL.     Want   verder    is    alles  verschil.     Bij  Reye  zgn  de 
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bundels  vlakkenbundels,  by  Oardinaal  zyn  het  bundels  van 
oppervlakken;  bij  Reyb  is  het  bewegend  element  reeds  da- 
delyk  een  rechte  lyn,  bij  Cardinaal  moeten  juist  die  bij- 
zondere gevallen  worden  opgezocht,  waarin  de  bewegende 
deelen  der  ruimtedoorsnee  van  den  vierden  graad  rechte 
lijnen  worden,  enz. 

In  deze  laatste  opmerking  is  naar  onze  meening  tevens 
het  verdienstelgke  van  de  in  onze  handen  gestelde  verhan- 
deling aangewezen.  Want  heeft  men  eenmaal  het  denkbeeld 
opgevat,  te  onderzoeken  in  welke  verschillende  gevallen  het 
bewegende  deel  der  doorsnee  van  de  overeenkomstige  opper- 
vlakken van  twee  projectivische  bundels  van  den  tweeden 
graad  uit  een  of  meer  rechte  lijnen  bestaat,  dan  volgt  het 
overige  bijna  van  zelf.  Dan  komt  men  met  den  Heer  Cae- 
DiNAAL  oumiddellgk  tot  acht  groepen  van  oppervlakken,  die 
zich  tot  vier  reduceeren,  en  levert  ook  de  onderverdeeling 
van  elk  dezer  groepen  bijna  geen  moeielijkheden  meer  op. 
Alleen  de  meetkundige  onderscheiding  der  verschillende  vor- 
men, die  samenhangen  met  het  al  of  niet  bestaanbaar  zijn 
der  >  vertakkingspunten"  der  beide  puntreeksen  van  Rohn, 
tusschen  welke  een  verwantschap  (2,2)  bestaat,  der  zooge- 
naamde pinch'points  van  Cayley,  kan  dan  verder  nog  be- 
zwaren opleveren ;  deze  bezwaren  zijn  echter  door  den  Heer 
Cardikaal  met  behulp  van  de  bekende  vormen  der  vlakke 
kromme  van  den  derden  graad  op  verdienstelijke  wijze  uit 
den  weg  geruimd. 

W:g  wenschen  nog  één  opmerking  te  maken.  De  Heer 
Cardinaal  heeft  van  elk  zijner  groepen  eenige  soorten  af- 
geleid, en  deze  eenvoudig  naast  elkaar  geschikt  zonder  ook 
maar  eenigzins  aan  te  wijzen  in  welke  rangverhouding  deze 
soorten  tot  elkaar  staan,  zonder  van  een  paar  soorten  aan 
te  geven  of  ze  gelijkwaardig  en  dus  aan  elkaar  gecoördi- 
neerd zijn  dan  wel  of  de  een  minder  algemeen  dan  de 
ander  en  dus  aan  deze  gesubordineerd  is.  Zoo  bevat  de 
eerste  groep  drie  soorten,  die  eenvoudig  naast  elkaar  ge- 
steld worden,  hoewel  de  eerste  en  tweede  aan  elkaar  ge- 
Igk  waardig  zijn  en  alleen  verschil  opleveren  met  betrekking 
tot    bestaanbaarheid,   terw^l   de   derde  de  grens  vormt  tus- 
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schen  beide  en  van  deze  dus  een  gemeenschappelgk  bgzon- 
der  geval  uitmaakt.  We  achten  het  vooral  van  belang  hierop 
te  wgzen,  omdat  de  aangestipte  onvolledigheid  bg  al  de  tot 
heden  geleverde  indeelingen  der  scheeve  oppervlakken  van 
den  vierden  graad  in  bijna  dezelfde  mate  wordt  aangetroffen 
en  er  in  het  algemeen  by  deze  classificatie  te  weinig  gelet 
is  op  het  onderscheid  tusschen  verschillen  van  coördinatie 
als  verschil  in  ligging  met  betrekking  tot  het  vlak  in  het 
oneindige,  verschil  in  bestaanbaarheid,  enz.  en  verschillen 
van  subordinatie,  die  in  de  eerste  plaats  in  aanmerking  be- 
hooren  te  komen.  Zoo  vinden  we  bgv.  niet  aangegeven  — 
wat  overigens  zeer  duidelgk  is  —  dat  het  zevende  opper- 
vlak van  C&EMONA,  d.  i.  de  meetkundige  plaats  van  de  koor- 
den  eener  kubische  ruimtekromme,  die  een  gegeven  rechte 
lijn  sngden^  een  bijzonder  geval  is  van  het  eerste  oppervlak 
van  Cebmona,  d.  i.  van  het  oppervlak  van  Chasles,  evenals  de 
vereeniging  van  alle  Ignen  die  een  gegeven  Ign  snijden  een 
b^zonder  geval  vormb  van  een  lineair  complex.  Natunrlgk 
is  de  vermelding  van  het  constantenaantal  der  oppervlakken- 
soort,  d.  i.  van  het  aantal  punten,  waardoor  het  opper- 
vlak —  zij  het  dan  ook  niet  ondubbelzinnig  —  bepaald  wordt, 
het  middel  om  de  bedoelde  onvolledigheid  geheel  weg  te 
nemen. 

Terwgl  wg  den  Heer  Caedinaal  dit  puut  ter  overweging 
aanbevelen,  eindigen  wg  met  de  verzekering,  dat  we  ook 
zelfs  zonder  de  bijvoeging  dier  getallen  de  verhandeling  gaarne 
in  de  Verslagen  en  Mededeelingen  zullen  zien  verschijnen. 


Amsterdam,  23  Nov.  1888. 


P.  H.  SCHOUTE, 

D.  BIEKENS  DE  HAAN 


MEETKUNDIGE   THEORIE 

DEB 

SCHEEVE  OPPERVLAlKKEN  VAN  DE  VIERDE  ORDE. 

DOOB 

J.   CABDINAAL. 

Leeraar  aan  de  E,  B,  S,  te  Tilburg. 


I.    Inleiding. 

1.  Onder  de  oppervlakken  van  hoogere  orde  behooren  de 
scheeve  oppervlakken  tot  die,  welker  gedaante  en  eigen- 
schappen het  beste  kunnen  worden  nagegaan.  Voor  zoover 
het  betreft  oppervlakken  van  de  vierde  orde,  is  dit  dan 
ook  geschied  in  vele  wiskundige  verhandelingen,  van  welke 
de  volgende  genoemd  worden: 

Chasles,  Mémoire  sur  les  surfaces  du  3«  et  4«  degré. 
Comptes  rendus.  T.  52  blz.  1099  en  T.  53  blz.  888. 

Caylby,  Philosophical  transactions.  Vol.  153,  154,  159, 
Memairs  on  Sketo  surfaces^  otherwise  Scrolls. 

Reye,  Geometrie  der  Lage  IL  Vortrag  15  (2«  druk). 

H.  A.  ScHWABz,  Cbelle's  Journal.  Bd.  67. 

Gbbmona,  Sulle  êuperficie  gohbe  die  quarto  grado. 

K.  RoHN,  Math.  Annalen.  Bd.  XVIII  en  Bd.  XXIV. 

K.  RoHN,  Die  verschiedenen  Arten  der  Regelfidchen  vierter 
Ordnung ;  geschrift  behoorende  bg  de  verzameling  mathe- 
matische modellen  van  Bbill  te  Darmstadt. 

Salmon,  Analytische  Geometrie  des  Raumesj  II,  p.  430 — 
442  (3e  druk). 

2.  Het  z^  mg  vergund,  met  enkele  woorden  eenige  uit- 
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komsten  dezer  verhandeb'ngen,  voor  zooverre  het  voor  dit 
opstel  noodig  is,  te  zamen  te  vatten.  Catlëy  geraakte  het 
eerste  tot  eene  ordening  der  scheeve  oppervlakken  van  de 
vierde  orde  door  eene  vlakke  doorsnede  te  bepalen.  Opmer- 
kende, dat  het  oppervlak  noodzakel^k  eene  dabbelkromme 
en  dus  eene  doorsnede  minstens  twee  dubbelpunten  bevatten 
moet,  en  de  verschillende  gevallen  van  dubbelpunten  be- 
schouwende in  verband  met  de  dubbelkrommen,  uit  welke 
deze  ontstaan,  kwa  u  Cayley  tot  acht  soorten. 

ScHWABZ  deelde  schriftelijk  aan  Cayley  mede,  dat  h^  nog 
twee  andere  wijzen  van  ontstaan  ontdekt  had,  en  weldra 
vulde  Gremona  het  getal  soorten  tot  twaalf  aan,  met  de 
opmerking,  dat  deze  aanvulling  haar  ontstaan  te  danken 
had  aan  het  invoeren  van  het  dubbelrakende  ontwikkelbaar 
oppervlak  (bitangent  torse),  'tgeen  eerst  door  Cayley  niet 
geschied  was*). 

3.  Eene  groote  uitbreiding  onderging  de  kennis  van  de 
gedaante  der  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde  orde,  toen, 
naar  aanw^ziug  van  E.  Kohn,  de  firma  Brill  te  Darm- 
stadt  10  typen  van  deze  werkel^k  uit  z^den  draden  ver- 
vaardigde; de  door  Rohn  aan  deze  oppervlakken  toegevoegde 
verhandeling  geeft  een  ongemeen  helder  inzicht  in  de  ver- 
schillende vormen  f).  In  deze  verhandeling  gaat  de  schrgver 
uit  van  vergelijkingen;  de  verschillende  vormen  dezer  ver- 
gelijkingen dienen  als  uitgangspunten  ter  beredeneering  van 
de  eigenschappen  en  de  verschillende  gedaanten  van  het  op- 
pervlak. 

Langs  een  geheel  anderen  weg  komt  Reye  tot  eenige 
typen  van  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde  orde.  Bij  de 
bespreking  van  het  stralenstelsel  van  de  eerste  orde  merkt 
hij  op,  dat  stralen  van  dit  stelsel,  aau  enkele  beperkende 
voorwaarden    onderworpen,    een  scheef  oppervlak  doen  ont- 


*)  Deze  mededeeling  geschiedt  door  Cayley  zelven  in  de  derde  der 
aangehaalde  verhandelingen. 

f)  Een  dezer  modellen  bevindt  zich  aan  de  Universiteit  te  Amsterdam. 
Met  de  meeste  welwillendheid  werd  ik  in  de  gelegenheid  gesteld,  dit 
eenigen  tijd  te  kannen  bestndeeren. 
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staan,  en  leidt  h^  als  gevolg  af,  dat,  wanneer  de  raakvlak- 
ken van  twee  kegelvlakken  van  den  tweeden  graad  in  pro- 
jectief verband  gesteld  worden,  de  snjjlijnen  van  de  homologe 
raakvlakken  een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  orde  be- 
schreven ;  slechts  een  deel  der  mogel^ke  vormen  wordt  evenwol 
op  deze  w^ze  verkregen.  De  laatste  behandeling  onderscheidt 
zich  door  haar  zuiver  meetkundigen  grondslag  van  de  voor- 
gaande. 

4.  Het  doel  van  de  hier  volgende  behandeling  is,  langs 
zuiver  meetkundigen  weg  tot  eene  volledige  verdeeling  en 
volkomen  kennis  van  de  vormen  der  scheeve  oppervlakken 
van  de  vierde  orde  te  geraken ;  daarbg  zullen  vooral  de  vol- 
gende twee  punten  in  het  licht  gipsteld  worden. 

Een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  orde  kan  steeds  door 
projectieve  grondvormen  geconstrueerd  worden. 

Alle  soorten  kunnen  op  deze  wgze  worden  verkregen,  en 
men  kan  tot  een  volledig  inzicht  van  alle  vormen  geraken. 

De  uitkomsten  zullen  blijken  overeen  te  stemmen  met  die, 
door  RoHN  langs  analytischen  weg  verkregen. 

5.  Eenige  bekende  en  voldoend  bewezen  meetkundige  stel- 
lingen worden  vooropgesteld,  nl. 

Een  scheef  oppervlak  vaü  de  n^^  orde  is  ook  van  de 
n^®  klasse. 

Twee  projectieve  bundels  oppervlakken  van  de  tweede 
orde  beschreven  door  de  doorsnyding  hunner  homologe  op- 
pervlakken een  oppervlak  van  de  vierde  orde  O*.  Op  dit 
oppervlak  liggen  twee  stelsels  scheeve  krommen  van  de 
vierde  orde  en  de  eerste  soort. 

Elk  tweetal  krommen  van  een  zelfde  stelsel  kan  als 
basiskrommen  dienen  van  twee  bundels  oppervlakken  van 
de  tweede  orde,  die  O*  doen  ontstaan. 

Door  twee  krommen,  tot  verschillende  stelsels  behoorende, 
kan  een  oppervlak  van  de  tweede  orde  worden  gebracht. 

Aan  deze  stellingen  kunnen  de  wederkeerige  worden  toe- 
gevoegd; men  kan  dus  een  oppervlak  der  vierde  klasse 
construeeren  door  twee  projectieve  scharen  oppervlakken  van 
de  tweede  klasse. 
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n.     Yebdebliko  in  groepen. 

6.  Op  grond  der  laatstgenoemde  stellingen  kan  men  uit 
projectieve  bundels  oppervlakken  van  de  tweede  orde  een  op- 
pervlak van  de  vierde  orde  doen  ontstaan;  evenals  een  scheef 
oppervlak  van  de  tweede  orde  door  de  beweging  eener  recbte 
l^n  ontstaat,  wordt  dit  oppervlak  door  de  beweging  eener 
scheeve  kromme  van  de  vierde  orde  besclireven. 

Een  scheef  oppervlak  R^  zal  evenwel  alleen  dan  ontstaan, 
wanneer  het  bewegende  element  eene  rechte  Ign  is.  Hieruit 
volgt,  dat  twee  homologe  oppervlakken  der  beide  bundels 
elkander  zoodanig  moeten  sneden,  dat  de  doorsnede  6f  wel 
uit  eene  rechte  l^n,  5f  wel  uit  twee  elkander  kruisende 
1^'nen  bestaat.  Opdat  dit  plaats  gr^pe,  moet  een  deel  der 
basiskrommen  van  beide  bundels  tezamen  vallen;  het  over-- 
bl^vende  deel  der  doorsn^ding  zal  dan,  als  de  oppervlakken 
den  geheelen  bundel  doorloopen,  iZ*  beschreven.  Daar  nu 
de  beide  basiskrommen  geheel  op  het  oppervlak  gelegen  zgn, 
zullen  hare  twee  samenvallende  gedeelten  eene  dubbel- 
kromme  op  het  oppervlak  vormen;  men  kan  dus  de  opper- 
vlakken verdeelen  naar  den  aard  der  dubbelkromme.  Hier- 
uit volgt  de  navolgende  verdeeling: 

Eerste  geval.  De  basiskrommen  z^'n  twee  scheeve  vier- 
zgden;  twee  overstaande  zgden  van  de  eene  vierzgde  vallen 
te  zamen  met  twee  overstaande  zijden  van  de  tweede. 

Tweede  geval.  De  basiskrommen  bestaan  beiden  uit  eene 
scheeve  kromme  van  de  derde  orde  met  eene  koorde.  De 
kromme  behoort  tot  de  beide  basiskrommen. 

Derde  geval.  De  wederkeerige  w^ze  van  ontstaan  geeft 
aanleiding  tot  hetzelfde  geval  als  het  eerste,  omdat  eene 
scheeve  vierz^de  zoowel  een  biyzonder  geval  is  van  de  basis- 
kromme  als  van  de  basis-ontwikkelbare. 

Vierde  geval.  Is  wederkeerig  met  het  tweede,  waaruit 
volgt:  De  beide  scharen  oppervlakken  van  de  tweede  klasse 
z^n  beschreven  in  eene  gemeenschappelgke  ontwikkelbare 
van  de  derde  klasse,  terw^l  tot  elk  nog  eene  van  wee 
verschillende  assen  der  ontwikkelbare  behoort. 
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Vijfde  gevaL  Een  der  bundels  is  overgegaan  in  eene 
ylakken-involutie,  welker  as  tevens  de  koorde  is  van  eene 
scheeve  kromme  van  de  derde  orde.  De  koorde  met  de 
kromme   vormen   de  basiskromme  van  den  tweeden  bundel. 

Zesde  geval.  De  beide  bundels  zijn  overgegaan  in  vlakken- 
involutiën. 

De  beschouwing  der  wederkeerige  gevallen  geeft  wederom : 

Zevende  geval.  Eene  der  scharen  is  overgegaan  in  eene 
punteninvolutie,  welker  draaglyn  tevens  eene  as  is  van  een 
ontwikkelbaar  oppervlak  der  derde  klasse.  Deze  ontwikkel- 
bare  vormt  met  de  daarbg  behoorende  as  de  basis-ontwik, 
keibare  der  tweede  schaar. 

Achtste  geval.  De  beide  scharen  zgn  overgegaan  in  pun- 
teninvolutiën. 

7.  Deze  opsomming  bevat  alle  hoofdgevallen.  De  ont- 
wikkeling zal  evenwel  doen  zien,  dat  het  eerste  en  derde 
geval  volkomen  overeenstemmen,  terwijl  het  zesde  en  het 
achtste  als  een  bijzonder  geval  van  deze  kunnen  worden 
aangemerkt.  Dezelfde  overeenstemming  zal  big  ken  te  bestaan 
tosschen  het  tweede  en  het  vierde,  waaruit  nu  de  volgende 
verdeeling  in  groepen  voortvloeit: 

Eerste  groep,  bevattende  de  gevallen  I,  III,  VI,  VIII. 

Tweede  groep,  bevattende  de  gevallen  II,  IV. 

Derde  groep,  geval  V. 

Vierde  groep,  geval  VIL 

By  de  behandeling  zal  elk  dezer  groepen  weder  in  onder- 
deelen  gesplitst  worden. 


III.    Eerstb  gboep. 

8.  Bij  de  oppervlakken  dezer  groep  z^n  de  volgende  ge- 
vallen in  het  oog  te  houden: 

Geval  A.  De  te  zamen  vallende  twee  paren  overstaande 
zijden  der  vierz^den,  zijn  bestaanbaar  en  liggen  op  eindigen 
a&tand. 

Geval  B.     Deze  z^den  z^n  toegevoegd  imaginair. 
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Geval  C.  Deze  overstaande  zgden  liggen  op  oneindig 
kleinen  afstand  van  elkander. 

Elk  dezer  gevallen  dient  afzonderlijk  behandeld  te  worden. 

Geval  A. 

9.  Laten  gegeven  zgn  de  elkaar  kruisende  l^nen  d  en  </, 
benevens  hare  transversalen  a^,  a2;  b^^  Iki.  Neemt  men  nu 
als  basiskromme  van  den  eersten  bundel  d  J  aj  a^ ,  van  den 
tweeden  d  d'  bi  b^ ,  dan  komt  met  een  oppervlak  A^n  een 
oppervlak  B^n  overeen.  Er  moet  eerst  worden  nagegaan  op 
welke  wijze  men  de  bundels  in  projectief  verband  met 
elkander  kan  stellen. 

10.  Men  neme  daartoe  op  d  een  punt  P  en  beschouwe 
dit  punt  als  middelpunt  van  twee  concentrische  stralenbua- 
dels  in  het  vlak  Pd';  elke  straal  van  één  dezer  bundeb 
is  eene  beschrijvende  lijn  van  het  oppervlak  A\  en  de 
daarmede  homologe  straal  van  den  anderen  eene  beschrg- 
vende  lijn  van  een  oppervlak  5^,.  De  oppervlakken  sngden 
elkander  volgens  nog  twee  transversalen  van  d  en  c?.  Door 
de  beweging  van  den  straal  wordt  de  geheele  bundel  opper- 
vlakken beschreven  en  daardoor  het  scheeve  oppervlak  i2*. 
De  twee  dubbelstralen  der  beide  projectieve  stralenbundels 
zijn  de  beide  beschrijvende  lijnen»  uit  P  gaande. 

Het  is  licht  in  te  zien,  dat  de  voorgaande  constructie  ook 
omgekeerd  opgevat  kan  worden;  door  d*  een  vlak  ;r  leg- 
gende, vindt  men  het  punt  P  als  snijpunt  van  n  met  rf, 
en  kan  men  weder  de  twee  projectieve  stralenbundels  ver- 
krijgen ;  door  deze  opmerking  wordt  de  wederkeerigheid  van 
het  oppervlak  met  zichzelf  nog  nader  toegelicht. 


11.  De  doorsngding  van 
het  oppervlak  met  een  vlak  n 
wordt  verkregen  door  de  door- 
snflding  van  n  met  de  ver- 
schillende oppervlakken  van 
de  bundels  te  construeeren. 
Daardoor  ontstaan  twee  kegel- 
snedenbundels  metdebasispun- 


De  omhuUingskegel  uit  een 
punt  P  aan  het  oppervlak  iJ* 
wordt  verkregen  door  de  omhul- 
lingskegels  uit  P  aan  de  ver- 
schillende oppervlakken  van  de 
bundels  te  construeeren.  Deze 
zullen  twee  concentrische  ke- 
gelscharen  vormen  met  de  basis- 
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vlakken :  dS'  öf i  a^ ;  SS'  fti  ft^ ; 
de    gemeenschappelijke    raak- 
vlakken    der     homologe     ke- 
gelvlakken    omhullen  een  ke- 
geloppervlak y*  van  de  vierde 
klasse    met   de   beide  dubbel- 
raakvlakken S  en  S\  Dit  ke- 
geloppervlak   is    dus    van    de 
achtste  orde  en  bezit  acht  dub- 
belstralen.  De  omhullingskegel 
verkrijgt  eene  eenvoudiger  ge- 
daante, wanneer  men  een  punt 
aanneemt  op  eene  beschrgvende 
lijn  l  van  R^ ;  deze  lijn  is  een 
straal  tot  den  omhullingskegel 
behoorende;    het  overschieten- 
de deel  y^  is  dan  een  kegel  vlak 
van  de  derde  klasse  en  de  zesde 
orde.  De  raakvlakken,  door  l 
aan  y^  gebracht,  zyn  de  vlak- 
ken,   door  P  en  de  dubbellij- 
nen  gebracht  en  het  raakvlak 
door  F  aan  ü*. 
12.    Hieruit  volgt,  dat  het  oppervlak  bepaald  is  door   de 
beide   dubbellgnen    en    acht   punten.     Men   trekke  namelijk 
eene  beschrgvende  lijn  /  door  een  der  punten  en  legge  door 
l  een    vlak  n\  de  beschrijvende  lijnen  door  de  andere  pun- 
ten snyden  n  in  zeven  punten;  deze  en  de  snijpunten   Z>en 
ly  van  l  met  d  en  d!  zijn  negen  punten  eener  kromme  van 
de  derde  orde,  door  welke  deze  doorsnede  bepaald  is.     Om 
haar    te    construeeren,    kieze    men   als  basispunten  van  den 
kegelsnedenbundel    Z>,  U    en    nog    twee  punten,  en  bepale 
het  daarbij  behoorende  middelpunt  C  van  den  stralenbundel; 
de    lijn    /    en    de   stralenbundel  door  G  moeten  worden  be- 
schouwd  als   tweede   bundel    van   de  in  eene  lijn  met  eene 
kromme    van    de    derde    orde    overgegane    kromme  van  de 
vierde  orde.     Op  die  wijze  kan  men  een  willekeurig  aantal 
doorsneden  bepalen. 


ten:  T)DA^A^\  DTyB^B^\ 
de  snypunten  der  homologe  ke- 
gelsneden  vormen  eene  vlakke 
kromma  van  de  vierde  orde  c* 
met  de  beide  dubbelpunten  D 
en  D\  Deze  kromme  zal  dus 
van  de  achtste  klasse  zijn  en 
acht  dubbelraaklijnen  bezitten. 
De  doorsnijding  verkrijgt  eene 
eenvoudiger  gedaante,  wanneer 
men  een  vlak  door  eene  be- 
schrijvende lijn  l  van  /2*  legt ; 
deze  lijn  behoort  tot  de  door- 
snede, het  overschietende  deel 
is  dan  eene  kromme  van  de 
derde  orde  <?  zonder  dubbel- 
punt,  d.  i.  van  de  zesde  klasse. 
De  snypunten  van  c^  met  l  z^n 
de  snypunten  van  de  dubbel- 
lijnen  met  het  vlak  n  en  het 
raakpunt  van  n  met  Zï*. 
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De  wederkeerige  constnictie  geldt  voor  den  omhullings- 
kegel.  Daar,  volgens  de  constructie  van  krommen  van  de 
derde  orde,  elk  willekeurig  tweetal  punten  met  D  en  J9'  als 
basispunten  van  den  kegelsneden-bundel  kan  beschouwd  wor- 
den, volgt  hieruit,  dat  men  elk  tweetal  transversalen  yan 
d  en  {2'  met  dezen  als  basiskromme  kan  beschouwen  van  een* 
der  bundels,  die  i2^  doen  ontstaan^). 

13.  Men  kan  nu  meetkundig  de  snijding  bepalen  van  het 
scheeve  oppervlak  R^  met  eene  rechte  Ign  en  met  verschil- 
lende andere  scheeve  oppervlakken,  die  men  door  de  dub- 
bellgnen  legt.  Z^  bgv.  B^  een  zoodanig  scheef  oppervlak 
van  de  tweede  orde  en  n  wederom  een  sngvlak  door  eene 
beschrgvende  Ign  van  jR^;  nu  ontstaan  in  n  eene  kromme 
van  de  derde  orde  (?  en  eene  van  de  tweede  c^,  welke  i>, 
ly  en  dus  nog  vier  andere  punten  met  elkaar  gemeen 
hebben;  daar  R^  en  i2*  beschreven  worden  door  de  trans- 
versalen van  d  en  d\  die  c^  en  <?  sngden,  zoo  volgt  hieruit: 

Een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  orde,  tot  de  eerste 
groep  behoorende,  sngdt  een  scheef  oppervlak  van  de  tweede 
orde,  door  zgne  twee  dubbellgnen  gebracht,  volgens  vier 
beschrgvende  Ignen  van  beide. 

Op  dezelfde  wijze  verkrggt  men: 

Een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  oi'de,  tot  de  eerste 
groep  behoorende,  sngdt  een  scheef  oppervlak  van  de  derde 
orde  I&^  welks  dubbelljjn  met  d  samenvalt,  en  van  het- 
welk d*  de  enkelvoudige  richtlgn  is,  volgens  zes  gemeen- 
schappelgke  beschrgvende  Ijjnen. 

Een  scheef  oppervlak  van  de  vierde  orde,  tot  de  eerste 
groep  behoorende,  sngdt  een  ander  scheef  oppervlak  van 
dezelfde  orde  en  groep,  dat  de  dubbellijnen  met  het  eerste 
gemeen  heeft,  volgens  acht  beschrijvende  Ignen. 


*)  Bij  deze  en  de  volgende  constructiën  worden  bekend  ondersteld  de 
meetkundige  constractie  van  krommen  van  de  derde  en  Tierde  orde  ni* 
kegelsneden-  of  stralenbimdels,  benevens  de  methoden*om  snijpunten  dezer 
krommen  te  bepalen  door  deze  constructiën  terug  te  brengen  tot  die  der 
snijpunten  van  kegelsneden  onderling.  Deze  opmerking  geldt  voor  elk  der 
te  behandelen  gevallen  en  constructiën  dezer  verhandeling. 
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In  het  eerste  geval  wordt  het  ylak  n  gesneden  volgens 
twee  krommen  yan  de  derde  orde,  van  welke  de  eene  in 
D  een  dubbelpunt  heeft;  in  het  tweede  geval  ontstaan  er 
in  n  eene  kromme  van  de  vierde  orde  en  eene  van  de  derde, 
die  door  de  beide  dubbelpanten  van  de  voorgaande  gaat. 

14,  De  verdeeling  van  dit  oppervlak  in  soorten  geschiedt 
het    beste    door,    gel^'k    ook  door  Rohn  langs  analytischen 
weg  gedaan  wordt,  op  de  dubbellijnen  die  b^zondere  punten 
op  te  sporen,  die  door  Cayley  pinchpoints,  d.  i.  klempun- 
ten,    genoemd    zgn;  het  zijn  die  punten,  in  welke  de  beide 
raakvlakken  zich  vereenigen,  zoodat  elk  vlak  door  een  dezer 
punten  gebracht,  het  oppervlak  sngdt  volgens  eene  kromme 
met  een  keerpunt.  Als  wederkeerige  vorm  dezer  klempunten 
komen  dan  in  aanmerking  de  vlakken,  door  de  dubbellynen 
gebracht,    in    welke    de    beide  raakpunten  zich  vereenigen; 
de    omhullingskegel,    welks    top    in  een  punt  van  zulk  een 
vlak  ligt,  bezit  dan  een  buigraakvlak.  Ten  einde  deze  klem- 
punten    op    te   sporen,  brenge   men  weder  een  vlak  n  door 
eene   beschr^vende   lijn  /,  en  denke  in  dit  vlak  de  kromme 
<fi  geconstrueerd.    Brengt    men  door  d   vervolgens  een  vlak 
€Y,  dan  sn^dt  dit  d!  in  «S'  en  n  volgens   eene  rechte  Ign  />, 
die  c^,  behalve  in  D,  in  twee  punten  Pi  en  Pg  sngdt.  Nu 
zijn    Pi    S'  en  P2  S  twee  beschrgvende  lynen  van  R^;  de 
vlakken  d'  5'  Pj  en  d*  S'  P2  zgn  de  raakvlakken  van  R^  in 
5',    en    de  snypunten   d — 5'  P^  en  d — 5'  P^  de  raakpunten 
van  a  met  R^.  Vallen  Pj  en  P2  te  zamen,  d.  i.  wordt  D  P 
eene   raaklgn,    dan    verkrijgt  men  eene  beschrijvende  lijn  5, 
die    uit  twee  samenvallende  beschr^vende  lijnen  bestaat,  en 
die     men     grenslgn     kan     noemen  ;     de     twee     raakvlak- 
ken   door    rf',    zoowel    als  de  beide  raakpunten  op  d  vallen 
nu    te    zamen,    en    het     punt    S    is     een    klempunt    op 
d',  terwgl  het  vlak  S'  d  een  klemvlak  door  d  is.   Een  vlak 
door    8    snijdt   R^  in  eene  kromme  van  de  derde  orde,  van 
welke    8    eene  raaklijn  in  5*  is ;  terwgl  een  punt  op  8  een 
omhullingskegel  doet  ontstaan,  van   welken  s  een  straal  is. 
15.    De    vorm    van    het    oppervlak    i?*  hangt  af  van  de 
bestaanbaarheid  of  onbestaanbaarheid  dezer  klempunten.  Ten 
einde  deze  bestaanbaarheid  te  onderzoeken,  1^  men  wed^r 
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even  als  vroeger  (12)  eeu  vlak  n  door  de  beschrgvende  lp 
Z,  welke  de  daarin  ontstaande  kromme  <fi  in  D  en  ly  sngdt, 
en  construeert  de  poolkegelsnede  van  D  ten  opzichte  van 
c^;  deze  is  bepaald  door  D  zelf,  hare  raaklgn  door  A 
zgnde  dit  tevens  de  raaklgn  aan  de  kegelsnede,  homoloog 
met  straal  CD;  en  drie  punten,  toegevoegd  harmonisch  aan 
D  ten  opzichte  van  de  beide  andere  snijpunten  eener  Ign 
door  D  met  c^.  De  sng punten  van  c^  met  de  poolkegel- 
snede zgn,  de  gezochte  raakpunten.  Men  komt  nu  tot  de 
volgende  drie  gevallen: 

de  sngpunten  zgn  alle  vier  bestaanbaar ; 

twee  der  sngpunten  zijn  bestaanbaar,  de  beide  andere  toe- 
gevoegd imaginair; 

de  sngpunten  zgn  allen  imaginair. 

In  het  eerste  en  derde  geval  is  de  vorm  der  kromme  c^ 
tweedeelig  *) ;  zij  bestaat  uit  een  ovaal  en  eenen  tak ;  het 
eerste  wordt  steeds  in  een  even,  de  tweede  in  een  oneven 
aantal  punten  gesneden.  In  het  eerste  geval  ligt  D  op  den 
tak,  in  het  derde  op  het  ovaal.  Het  punt  Z>'  kan  nu  in 
beide  gevallen  of  op  den  tak  of  op  het  ovaal  liggen.  Hier- 
uit volgt  de  volgende  verdeeling: 

Ten  eerste,  de  kromme  is  tweedeelig: 

a.  D  en  /?'  liggen  beiden  op  den   tak. 

b.  D  en  D'  liggen  beiden  op  het  ovaal. 

c.  D  ligt  op  den  tak,  Z>'  op  het  ovaal. 
Ten  tweede,  de  kromme  is  ééndeelig  : 

(/.  D  en   Z>'  liggen  beiden  op  den  tak. 
Hieruit  volgt  nu  ten  opzichte  van  de  klempunten  : 
a.    De    vier    klempunten  op  d  zoowel  als  op  d!  zgn  be- 
staanbaar. 

h.  Do  klempunten  op  den  d  en  d'  zgn  imaginair. 

c.  De  vier  klempunten  op  rf'd  zgn  bestaanbaar,  die  op  dei' 
imaginair. 

d.  Twee  klempunten  op  elk  der  dubbellgnen  zgn  bestaan- 
baar, twee  toegevoegd  imaginair. 


*)  Vergelijk  voor  den  vorm  der  kromme  e^ :  R.  Sturm,  IJeber  die  ebe- 
nen Curven  dritter  Ordnung,  Crelle's,  Journal,  Bd.  90  blz.  83. 
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Deze  meetkundige  beschouwing  leidt  dus  tot  alle  vormen 
van  oppervlakken,  door  Rohn  verkregen. 

16.  Ik  wensch  nog  in  't  kort  de  aandacht  te  vestigen 
op  de  gedaanten  der  doorsnijdingskrommen  en  omhuUings- 
kegels  by  deze  verschillende  vormen. 

a.  Daar  de  vier  klempunten,  zoowel  op  d  als  op  d',  be- 
staanbaar zijn,  wordt  elk  der  dubbellij nen  in  vier  deelen  ver- 
deeld ;  twee  dubbelsegmenten,  op  welke  de  uitgangspunten  der 
bestaanbare  beschr^vende  lijnen  liggen  en  twee  geïsoleerde 
s^menten,  op  welke  de  uitgangspunten  der  imaginaire  be- 
schrijvende lijnen  liggen.  De  dubbel  segmenten  zijn  dus  door 
bestaanbare,  de  geïsoleerde  door  imaginaire  beschrijvende 
lijnen  verbonden.  Een  vlak  zal  alzoo  /2*  snijden  volgens  twee 
volkomen  van  elkander  gescheiden  deelen,  m.  a.  w.  de  door- 
snede zal  bestaan  uit  twee  ovalen,  (takken  van  evene  orde^ 
Oi  en  O2.  die  elkander  niet  snijden.  Daar  de  kromme  in 
het  geheel  twee  bijzondere  punten  moet  hebben,  zoo  heeft 
men,  rf^,  d^^  >fcit  ^2  ^^  dubbel-  en  keerpunten  van  O^  en  (?£, 
i  de    geïsoleerde  punten  noemende,   de  navolgende  vormen: 


dl 

2 

l 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

h 

0 

0 

1 

0 

0 

2 

1 

1 

0 

d^ 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

h 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

i 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

2 

b.  Daar  er  geene  geïsoleerde  segmenten  zijn,  zal  elk  vlak 
R^  sneden  volgens  twee  ovalen ;  de  beide  dubbelpunten  ont- 
staan nu  door  de  snyding  d'.r  beide  ovalen. 

c.  Dit  oppervlak  komt  overeen  met  a,  doordat  een  der 
deelen  van  de  snijkrorame  een  dubbelpunt  bezit;  en  met  6, 
doordat  een  ander  dubbelpunt  ontstaat  door  de  sngdingvan 
twee  deelen  der  kromme ;  hieruit  volgt,  dat  de  kromme  be- 
staat uit  twee  oneven  takken.  De  eene  tak  heeft  een  dub- 
belpunt, de  andere  niet;  beide  takken  snijden  elkander  in 
een  punt,  dat  dus  geen  geïsoleerd  oi  keerpunt  kan  worden. 
De    vormen    der   doorsnede    kunnen    dus  drie  in  getal  zijn, 
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naar  gelang  het  eerste  bgzondere  punt  een  dubbelpunt,  keer- 
l)unt  of  geïsoleerd  punt  is. 

d.  In  dit  geval  bestaat  de  kromme  slechts  uit  één  deel; 
dit  ovaal  heeft  twee  bijzondere  punten,  welke  dubbel-,  keer- 
of  geïsoleerde  punten  kunnen  z^n,  zoodat  zes  verschillende 
vormen  mogelgk  zijn. 

Er  kan  geen  bezwaar  bestaan,  de  vormen  van  de  omhul- 
lingskegels  voor  de  verschillende  gevallen  van  het  opper- 
vlak na  te  gaan ;  de  beschouwing,  hiertoe  noodig,  is  weder- 
keerig  met  de  vorige. 

17.  Een  tweetal  gedaanten,  die  dit  oppervlak  kan  aan- 
nemen, dienen  nog  in  aanmerking  te  worden  genomen. 

Het  oppervlak  kan  ontstaan  door  twee  projectieve  vlak- 
keninvolutiën ;  dan  is  de  vlakke  doorsnede  eene  kromme 
van  de  vierde  orde  c*,  welke  ontstaat  door  de  snyding  van 
de  homologe  elementen  van  twee  projectieve  straleninvolu- 
tiën.  Het  onderzoek  der  gedaante  van  het  oppervlak  kan  op 
geheel  dezelfde  wijze  geschieden ;  slechts  worde  hier  de  vol- 
gende bijzonderheid  opgemerkt.  Daar  twee  der  raakpunten 
van  de  raaklijnen,  aan  c*  uit  D  getrokken,  in  eene  rechte 
lijn  liggen  met  D\  zoo  liggen  de  beide  grenslynen  door 
deze  punten  gaande  in  een  vlak  door  d\  en  snijden  zg 
elkander  in  een  punt  van  d. 

De  tweede  gedaante  ontstaat,  wanneer  R^  geheel  en  al 
imaginair  wordt;  terwijl  d  en  d'  bestaanbaar  blijven. 

De  doorsn^ding  met  een  vlak  is  alsdan  eene  imaginaire 
kromme  van  de  vierde  orde  met  twee  bestaanbare  geïsoleerde 
punten.  Deze  kromme  is  de  centrale  of  orthogonale  pro- 
jectie van  de  imaginaire  snijkromme  van  twee  oppervlakken 
van  de  tweede  orde,  die  geen  enkel  punt  gemeen  hebben. 

Het  oppervlak,  ontstaan  uit  twee  projectieve  punten-invo- 
lutiën  stemt  overeen  met  dat,  uit  twee  projectieve  vlakken- 
involutiën  ontstaan. 

Geval  B. 

18.  In  plaats  van  de  elkaar  kruisende  l^nen  d  en  tf  zgn 
nu  gegeven  de  lynen  /^ ,  Zg,  /3,  Z^,  welker  gemeenschappe- 
l^ke    transversalen    ondersteld  worden  toegevoegd  imaginair 
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te  zgn.  De  hier  volgende  constructie  kan  natuurlijk  ook 
toegepast  worden  op  scheeve  oppervlakken  met  bestaanbare 
dubbellijnen. 

Daar  de  lijnen  a^  a^  en  6^,  bc^j  behoorende  tot  de  beide 
basiskrommen,  de  imaginaire  transversalen  van  Z^,  /£,  ^3,  l^ 
snijden  moeten,  zoo  behooren  zij  tot  het  stralenstelsel  van 
den  eersten  graad,  door  deze  vier  bepaald.  Het  projectief 
Terband  wordt  nu  op  de  volgende  wijze  geregeld. 

19.  Men  trekke  eene  lijn  p,  die  a^  in  -4 1,  t^  in -B^  snijdt, 
en  neme  op  p  twee  projectieve  puntenrijen  aan;  de  twee 
stralen  a,t  en  6«  van  het  stralenstelsel,  die  men  door  twee 
homologe  punten  trekken  kan,  behooren  tot  twee  homologe 
oppervlakken,  die  dus  door  a^,  ac^^  an  en  6^,  62,  bn  bepaald 
zyn,  en  welker  doorsnede    construeerbaar  is. 

Hierdoor  worden  twee  beschrijvende  lijnen  van  het  opper- 
vlak bepaald;  men  kan,  aldus  voortgaande,  er  meerdere 
vinden.  De  stralen  door  de  dubbelpunten  op  p  zijn  twee 
beschrijvende  lijnen  van  het  oppervlak  72**. 

20.  Na  de  beschouwingen,  bij  het  voorgaande  geval  ge- 
houden over  het  oppervlak,  wat  betreft  zynen  vorm  en  de 
gedaante  zijner  vlakke  doorsnede,  zal  het  voldoende  zijn, 
eenige  uitkomsten  te  geven,  tot  welke  men  langs  denzelfden 
weg  geraakt. 

Ook  dit  oppervlak  is  met  zichzelf  wederkeerig,  zooals 
bliykt,  wanneer  men  het  beschrijft  door  twee  projectieve 
vlakkenbundels  door  p  te  leggen,  en  in  twee  homologe  vlakken 
de  stralen  te  construeeren,  tot  het  stelsel  behoorende. 

De  snijkromme  c**  van  R^  met  een  willekeurig  vlak  ji 
heeft  twee  toegevoegd  imaginaire  dubbelpunten,  en  de  om- 
huUingskegel  twee  toegevoegd  imaginaire  dubbelraakvlakken. 

Brengt  men  een  vlak  ji  door  eene  beschrijvende  lijn  Z, 
dan  zal  de  snykromine  c^  door  l  in  een  bestaanbaar  en  in 
twee  imaginaire  punten  gesneden  worden ;  zij  kun  twee-  of 
ééntakkig  zijn. 

In  het  eerste  geval  bestaat  c*  uit  twee  ovalen,  in  het 
tweede  uit  een  ovaal.  In  het  eerste  geval  snijden  de  beide 
ovalen  elkander  in  de  imaginaire  dubbelpunten,  het  eene 
ovaal  kan  het  andere  omringen  of   uitsluiten. 

80* 
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Even  als  bij  het  geval  A  kan  ook  hier  het  oppervlak 
geheelimaginair  worden. 

Geval  C. 

20.  Dit  geval  ontstaat  w^anneer  d  en  d'  oneindig  dicht 
bg  elkander  liggen ;  nu  treden,  in  de  plaats  der  gegevens 
van  i4,  de  lijn  rf,  de  l^nen  ai,  a^^  ^n  621  benevens  eene 
lijn  r,  die  d  snijdt  en  eene  raaklyn  is  aan  elk  opper- 
vlak van  bundel  d  aj  a^  zoowel  als  van  bundel  d  61  tg* 
Het  projectief  verband  der  bundels  wordt  verkregen  door 
op  d  uit  het  snijpunt  van  d  met  r,  even  als  in  het  geval  ^ , 
twee  projectieve  stralenbundels  te  trekken,  gelegen  in  het 
vlak  dr.  De  verdere  constructie  verloopt  als  bij  A. 

21.  De  doorsnede  van  /2*  niet  een  vlak  71  wordt  nu 
eene  kromme  c*  met  dubbelknoop  D  in  het  snijpunt  met 
d ;  zoo  ook  zal  de  omhullingskegel  een  kegel  van  de  vierde 
klasse  met  dubbelen  knoopstraal  zijn.  R^  voldoet  verder 
aan  de  voorwaarde,  dat  alle  beschrijvende  lynen  stralen 
z^n  van  het  bijzondere  stralenstelsel  van  den  eersten  graad, 
bepaald  door  de  stralen    a^,  a^^  ^i,  b^. 

Legt  men  het  vlak  tï  door  eene  beschrijvende  lijn  /,  dan 
ontstaat  er  als  doorsnede  eene  kromme  van  de  derde  orde, 
van  welke  l  de  raaklijn  in  D  is,  en  welke  wederom  ver- 
schillende vormen  hebben  kan.  Om  den  vorm  van  het  op- 
pervlak te  bepalen,  is  het  nu  weder  in  de  eerste  plaats 
noodig,  dat  men  het  aantal  klempunten  kenne.  Op  het 
voetspoor  van  geval  A  kan  men  de  volgende  verdeeling 
maken : 

a.  c^  bestaat  uit  twee  deelen,  D  ligt  op  den  tak.  Er 
zijn  vier  bestaanbare  klempunten. 

b.  c^  bestaat  uit  twee  deelen,  J)  ligt  op  het  ovaal.  Er 
zijn  slechts  imaginaire  klempunten. 

c.  c^  bestaat  uit  één  deel.  Er  zijn  twee  bestaanbare  en 
twee  onbestaanbare  klempunten. 

De  gedaante  der  vlakke  doorsnede  in  elk  dezer  gevallen 
is  als  volgt: 

a.  Een  willekeurig  vlak  ;r  sn^'dt  R*  in  eene  kromme  van 
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de  vierde  orde,  bestaande  uit  twee  ovalen,  die  elkander  niet 
snijden ;  gaat  n  door  een  punt  van  d,  uit  't  welk  bestaan- 
bare beschryvende  lijnen  gaan,  dan  bevindt  zich  een  dubbel- 
knoop  op  een  dezer  ovalen,  gaat  n:  door  een  punt  op  een 
geïsoleerd  gedeelte  van  d,  dan  bezit  de  kromme  een  dubbel- 
geïsoleerd  punt;  eindelijk  kan  n  door  een  klempunt  gaan; 
dan  vertoont  een  der  ovalen  de  combinatie  van  dubbel- 
en keerpunt  d.  i.  een  keerpunt  van  de  tweede  soort. 

Wordt  7t  door  de  grenslyn  door  dit  klempunt  gebracht, 
dan  snydt  het  iZ*  volgens  eene  kromme  van  de  derde  orde, 
die  in  het  klempunt  een  buigpunt  met  buigraaklyn  heeft. 

b.  Het  vlak  n  snijdt  72*  volgens  eene  kromme,  bestaande 
uit  twee  ovalen,  die  elkander  raken. 

c.  In  dit  geval  bestaat  de  doorsnijding  uit  één  ovaal 
met  dubbelknoop,  dubbel-geïsoleerd  punt  of  keerpunt  van 
de  tweede  soort. 

Ook  dit  oppervlak  kan  imaginair  zyn.  De  vlakke  door- 
snede is  dan  eene  imaginaire  kromme  van  de  vierde  orde 
met  dubbel-geïsoleerd  punt.  Deze  kromme  ontstaat  door  de 
imaginaire  snijkromme  van  twee  oppervlakken  van  de  tweede 
orde  te  projecteeren  uit  een  punt,  genomen  op  een  der  kegel- 
oppervlakken,  die  door  deze  kromme  gebracht  kunnen  worden. 


IV.  TwjsBDB  Groep. 


22.  De  oppervlakken,  tot  deze  groep  behoo  rende,  kunnen 
naar  den  vorm  der  dubbelkromme  verdeeld  worden  in  de 
volgende  gevallen: 

Geoal  A,  De  dubbelkromme  is  eene  scheeve  kromme  van 
de  derde  orde  c^. 

Geval  B,  De  kromme  c^  gaat  over  in  een  kegelsnede 
met  eene  Ign  d^  die  een  punt  met  haar  gemeen  heeft. 

Geval  C.  De  kromme  c^  gaat  over  in  twee  bestaanbare 
elkander  kruisende  Ignen  d  en  d\  gesneden  door  eene  lijn  L 

Geval  D.  De  kromme  c^  gaat  over  in  twee  elkander 
kruisende  l^nen,  die  toegevoegd  imaginair  zijn,  benevens 
hare  transversaal  /. 
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Geval  E,  De  lijnen  d  en  d'  Hggen  oneindig  dicht  bg  elkander. 

De  oppervlakken  dezer  groep  z^n  diegenen,  die  door  Retb 
langs  meetkundigen  weg  verkregen  vrorden.  {Geometrie  der 
Lage  II,  Vortrs^  15,  verg.  Inleiding  3).  Hij  verkrggt  daar 
de  eerste  drie  gevallen  en  bewijst  tevens,  dat  het  oppervlak 
met  zichzelf  wederkeerig  is.  Daar  evenwel  de  meetkundige 
weg,  langs  welken  zg  verkregen  worden,  van  den  in  dit 
opstel  gevolgden  verschilt,  zoo  zal  hier  worden  aangetoond, 
dat  ook  volgens  de  hier  als  grondslag  aaogenomene  methode 
al  deze  vormen  kunnen  worden  verkregen. 

Geval  A. 

23.  Laten  gegeven  z^n  de  scheeve  kromme  van  de  derde 
orde  (?y  benevens  hare  koorden  a  en  ft;  c^  is  het  gemeen- 
schappel^k  deel  der  basiskromme  van  beide  bundels.  Deze 
kunnen  op  de  volgende  wijze  met  elkander  in  projectief 
verband  worden  gebracht. 

Men  neme  een  punt  P  op  c^,  trekke  door  P  in  de  vlakken 
Pa  en  Pb  twee  projectieve  stralenbundels ;  elk  paar  homo- 
loge stralen  a«,  6»  bepaalt  een  paar  homologe  opper- 
vlakken An^  en  Bn^  der  beide  bundels,  die  elkander  volgens 
eene  beschrijvende  lijn  van  het  scheeve  oppervlak  R^  zullen 
snijden ;  deze  beschrijvende  lijn  is  de  verbindingslgn  der 
beide  snijpunten  van  het  vlak  Pa^  hn  met  c^  Doorloopt 
men  de  stralenbundels  geheel,  dan  wordt  het  geheele  op- 
pervlak jR*  beschreven. 

24.  De  doorsnede  van  R^  met  een  vlak  n  is  eene  kromme 
van  de  vierde  orde  c*  met  drie  dubbelpunten,  welke  de 
sn^punten  z^n  van  .t  met  c^.  De  kromme  is  dus  van  de 
zesde  klasse  en  heeft  vier  dubbelraaklijnen.  Hieruit  volgt, 
dat  de  omhuUingskegel  van  de  zesde  orde  is ;  daar  hg  van 
de  vierde  klasse  moet  zijn,  volgt  hieruit,  dat  hg  weder- 
keerig is  met  de  snijkromme.  De  kegel  heeft  vier  dubbel- 
stralen  en  drie  dubbelraakvlakken;  de  dubbelrakende  ont- 
wikkelbare  is  dus  een  oppervlak  van  de  derde  klasse 
(4de  orde) ;  op  deze  wijze  wordt  alzoo  het  wederkeerige  ont- 
staan van  het  oppervlak  opgehelderd. 
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De  doorsnede  wordt  vereenvoudigd,  wanneer  het  vlak 
71  gelegd  wordt  door  eene  beschrijvende  Ign  Z;  zij  gaat 
dan  over  in  eene  kromme  van  de  derde  orde  met  een 
dubbelpunt,  gesneden  door  l  in  drie  punten;  twee  dezer 
snijpunten  z^n  de  sn^punten  van  l  met  de  dubbelkromme ; 
het  derde  is  het  raakpunt  van  n  met  R^\  het  dubbelpunt 
is  het  derde  snijpunt  van  n  met  de  dubbelkromme. 

Nog  eenvoudiger  wordt  de  doorsnede,  wanneer  n  ge- 
legd wordt  door  twee  beschrijvende  lijnen  in  een  punt  van 
i?  te  zamen  komende.  Het  overschietende  deel  wordt  dan 
eene  kegelsnede,  gaande  door  de  niet  samenvallende  snij- 
punten der  beschrijvende  lijnen  met  c^,  en  de  beschrijvende 
l^nen  ten  tweeden  male  snijdende  in  de  beide  raakpunten 
Tan  n  met  fi*. 

Het  kan  geen  bezwaar  geven,  om,  even  als  bij  de  eerste 
groep  (11),  de  constructie  van  den  omhuUingskegel  ook  na 
te  gaan;  met  het  oog  op  het  reeds  behandelde  zal  dit 
worden  voorbggegaan,  terwijl  ook  naar  de  aangehaalde  §  van 
R£Y£  verder  verwezen  wordt.  Bij  de  volgende  constructiën 
zal  eveneens  de  loop  in  het  kort  worden  aangegeven. 

25.  Het  oppervlak  is  bepaald  en  construeerbaar  door  de 
dubbelkromme  en  vgf  punten.  Ten  einde  het  te  construeeren, 
trekke  men  koorden  door  deze  punten,  legge  een  vlak  door 
een  dezer  koorden  l\  dit  vlak  snijdt  de  dubbelkromme  in 
drie  punten  en  de  overige  vier  koorden  in  vier  punten.  De 
vlakke  doorsnede  is  nu  bekend  door  zes  punten  benevens 
een  dubbelpunt  en  dus  construeerbaar. 

26.  Even  als  vroeger  zijn  nu  ook  te  construeeren  de 
doorsnede  van  R*  met  verschillende  andere  scheeve  opper- 
vlakken, door  <?  gebracht.  Zij  b.  v.  R^  een  oppervlak  van 
de  tweede  orde  door  c^.  Men  legge  een  vlak,  dat  i2*  vol- 
gens eene  kegelsnede  en  twee  beschrijvende  lijnen  sn^dt; 
deze  kegelsnede  zal  B?  snyden  in  twee  punten  buiten  de 
punten  der  dubbelkromme;  door  deze  twee  punten  gaan  de 
gemeenschappelgke  beschrijvende  Ignen  van  R^  en  i2*.  Op 
dezelfde  wijze  is  het  na  te  gaan,  dat  een  tweede  scheef  op- 
pervlak R-^  van  de  vierde  orde,  waarvan  mede  c?  de  dub- 
belkromme is,  met  iZ*  vier  beschrgvende  lijnen  gemeen  heeft. 
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De  voornoemde  kegelsnede  snijdt  namelijk  de  tweede  kromme 
Cl*,  behalve  in  twee  dubbelpunten,  in  vier  punten ;  door  deze 
snijpunten  worden  de  vier  gemeenschappelyke  lynen  getrokken. 

27.  Ten  einde  alle  soorten  van  oppervlakken  dezer  groep 
te  verkrijgen,  moeten,  even  als  te  voren,  de  klempunten  en 
grenslijnen  meetkundig  onderzocht  worden.  Hiertoe  kan  de 
volgende  beschouwing  leiden. 

Volgeus  (23)  verkrijgt  men  de  beschryvende  l^nen  van 
R^  door  de  constructie  der  vlakken,  die,  door  P  gaande, 
opvolgend  twee  homologe  stralen  van  de  beide  projectieve 
stralenbundels  bevatten.  Deze  vlakken  omhullen  dus  een 
kegelvlak  van  de  tweede  orde,  den  omhuUingskegel  JS^  van 
iZ*  uit  P'j  terwijl  P  uog  buitendien  de  top  is  van  een  ke- 
gel van  de  tweede  orde  jST^^,  die  c^  tot  richtlijn  heeft.  Uit 
een  punt  van  c^  buiten  K^  kunnen  nu  twee  raakvlakken 
aan  K^  getrokken  worden ;  uit  elk  punt  daarbinnen  worden 
deze  raakvlakken  imaginair,  terwgl  er  in  elk  snijpunt  één 
raakvlak  zijn  zal.  Daar  deze  raakvlakken  tevens  raakvlak- 
ken van  iZ*  zyn,  zoo  zijn  de  gemelde  sngpunten  de  op  <? 
gelegen  klempunten  van  i2*  en  de  twee  samenvallende  be- 
schryvende  lijden  vormen  eene  grenslijn.  Een  raakvlak  van 
K^  snijdt  verder  c^  in  twee  punten ;  wanneer  deze  beide  pun- 
ten zich  vereenigen,  ontstaat  er  eene  beschrijvende  lyn  die 
tevens  raaklyn  van  c*  is.  De  vlakken,  die  deze  lijnen  doen 
ontstaan,  zullen  mede  ten  getale  van  vier  z^n,  want  de  ke- 
gels K^  en  Ki^  kunnen  hoogstens  vier  gemeenschappelijke 
raakvlakken  hebben.  Nu  volgt  weder  de  classificatie  van  de 
scheeve  oppervlakken  dezer  groep  op  de  bestaanbaarheid 
van  klempunteu  en  klemvlakken  gegrondvest  *). 

Algeiaeene  gevallen. 

a.  K'^  en  Ki^  hebben  vier  gemeenschappelijke  stralen  en 
vier  gemeenschappelijke  raakvlakken. 

b.  B?  en  K-^  hebben  vier  gemeenschappelyke  stralen  en 
geene  gemeenschappelijke  raakvlakken. 


*)  Rbyb,  o,  d.  Z.  II,  p.  114  vg.  komt,  uitgaande  van  een  ander  meetkundig 
beginsel,  tot  dezelfde  standen  van  kegelsneden  ab  hier  van  kegelvlakken  ge- 
vonden wordt;    de  beschouwing  der  kegelsneden  is  wederkeerig  met  deze 
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c.  K^  en  Ki^  hebben  twee  gemeenschappelijke  stralen  en 
dus  ook  twee  gemeenschappelyke  raakvlakken. 

d.  K^  en  K^^  hebben  geene  gemeenschappelijke  stralen 
en  vier  gemeenschappelijke  raakvlakken, 

e.  K  en  K^  hebben  geene  gemeenschappelijke  stralen  en 
geene  gemeenschappelijke  raakvlakken ;  K^  ligt  binnen  K^. 

f.  K  en  K^  verkeeren  in  het  voorgaande  geval,  maar 
K^^  ligt  binnen  K\ 

Bijzondere  gevallen. 

g.  K{^  raakt  K^\  er  zgn  nog  twee  gemeenschappel^ke 
stralen  en  raakvlakken,  en  de  straal  van  raking  ligt  op  dat 
deel  van  K^^  dat  buiten  K^  ligt. 

A.  Ki^  raakt  K^\  er  zijn  nog  twee  gemeenschappelijke 
stralen  en  raakvlakken;  de  straal  van  raking  ligt  op  dat 
deel  van  K^^  dat  binnen  K^  ligt. 

t.  K^  raakt  K^\  er  zgn  twee  gemeenscha ppelflke  stralen, 
maar  geene  gemeenschappelijke  raakvlakken. 

k.  K^  raakt  K^\  er  zijn  geene  gemeenschappel^ke  stra- 
len meer,  maar  wel  twee  gemeenschappelgke  raakvlakken. 

/.  K^  raakt  K^\  er  zijn  geene  gemeenschappelgke  stra- 
l»^n  meer  en  ook  geene  gemeenschappel^ke  raakvlakken ;  K^ 
ligt  binnen  K^, 

m.  K^  raakt  K^\  er  zijn  geene  gemeenschappelijke  stra- 
len of  raakvlakken  meer;  K^  ligt  binnen  E?. 

n.  K^  en  K^  hebben  een  osculeerenden  straal. 

o.  K^  en  K^  hebben  eene  dubbele  raking ;  iC^ligt  binnen  K^^. 

p.  K-^  en  E?  hebben  eene  dubbele  raking ;  K-^  ligt  bin- 
nen K^. 

q.  K^  en  K^  hebben  een  dubbele  imaginaire  raking ;  B?' 
ligt  binnen  K^. 

r.  K^  en  E?  hebben  eene  dubbele  imaginaire  raking ;  K-^ 
ligt  binnen  K^. 

$,  K^  en  E?  sneden  elkander  volgens  vier  opvolgende 
stralen;  K^  ligt  binnen  jST^*. 

t.  K^  en  E?  snyden  elkander  volgens  vier  opvolgende 
stralen ;  K^  ligt  binnen  K^  *). 


*)  Deze  bescliouwLDg  brengt  het  aantal  mogeUjke  vormen  temg  tot  het 
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28.  Na  het  onderzoek  der  doorsnede  bij  de  yoorgaande 
groep  kan  de  snykrorame  met  een  plat  vlak  kort  afge- 
handeld worden.  Zij  is  eene  kromme  van  de  vierde  orde 
met  drie  bijzondere  punten,  welke  ieder  op  zich  zelf  dab- 
belpunten,  keerpunten  of  geïsoleerde  punten  kunnen  zp, 
terwijl  eindelyk  de  bgzondere  punten  toegevoegd  imaginair 
kunnen  worden.  Voor  elk  der  gevondene  soorten  kan  men  ak 
in  (16)  eene  opsomming  van  de  mogelijke  vormen  dezer 
kromme  maken;  ook  zal  men  zonder  moeite  na  kunnen 
gaan,  in  hoeverre  de  dubbelkromme  geheel  dubbel,  gedeel- 
telgk  geïsoleerd  of  geheel  geïsoleerd  op  het  oppervlak  ligt. 
Verder  zy  opgemerkt,  dat,  door  een  snijvlak  te  leggen  door 
eene  raakl^n,  of  een  osculatievlak  aan  de  dubbelkromme 
te  construeeren,  men  krommen  van  de  vierde  orde  met  een 
dubbelen  of  drievoudigen  knoop  verkrijgt.  Dezelfde  bgzon- 
dere  gedaanten  van  omhuUingskegels  kunnen  eveneens  wor- 
den verkregen.  Wordt  het  sn^vlak  gelegd  door  eene  raaklijn 
aan  een  klempunt,  dan  ontstaan  de  combinatiën  van  een 
keerpunt  met  eenen  knoop,  of  wel  van  een  keerpunt  met 
twee  knoopen. 

Dit  oppervlak  kan  ook  geheel  imaginair  worden ;  zijn  om- 
huUingskegel  uit  een  punt  der  dubbelkromme  is  dan  een 
imaginair  kegelvlak  van  de  tweede  orde,  en  de  doorsngding 
met  een  vlak  eene  imaginaire  kromme  van  de  vierde  orde. 
Deze  kromme  is  de  centrale  of  orthogonale  projectie  van 
de  imaginaire  snijkromme  van  twee  oppervlakken  van  de 
tweede  orde,  die  elkander  raken,  maar  overigens  geen  be- 
staanbaar gemeenschappelyk  punt  bezitten. 

Geval   B. 

29.  Laat  voor  dit  geval  de  dubbelkromme  c^  overgegaan 
z^n  in  de  kegelsnede  c^  met  de  haar  in  A  snydende  Ign  i. 


aantal  mogelijke  standen  van  twee  kegelsneden  ten  opzichte  yan  eilan- 
der; zij  bevat  al  de  gevallen  door  Eohn  langs  analytiscli-meetkundigen 
weg  verkregen. 
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Even  als  iii  het  voorgaande  geval  wordt  elk  der  bundels 
weder  bepaald  door  de  koorden  a  en  6,  die  ieder,  zoowel 
met  c*  als  met  d,  een  punt  gemeen  hebben. 

Past  men,  ter  verkrgging  van  het  projectief  verband,  de- 
zelfde constructie  als  in  het  voorgaande  geval  toe,  daarbij 
het  punt  P  op  c^  nemende,  dan  verkrijgt  men  wederom 
den  omhuUingskegel  -£**;  terwyl  Ki^  overgaat  in  twee 
vlakken,  het  vlak  S  van  c^  en  het  vlak  Pd.  Wederom 
bepaalt  elk  raakvlak  aan  K^  eene  beschr^vende  l^n  van 
iZ*;  uit  de  punten  van  c^  of  d,  die  buiten  K^  lig- 
gen, kunnen  twee  raakvlakken  aan  K^  getrokken  worden; 
uit  die  binnen  K^  twee  toegevoegd  imaginaire  raakvlak- 
ken; terwjl  de  sngpunten  van  c^  en  d  met  JK^  de  klem- 
punten  z^n. 

30.  Tot  de  kennis  der  dubbelrakende  ontwikkelbare  komt 
men  op  de  volgende  w^ze.  Men  trekke  uit  een  punt  Qvan 
d  de  beide  raakvlakken  aan  K^,  construeere  dan  de  beide 
beschr^vende  Ignen  door  Q  en  legge  er  een  vlak  q>  door, 
dan  zal  q>  R^  nog  in  eene  kegelsnede  snijden.  Deze  kegel- 
snede  Cl*  heeft  twee  punten  gemeen  met  c^ ;  de  beide  andere 
sngpunten  met  de  beschrgvende  lijnen  zgn  de  raakpunten 
met  22**;  van  deze  dubbelrakende  vlakken  moet  nu  de  om- 
hulde geconstrueerd  worden.  Men  projecteere  daartoe  uit 
alle  punten  van  d  c^  op  het  vlak  (p,  dan  ontstaat  er 
in  dit  vlak  een  kegelsnedenbundel,  welks  basispunten  ge- 
vormd worden  door  de  snijpunten  van  cj*  met  c*,  door 
het  snijpunt  Q  van  d  met  qp  en  door  de  snijlijn  van 
het  raakvlak,  door  d  aan  c*  gebracht,  met  het  vlak  qp. 
De  kegelsneden  van  dezen  bundel  snijden  c^*,  behalve  in 
de  twee  vaste  punten,  nog  in  twee  veranderlijke  punten, 
welker  verbindingslgn  door  een  vast  punt  gaat.  Hieruit 
volgt: 

De  dubbelrakende  vlakken  snijden  een  hunner  in  een 
stralenbundel ;  de  dubbelrakende  ontwikkelbare  is  dus  een 
k^elvlak  van  de  tweede  klasse;  de  vlakkenbundel  door  d 
vult  de  klasse  van  dit  oppervlak  tot  drie  aan. 

De  constructie  van  den  top  van  dezen  kegel  is  dus  in 
het  bovenstaande  aangewezen. 
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De  sngding  van  deze  dubbelrakende  ontwikkelbare  met 
8  zal  eene  kegelsnede  zgn;  zg  kan  op  de  volgende  wflze 
geconstrueerd  worden.  Men  projecteere  uit  de  opvolgende 
punten  van  d  de  kegelsnede  c^^  op  het  vlak  S.  Elk  dezer 
geprojecteerde  kegelsneden  heeft  met  c^  twee  vaste  punten 
gemeen;  de  gevraagde  kegelsnede  wordt  dus  omhuld  door 
de  verbindingslgnen  der  overige  beide  snijpunten;  z^  gaat 
door  A  en  raakt  aan  de  raaklyn  door  A  aan  c^  getrokken 
en  aan  de  sngl^n  van  c^^  en  c^. 

31.  De  vlakke  doorsneden  van  dit  oppervlak  geven  geene 
aanleiding  tot  bijzondere  opmerkingen ;  de  verschillende  vor- 
men worden  weder  verkregen,  wanneer  men  de  klempunten 
opspoort.  Deze  beschouwing  geeft  aanleiding  tot  dezelfde 
verdeeling  als  by  het  geval  A-,  slechts  gaat  Kj^  in  twee 
vlakken  over,  het  eene  is  het  vlak  8  van  c^,  het  andere 
is  het  vlak  F  d  (tf).  Men  heeft  nu  de  volgende  soorten : 

a.  8  en  71  sneden  K^\  hunne  snijlyn  ligt  buiten  K^. 

b.  8  en  n  sngden  K^;  hunne  snglgn  valt  binnen  ^. 

c.  8  sngdt  JST*,  ti  niet. 

d.  8  snijdt  K^  niet,  n  sngdt  JK^. 

e.  8  en  71  sngden  K^  niet. 
En  als  eenig  bgzonder  geval: 

ƒ.  De  snijlgn  van  8  en  n  valt  te  zamen  met  eene  be- 
schrgvende  Ign  van  K^. 

De  bijzondere  gevallen,  die  zouden  ontstaan,  wanneer  öf 
8  of  n  rakend  werd  aan  ifj^,  vervallen,  omdat  alsdan  deze 
vlakken  een  deel  uitmaken  van  iZ*,  en  R^  dus  ophoudt  van 
de  vierde  orde  te  zgn. 

Door  deze  verdeeling  ziet  men,  dat  elk  der  deelen  van 
de  dubbelkromme  twee  klempunten  bezit,  welke  bestaanbaar 
of  toegevoegd  imaginair  kunnen  zgn;  daar  verder  ook  dii 
oppervlak  wederkeerig  met  zich  zelf  is,  zoo  gelden  hier  de- 
zelfde opmerkingen  ten  opzichte  der  klemvlakken. 

Geval  C. 

32.  Men  neme,  even  als  by  het  geval  -4,  de  dubbellfl- 
nen  d  en  d'  aan,    gesneden    door  l  en    nog  buitendien  tot 
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transTersalen  hebbende  a  en  b.  Uit  een  punt  P  van  /  kan 
men  de  constructie  uitvoeren  even  als  b^  de  voorgaande 
gevallen,  en  verkrijgt  alsdan  den  omhuUingskegel.  De  sny- 
kromme  met  een  vlak  n  zal  eene  kromme  van  de  vierde 
orde  met  drie  dubbelpunten  zijn,  die  kan  overgaan  in  eene 
kromme  van  de  derde  orde  met  dubbelpunt,  of,  zoo  men 
het  vlak  n  door  l  legt,  in  eene  kegelsnede  met  de  dubbel 
tellende  l^n,  of  wel  in  eene  der  andere  dubbellijnen  met 
nog  twee  rechte  lynen. 

Het  is  verder  licht  in  te  zien,  dat  dit  geval  niet  alleen 
een  bgzonder  geval  is  van  het  geval  A  dezer  afdeeling, 
maar  ook  als  bijzonder  gevnl  van  de  vorige  groep  kan 
beschouwd  worden.  Hieruit  volgt  dus  eene  daarop  gegronde 
constructie  van  het  oppervlak. 

33.  De  verdeeling  van  dit  oppervlak  in  soorten  steunt 
weder  op  het  al  of  niet  aanwezig  zijn  van  klempunien. 
Deze  worden  het  eenvoudigst  gevonden  door  eene  doorsnede 
te  beschouwen  van  het  oppervlak  R^  met  een  vlak  ;r,  ge- 
bracht door  /;  n  sngdt  R^  volgens  de  dubbel  tellende  lijn 
l  en  eene  kegelsnede  c^,  en  de  lijnen  d  en  d'  in  de  punten 
D  en  D*  Elk  punt  van  d  nu  is  de  top  van  een'  kegel, 
die  c^  tot  richtlyn  heeft ;  deze  kegel  snijdt  d'  in  twee  pun- 
ten, door  welke  twee  beschrijvende  lijnen  bepaald  worden. 
Zoodra  nu  deze  kegel  rakende  wordt  aan  d'  ontstaat  er  een 
klempunt  op  d.  De  bestaanbaarheid  van  deze  klempunten 
hangt  dus  af  van  den  stand  van  d  en  d'  ten  opzichte  van 
c*,  welke  stand  onderzocht  kan  worden,  door  de  ligging 
der  punten  D  en  7/  ten  opzichte  van  c^  na  te  gaan. 
Er  ontstaan  alzoo  de  navolgende  soorten. 

a.  D  en  J9'  liggen  buiten  c^ ;  D   D'  snijdt  c^. 

b.  D  en  2>'  liggen  buiten  c*^;   D  Z>'  snijdt  c^  niet. 

c.  D  ligt  buiten,  Z>'  binnen  c^. 

d.  D  en  2>'  liggen  binnen  c^. 
en  als  bijzonder  geval: 

e.  D  D'  raakt  aan  c^. 

Het  is  nu  duidelijk  te  zien,  dat  de  gevallen  a  en  &  vier 
bestaanbare  klempunten  geven,  het  geval  c  twee,  terwijl 
zg    in    het  geval  d  imaginair  zyn.    Nog  worde  opgemerkt, 
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dat  in  het  geval  a  de  lijn  l  dubbel  op  het  oppervlak  ligt; 
in  het  geval  h  is  zij  eene  geïsoleerde,  in  het  geval  e  eene 
keerlgn.  In  dit  laatste  geval  snijdt  elk  vlak  het  opper- 
vlak B^  volgens  eene  doorsnede  met  een  keerpunt. 

De  vlakke  doorsneden  en  de  vorm  der  omhulUngskegels 
kunnen,  na  het  besprokene  in  de  voorgaande  gevallen, 
verder  worden  voorbygegaan. 

Geval  D, 

34.  Wanneer  d  en  d'  toegevoegd  imaginair  zijn,  kan 
men  weder  als  gegevens  aannemen,  behalve  /,  a,  6,  vier 
lijnen,  die  met  a,  6,  Z,  tot  hetzelfde  stralenstelsel  van  den 
eersten  graad  behooren.  Na  hetgeen  hieromtrent  in  de  eerste 
groep  en  in  het  voorgaande  geval  is  opgemerkt,  kan  de 
constructie  worden  voorbijgegaan. 

Slechts  worde  hier  het  volgende  opgemerkt. 

De  doorsnijding  met  een  willekeurig  vlak  is  eene  krom- 
me van  de  vierde  orde  met  twee  toegevoegd  imaginaire  en 
een  reëel  dubbelpunt ;  de  doorsnijding  met  een  vlak  door 
l  geeft  weder  eene  kegelsnede;  er  ontstaan  hier  dus  de  na- 
volgende soorten: 

a.     l  snijdt  c^. 

6.     l  sngdt  c^  niet. 

c.     l  raakt  c*. 

Ge\)al  E. 

35.  Wanneer  eindelijk  d  en  d'  oneindig  dicht  bg  elkan- 
der liggen,  kan,  wat  de  constructie  betreft,  weder  verwe- 
zen worden  naar  geval  C  van  de  eerste  groep.  De  vlakke 
doorsnede  is  eene  kromme  van  de  vierde  orde  met  dubbel- 
knoop  en  dubbelpunt;  zoo  ook  zal  de  omhullingskegel  uit 
een  willekeurig  punt  een  dubbelraakvlak  en  twee  samen- 
vallende dubbelraakvlakken  hebben.  Als  bijzondere  gevallen 
komen  in  aanmerking: 

De  doorsnede  door  het  snijpunt  van  dÓl  met  Z ;  dit  is  eene 
combinatie  van  drie  knoopen;  zoodanig  dat  er  slechts  ééne 
raaklijn  aan  dit  punt  is. 
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De  doorsnede  door  {;  z^  bestaat,  behalve  uit  Z,  uit  eene 
k^elsnede;  hierbij  komen  dus,  evenals  in  het  vorige  geval 
de  volgende  soorten: 

a.     l  snijdt  c^;  D  ligt  binnen  A 

6.     l  snijdt  c^;  D  ligt  buiten  <?, 

c.  l  snydt  c^  niet. 

d.  l  raakt  c^. 

De  doorsnede  door  het  snijpunt  van  dd'  met  Z  wordt  in 
het  geval  d  eene  verbinding  van  twee  knoopen  en  een  keer- 
punt met  ééne  raaklijn  aan  dit  punt. 

Even  als  in  het  geval  A  kan  bij  elk  der  gevallen  B,  (7, 
Z?,  E  het  oppervlak  geheel  imaginair  worden. 

V.     Deedb  Groep. 

36.  In  deze  groep  kan  de  basiskromme  van  een  der  beide 
bundels  verschillende  vormen  aannemen.  Deze  basiskromme 
bestaat  uit  de  schee ve  kromme  van  de  derde  orde  c^  met 
eene  koorde  t,  welke  tevens  de  as  is  der  vlakkeninvolutie. 
In  deze  involutie  vervult  elk  vlakkenpaar  de  rol  van  een 
oppervlak  van  den  tweeden  bundel,  en,  daar  de  as  t  samenvalt 
met  het  rechtl^nige  deel  van  de  basiskromme  van  den  eer- 
sten bundel,  wordt  t  eene  drievoudige  l^n  van  het  scheeve 
oppervlak  R\  De  behandeling  zal  doen  zien,  dat  de  kromme 
c^  vervangen  kan  worden  door  verschillende  andere  vormen  van 
scheeve  krommen  van  de  derde  orde.  Daarop  berust  dan  de 
verdeeling  van  dit  oppervlak  in  gevallen.  Deze  gevallen  zijn  : 

A.  (?  wordt  vervangen  door  eene  kegelsnede  c^  met  eene 
lijn  Z,  die  een  punt  met  haar  gemeen  heeft. 

B.  Deze  lijn  Z  valt  te  zamen  met  de  as  t  der  vlakken- 
involutie. 

C.  <?  wordt  vervangen  door  de  rechte  l^nen  Zj  en  Z3  ge- 
sneden door  Z2;  Z2  is  op  eindigen  afstand  van  t  gelegen,  j 

D.  <?  gaat  over  in  de  rechte  lijnen  Z^  en  Z3,  gesneden 
door  Z^;  l^  ligt  oneindig  dicht  bij  U 

Geval  A. 

37.  Het    projectief  verband  wordt  op  de  volgende  wgze 
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geregeld.  Men  neme  een  punt  P  op  i  en  trekke  door  dit 
punt  lynen,  die  c^  snijden  ;  elke  lijn  doet  een  oppervlak  van 
den  bundel  t  c^  ontstaan,  en  de  puntenrij,  door  deze  be- 
schrijvende lynen,  uit  P  gaande,  op  <?  bepaald,  is  projectief 
met  de  punteninvolutie,  door  de  vlakkenparen  van  de  vlak- 
keninvolutie  op  (?  uitgesneden.  Zulk  eene  lyn  vormt  na- 
melijk met  t  een  raakvlak  door  P  aan  een  oppervlak  van 
den  bundel  gebracht.  Projecteert  men  nu  uit  het  sngpunt 
Q  van  (?  met  t  beide  punten  rijen  op  een  vlak,  dan  ont- 
staan op  eene  kegelsnede  eene  puntenrij  met  daarmede  pro- 
jectieve punteninvolutie ;  deze  zullen  drie  gemeenschappelijke 
homologe  punten  bezitten;  deze  punten,  met  Q  vereenigd, 
geven  drie  punten  P^y  P2,  P^  op  c^,  welke  de  drie  beschry- 
vende  lynen  PPi,  PP^^  PP^  van  jR*  doen  ontstaan.  Door 
verplaatsing  van  P  op  t  worden  alle  beschry vende  lynen 
van  iZ*  verkregen. 

38.  De  doorsnyding  van  R^  met  een  plat  vlak  is  eene 
kromme  van  de  vierde  orde  met  een  drievoudig  punt,  ont- 
staande door  eene  straleninvolutie,  projectief  met  een  kegel- 
snedenbundel,  van  welken  een  der  basispunten  met  het 
middelpunt  van  de  straleninvolutie  tezamen  valt.  Vereen- 
voudigde doorsneden  worden  verkregen  door  een  vlak  te  leggen 
door  eene  beschrijvende  lijni;  hierdoor  ontstaat  eene  kromme 
van  de  derde  orde  met  een  dubbelpunt  op  l  gelegen;  legt 
men  een  vlak  door  twee  beschrijvende  lynen,  dan  wordt  de 
doorsnede  eene  kegelsnede,  welke  het  snypunt  der  beide  lynen 
bevat.  De  twee  beschrijvende  lynen  kunnen  toegevo^ 
imaginair  zijn ;  hun  vlak  is  dan  evenwel  bestaanbaar.  Be- 
schouwt men  nu  de  kegelsnede  met  eene  der  beschrijvende 
lijnen  van  het  oppervlak  als  één  geheel,  dan  kan  de  kromme 
c'^  door  haar  vervangen  worden.  De  beschrjjvende  lijnen 
van  het  oppervlak  R^  glijden  dan  bij  hare  beweging  langs 
t  en  twee  dezer  kegelsneden. 

38.  De  dubbelrakende  ontwikkelbare  is  op  de  volgende 
wijze  te  construeeren.  Men  legge  een  vlak  a  door  twee 
beschrijvende  lynen,  dat  dus  R^  nog  volgens  eene  kegelsnede 
c^  snydt,  en  projecteert  eene  tweede  kegelsneden-doorsnede 
ci^    op    a  uit  alle  punten  van  t.     De  geprojecteerde  kegel- 
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sneden  zullen  allen  met  elkander  gemeen  hebben  de  beide 
snigpunten  P  en  Q  van  Cj^  met  cf,  het  snijpunt  T  van  t 
met  flf,  en  hebben  allen  tot  raaklijn  de  snijlijn  van  a  met 
het  vlak,  door  t  rakende  aan  c^  gebracht.  Er  ontstaat  dus 
een  kegelsnedenbundel,  van  welken  elke  kegelsnede  c^, 
behalve  in  T,  nog  in  drie  punten  snijdt;  de  driehoeken, 
door  verbinding  dezer  snijpunten  ontstaande,  omhullen  eene 
kegelsnede  d^,  die  ook  de  zijden  van  l^  P  Q  T  zal  raken 
en  in  het  algemeen  c^  zal  snijden.  De  drie  vlakken,  gebracht 
door  een  projecteeringscentrum  en  de  daarbij  behoorende  drie 
zgden  van  een  driehoek,  zijn  dubbelrakende  vlakken,  tot 
welke  ook  a  behoort.  Daar  nu  de  snijlijnen  der  dubbel- 
rakende  vlakken  met  een  hunner  eene  kegelsnede  omhullen, 
is  de  dubbelrakende  ontwikkelbare  van  de  derde  klasse; 
hare  constructie  is  hier  aangegeven. 

89.  Uit  de  constructie  der  kegelsnede  (P  is  de  constructie 
der  klempunten  af  te  leiden.  Door  klempunten  moeten  bij 
dit  oppervlak  punten  verstaan  worden,  zoodanig,  dat  daarin 
twee  van  de  drie  raakvlakken  te  zamen  vallen.  Elk  vlak  door 
een  klempunt  sn^dt  dus  R^  in  eene  kromme  van  de  vierde 
orde  met  een  keerpunt,  door  't  welk  een  tak  gaat.  Eene 
raaklijn  van  cP  snijdt  in  het  algemeen  c^  in  twee  punten, 
uit  welke  twee  beschrijvende  lijnen  naar  het  bijbehoorend 
punt  op  t  kunnen  getrokken  worden.  Vereenigen  zich  deze 
beide  snijpunten,  m.  a.  w.  wordt  de  raaklijn  aan  d^  gemeen- 
schappelijke raaklijn,  dan  is  het  bijbehoorend  punt  op  t  een 
klempunt;  van  de  drie  beschrijvende  lijnen,  uit  dit  klem- 
punt  gaande,  vereenigen  zich  twee  tot  eene  grenslijn.  Om 
nu  de  klempunten  te  bepalen,  moet  men  weder  de  standen 
van  d^  ten  opzichte  van  c^  nagaan. 

Trekt  men  eene  raaklijn  uit  een  snypunt  van  ^  met  c* 
aan  cf^,  dan  zal  deze  raaklijn  c^  nog  in  een  tweede  punt 
snijden;  de  raaklijn,  door  dit  punt  aan  c^  getrokken,  zal 
weder  raaklijn  aan  dP'  moeten  zijn;  want  dP'  en  c^  moeten 
voldoen  aan  de  voorwaarde,  dat  elke  omgeschreven  driehoek 
van  d^  een  ingeschreven  driehoek  van  c^  is.  Hieruit  volgt, 
dat  c^  en  éP  evenveel  snypunten  als  gemeenschappelijke  raak- 
I^nen  moeten  hebben. 
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De  standen  van  d^  en  c^  ten  opzichte  van  elkander  zijn  dus : 
a.     d?'    en   c^   hebben  vier  gemeenschappelijke  punten  en 

vier  gemeenschappelyke  raaklijnen. ' 

i,     iP'   en    c^  hebben  twee  gemeenschappelijke  punten  en 

twee  gemeenschappelyke  raaklijnen. 

c.  d®  en  c^  hebben  geeno  gemeenschappelijke  punten  of 
raaklijnen;  dP'  ligt  binnen  c^. 

d.  d^  en  ê  hebben  geene  gemeenschappelijke  punten  of 
raaklijnen;  c^  ligt  binnen  d^. 

Bij  welke  zich  de  bijzondere  gevallen  voegen: 

g.  d^  en  c^  raken  elkander  in  één  punt  en  hebben  nog 
twee  gemeenschappelijke  punten  en  raaklijnen ;  het  deel  van 
d^,  op  hetwelk  het  raakpunt  ligt,  ligt  binnen  c^. 

ƒ.  d^  en  c^  raken  elkander  in  één  punt  en  hebben  geene 
gemeenschappelijke  punten  of  raaklijnen ;  het  deel  van  d^, 
op  hetwelk  het  raakpunt  ligt,  ligt  binnen  c*. 

g.  d?  en  c^  raken  elkander  in  één  punt  en  hebben  nog 
twee  gemeenschappelgke  raaklynen  en  punten ;  het  deel  van 
d^,  op  hetwelk  het  raakpunt  ligt,  ligt  buiten  c^. 

h,  d?  en  c^  raken  elkander  in  één  punt  en  hebben  geene 
gemeenschappelijke  punten  of  raaklijnen;  het  deel  van  (?, 
op  hetwelk  het  raakpunt  ligt,  ligt  buiten  c^. 

u  dP'  en  (?  raken  elkander  in  twee  punten;  d^  ligt  bin- 
nen c^. 

h.  dP  en  c^  raken  elkander  in  twee  punten ;  dP  ligt  bui- 
ten c^. 

l,  d^  en  c*  raken  elkander  in  twee  toegevoegd  imaginaire 
punten,  d^  ligt  binnen  c^. 

m.  d^  en  c^  raken  elkander  in  twee  toegevoegd  imagi- 
naire punten;  c^  ligt  binnen  d^. 

40.  Ook  in  dit  geval  kan  worden  volstaan  met  enkele 
opmerkingen  over  de  vlakke  doorsneden.  In  de  gevallen  a  en 
bj  die  der  bestaanbare  klempunten,  kunnen  de  doorsneden 
kromme  lynen  van  de  vierde  orde  met  een  drievoudig  punt 
zün,  met  een  keerpunt,  door  't  welk  een  tak  loopt,  of  met 
een  drievoudig  punt  met  een  bestaanbare  en  twee  toegevo^ 
imaginaire  raaklijnen.  In  de  gevallen  c  en  d  heeft  de 
kromme  steeds  öf  wel  drie  raaklijnen  öf  wel  eene  raaklijn. 
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Wat  de  b^zondere  gevallen  betreft,  z^n  er  tweeërlei  soort 
doorsneden  in  de  gevallen  e  en  g^  en  is  er  slechts  één  vorm 
van  doorsnede  in  de  overige.  De  doorsnede  door  de  dubbele 
klempunten  zal  eene  kromme  van  de  vierde  orde  zijn  met 
een  bijzonder  punt,  samengesteld  uit  twee  keerpunten  en 
een  dubbelpunt ;  dit  punt  onderscheidt  zich  op  het  oog  niet 
van  eenig  ander  punt  der  kromme. 

Bij  de  b^zondere  doorsneden  moet  verder  opgemerkt  wor- 
den, dat  eene  doorsnede  door  eene  beschrijvende  lijn,  welke 
door  een  klerapunt  gaat,  eene  kromme  van  de  derde  orde 
met  een  keerpunt  is,  dat  gelegen  is  op  de  beschrijvende  lijn. 
Is  de  beschrijvende  lijn  tevens  grenslijn,  dan  wordt  de  door- 
snede eene  kromme  van  de  derde  orde  met  een  dubbelpunt, 
dat  de  beschrijvende  lijn  tot  raaklijn  heeft.  In  een  dubbel 
klempunt  vereenigen  zich  de  drie  beschrijvende  lijnen;  de 
doorsnede,  door  de  drievoudige  lijn  gelegd,  geeft  eene  kromme 
van  de  derde  orde  met  keerpunt ;  de  keerraaklyn  is  de  drie- 
voudige beschrijvende  lyn. 

Géval  B. 

41.  Daar  in  dit  geval  l  zoowel  eene  beschrgvende  lyn 
van  het  oppervlak  R^  als  een  onderdeel  der  basiskromme 
van  den  oppervlakkenbun«lel  is,  bezit  elk  oppervlak  van  dien 
bundel  eene  dubbele  beschrgvende  lijn. 

Hieruit  volgt,  dat  de  oppervlakkenbundel  overgaat  in  een 
kegelbundel;  de  kegel  vlakken,  hiertoe  behoorende,  hebben 
hun'  top  op  ^  de  kegelsnede  c-  is  hunne  gemeenschappelyke 
richtlijn,  en  de  puntenrij,  op  t  door  de  toppen  bepaald,  is 
projectief  met  de  vlakkeninvolutie.  De  beschrijvende  Ignen 
kunnen  dus  geconstrueerd  worden. 

42.  De  doorsnijding  met  een  plat  vlak  biedt,  vergeleken 
met  de  vorige,  geen  by zonderheden  aan,  slechts  zal,  bij  ver- 
plaatsing der  doorsneden,  men  aan  het  drievoudig  punt  altijd 
ééne  raaklign  krijgen,  die  in  een  onveranderlijk  raakvlak  ligt. 
Van  twee  kegelsneden-doorsneden  zullen  dus  de  raaklgnen 
in  hare  snijpunten  met  t  in  dit  vlak  liggen. 

Eveneens  kan  onveranderd  worden  toegepast  het  beginsel 
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der  constructie  van  de  dubbelrakende  ontwikkelbare;  de  kegel- 
snedenbundel,  liggende  in  het  vlak  a  van  c^,  (38)  ondergaat 
in  zijnen  stand  evenwel  eene  wijziging.  Wederom  hebbende 
geprojec teelde  kegelsneden  met  elkander  gemeen  de  beide 
snijpunten  P  en  Q  van  c^  met  a,  het  sn^punt  T  van  a 
met  t  en  tot  raaklijn  de  snijlijn  van  a  met  het  vlak,  door 
t  rakende  aan  c^  gebracht.  Deze  laatste  raaklijn  is  evenwel 
nu  ook  eene  raaklijn  van  c^,  zoodat  de  kegelsneden  van  den 
bundel,  behalve  het  raakpunt,  slechts  twee  punten  met 
(?  gemeen  hebben,  welke  door  hunne  vereeniging  eenen  stra- 
lenbundel  doen  ontstaan.     Hieruit  volgt: 

Een  der  dubbelrakende  vlakken  wordt  door  de  andere 
gesneden  in  een'  stralenbundel ;  deze  vlakken  omhullen  das 
een*  kegel  van  de  tweede  klasse,  welke  tot  top  het  middel- 
punt A  van  den  stralenbundel  heeft.  Het  standvastige  raak» 
vlak  door  t  vult  de  klasse  der  dubbelrakende  ontwikkelbare 
tot  drie  aan. 

43.  In  overeenstemming  met  het  vorige  geval  ziet  men, 
dat  er  klempunten  worden  gevonden,  indien  men  uit  A  raak- 
l^nen  aan  c^  trekt ;  de  kegeltop,  die  bg  deze  raaklijn  behoort 
zal  een  klempunt  op  t  zijn.  Nog  ontstaat  er  een  bijzonder 
punt  op  £,  wanneer  men  den  kegeltop  construeeit,  welke 
behoort  bij  de  lijn,  die  uit  A  naar  T  getrokken  wordt;  dit 
punt  heeft  de  b^zonderheid,  dat  van  de  raakvlakken,  door 
hetzelve  aan  R^  gebracht,  er  een  te  zamenvalt  met  het  stand- 
vastige raakvlak.  De  standen,  die  het  punt  A  ten  opzichte 
van  c^  innemen  kan,  geven  wederom  aanleiding  tot  de  vol- 
gende verdeeling ; 

a.     A  ligt  buiten  c^. 

fc.     A  ligt  binnen  c^. 

c.     A  ligt  buiten  c^  op  de  raaklijn  door  T  aan  c^  getrokken. 

In  het  laatste  geval  zal  er  door  het  bijzondere  punt  eene 
doorsnede  gaan,  die  een  punt  heefb  dat  uit  twee  keerpunten 
en  een  dubbelpunt  bestaat.  Voor  de  verdere  byzondere  door- 
sneden kan  naar  het  geval  A  verwezen  worden. 

Geval  (?• 

44.  In   dit    geval    heefb  men  eene  scheeve  vierzgdci  die 
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tot  OTerstaande  zgden  heeft  Z^ ,  Z3,  benevens  t,  l^.  Men  neme, 
even  als  bij  geval  A^  P  op  *  aan,  trekke  door  P  in  het 
vlak  P  I2  een*  stralenbundel,  projectief  met  de  stralenin- 
volutie  door  de  vlakkeninvolutie  in  dit  zelfde  vlak  bepaald, 
en  bepale  de  gemeenschappelijke  homologe  stralen  van  beide ; 
dit  z^'n  de  drie  beschrgvende  lijnen  uit  P;  bij  verplaatsing 
van  P  wordt  het  geheele  oppervlak  beschreven. 

Het  kenmerkende  onderscheid  tusschen  dit  oppervlak  en 
dat,  genoemd  in  geval  A  dezer  groep,  is  dus  hierin  ge- 
legen, dat  bij  het  laatste  drie  beschrgvende  lijnen,  uit  een 
punt  van  t  getrokken,  niet  in  één  vlak  liggen,  terwijl  dit 
bg  het  hier  behandelde  wel  het  geval  is. 

Verder  is  het  niet  moeilgk  in  te  zien,  dat  men  hetzelfde 
oppervlak  verkrggt,  wanneer  men  op  ^2  ^^^^  punten  invo- 
lutie  aanneemt  en  deze  projectief  maakt  met  de  oppervlak- 
kenschaar,  door  1 1^  l^  l^  bepaald,  die  dus  het  vlak  l^  in  een' 
stralenbundel  sngdt. 

Dit  oppervlak  is  dus  met  zich  zelf  wederkeerig;  de  lijn 
I2  is  tevens  de  dubbelrakende  ontwikkelbare. 

De  vorm  van  de  vlakke  doorsnede  van  dit  oppervlak  zal 
zich  niet  van  dien  van  de  vorige  gevallen  onderscheiden ;  zg 
heeft  een  drievoudig  punt  en  de  omhuUingskegels  hebben 
een  drievoudig  raakvlak. 

45.  Voor  het  opsporen  der  klempunten  moet  een  andere 
weg  ingeslagen  worden  dan  in  het  vorige  geval,  daar  de 
doorsnijding,  verkregen  door  een  vlak  gebracht  door  twee 
beschrgvende  Ignen,  bestaat  uit  drie  beschryvende  Ignen  en 
de  lijn  Ic^^.  Ten  einde  ook  voor  dit  geval  de  klempunten  te 
vinden,  legge  men  een  vlak  n  door  ééne  beschrijvende  lijn  l ; 
dit  vlak  snijdt  *  in  T  en  l^  in  L^ ;  T  is  dan  tevens  een  dub- 
bf^lpunt  van  de  sngkromme  <?  en  L^  ligt  op  Z.  Elk  vlak,  door 
h  gebracht,  snijdt  n  in  eene  lijn,  die  c^  in  drie  punten  sngdt, 
welke  drie  punten  men  vereenigt  met  het  sngpunt  van  het 
bewegelgke  vlak  met  t\  men  verkrggt  alzoo  in  elk  vlak 
drie  beschrgvende  Ignen.  Zoodra  twee  dezer  zich  vereeni- 
gen, d.  i.  voor  elke  raaklgn  uit  L^  aan  c^  getrokken,  vindt 
men  dus  in  het  daarbg  behoorend  punt  op  t  een  klempunt. 
Dit  geeft  aanleiding  tot  de  navolgende  gevallen: 
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a.  L2  ligt  zoodanig,  dat  er  vier  bestaanbare  raaklgnen 
aan  c^  kunnen  worden  getrokken. 

b.  Uit  L2  kunnen  twee  bestaanbare  en  twee  to^evoegd 
imaginaire  raaklynen  aan  c^  worden  getrokken. 

c.  Uit  L2  kunnen  slechts  imaginaire  raaklgnen  aan  <? 
worden  getrokken ;  c^  heeft  een  dubbelpunt. 

d.  Uit  L2  kunnen  slechts  imaginaire  raakl^'nen  aan  <? 
worden  getrokken;  c^  heeft  een  geïsoleerd  punt. 

Hieruit  ziet  men.  dat  de  algemeene  gevallen  overeenstem- 
men met  die,  in  het  geval  A  dezer  groep  verkregen.  Men 
kan  ook  de  bijzondere  gevallen  der  klempunten  verkrggen; 
namelyk  de  vereeniging  van  klempunten  op  verschillende 
wijzen.  Het  kan  namelyk  z^n^  dat  L^  op  eene  raaklyn  aan 
een  buigpunt  van  c?  ligt,  of  ook  wel,  dat  L^  het  snijpunt 
is  van  twee  raaklynen,  ieder  aan  een  buigpunt  getrokken^ 
Houdt  men  nu  in  het  oog,  dat  in  het  eerste  geval  de  beide 
andere  raaklijnen  uit  L^  bestaanbaar  of  toegevoegd  imagi- 
nair kunnen  zyn;  dat  in  het  tweede  geval  L^  het  sngpunt 
van  twee  bestaanbare  of  wel  van  twee  toegevoegd  imagi- 
naire buigraaklijnen  kan  zyn,  dan  ziet  men,  dat  de  byzondere 
gevallen  van  het  geval  A  zich  ook  hier  kunnen  voordoen* 

Eveneens  kan  naar  het  geval  A  verwezen  worden,  wat 
betreft  de  vormen  der  bijzondere  doorsneden,  door  klempun- 
ten, grenslynen  enz.  gelegd. 

Geval  Dn 

46.  Even  als  bij  het  geval  C  der  eerste  groep  (20)  tre- 
•  den  hier  op  als  gegevens  van  den  oppervlakkenbundel  de 
rechte  lynen  l^  en  Z3,  hare  transversaal  t  en  een  vlak  door 
ty  in  hetwelk  eene  lijn  r  eene  raaklijn  is  aan  elk  opper- 
vlak van  den  bundel.  Elke  straal  van  den  stralenbundel, 
welks  middelpunt  het  snijpunt  van  t  q\x  r  is,  en  die  gele- 
gen is  in  het  vlak  t  r,  bepaalt  met  Z^  en  Zg  een  oppervlak; 
is  nu  deze  stralenbundel  projectief  met  de  vlakkeninvolutie, 
dan  snijdt  elk  vlakkenpaar  het  homologe  oppervlak  in  twee 
beschrijvende  lynen ;  men  kan  dus  de  opeenvolging  van  deze 
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construeeren.  Even  als  in  het  vorige  geval  is  het  oppervlak 
met  zich  zelf  wederkeerig ;  de  dubbelrakende  ontwikkelbare 
gaat  steeds  door  t. 

47.  De  doorsn^ding  met  een  plat  vlak  n  is  wederom  eene 
kromme  van  de  vierde  orde  met  een  drievoudig  punt;  zg 
ontstaat  door  de  doorsnijding  der  homologe  elementen  van 
eene  straleninvolutie  met  een^  kegelsnedenbundel ;  deze 
laatste  bundel  wordt  bepaald  door  de  snijpunten  van  n  met 
II,  ^,  t  en  de  raaklijn,  door  het  laatst  gemelde  sngpunt  aan 
alle  kegelsneden  van  den  bundel  getrokken.  De  drie  raak- 
l^nen  aan  dit  drievoudige  punt  worden  gevonden  door  de 
raaklijn  van  den  kegelsnedenbundel,  en  het  stralenpaar  der 
involutie ,  dat  homoloog  is  met  de  bijzondere  kegelsnede 
van  den  bundel,  welke  vertegenwoordigd  wordt  door  de  sng- 
Ignen  van  n  met  de  twee  vlakken  tli  en  t  Z3.  De  twee 
vlakken  tlj  en  t  Z3  vormen  nu,  bij  elkander  gedacht,  een 
element  van  den  oppervlakkenbundel,  zoodat  met  dit  vlak- 
kenpaar  één  bepaald  vlakkenpaar  der  vlakkeninvolutie  over- 
eenkomt; hieruit  volgt,  dat  van  de  drie  raakvlakken  door 
elk  punt  der  drievoudige  lyn  gebracht  er  twee  standvastig 
zijn.  Ook  bij  dit  oppervlak  liggen  voor  elk  punt  drie  be- 
schrgvende  Ignen  in  één  vlak. 

48.  Daar  twee  der  raakvlakken  standvastig  zijn,  kunnen 
klempunten  alleen  voorkomen,  als  het  bewegelijke  raakvlak 
aan  een  punt  van  t  samenvalt  met  een  der  standvastige 
raakvlakken.  Deze  punten  kan  men  op  de  navolgende  wijze 
opsporen. 

Men  denke  zich  een  oppervlak  B?  van  den  oppervlakken- 
bundel geconstrueerd;  dit  zal  in  elk  punt  van  t  een  raak- 
vlak bezitten  en  het  raakvlak  in  een  dier  punten  moet 
voor  den  geheelen  bundel  constant  zijn.  Dit  raakvlak  is 
tevens  raakvlak  van  het  scheeve  oppervlak  jR*.  Zijn  dus 
nu  de  standvastige  raakvlakken  Qi  en  q^  van  R^  bepaald, 
dan  bepale  men  de  Ign  volgens  welke  een  dezer  vlakken 
R^  snijdt,  het  snijpunt  dezer  Ign  met  t  geeft  een  klempunt. 
Er  zgn  dus  twee  dezer  punten;  en  het  oppervlak  laat  zich 
naar  de  bestaanbaarheid  dezer  klempunten  verdeelen. 

Ook  bestaat  de   mogelijkheid,  dat  het  vlakkenpaar  o^  en 
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Q2  der  vlakkeninvolutie  een  dubbel  vlak  der  involntie  is; 
alsdan  heeft  men  slechts  één  standvastig  raakvlak,  terwgl 
elk  der  punten  van  t  tevens  een  keerpunt  van  de  vlakke 
doorsnede  van  J?*  is.  Men  komt  alzoo  tot  de  volgende 
soorten. 

a.  ^1  en  (>3  z^n  bestaanbaar,  de  vlakkeninvolutie  is 
elliptisch  of  hyperbolisch;  er  zigu  twee  bestaanbare  klem- 
punten. 

b.  (fi  en  (Jc^  zijn  toegevoegd  imaginair,  de  vlakkeninvo- 
lutie is  hyperbolisch ;  er  zijn  geen  bestaanbare  klempnnten. 

c.  (>!  en  ^2  vereenigen  zich  in  één  raakvlak  (j;  de  vlak- 
keninvolutie is  hyperbolisch  ;  er  is  één  klempunt  (eigenlgk 
twee  samenvallende  klempunten). 

Bg  de  vlakke  doorsneden  door  deze  bgzondere  punten 
zullen,  even  als  by  geval  -4,  weder  de  verschillende  vormen 
van  drievoudige  punten  zich  voordoen. 


VI.    ViEEDE  Groep. 


47.  Uit  de  wijze  van  ontstaan  blijkt,  dat  deze  groep  uit 
oppervlakken  zal  bestaan,  die  wederkeerig  zyn  met  die  van 
de  voorgaande.  Het  is  onnoodig  om  de  redeneeringen  op 
te  stellen,  noodig  om  tot  de  verdeeling  in  soorten  te  gera- 
ken ;  voldoende  zal  het  zijn,  zoo  hier  aangegeven  worden 
die  gevallen,  die  verschillend  zijn  van  die  der  vorige  groep. 
Daar  de  gevallen  C  en  D  der  voorgaande  groep  wederkeerig 
zijn  met  zichzelven,  zoo  behooren  z^  mede  tot  deze  groep 
en  blijven  zij  dus  verder  buiten  beschouwing.  Voor  de  ge- 
vallen A  en  B  der  voorgaande  groep  komen  nu  de  vol- 
gende in  plaats. 

A.  Het  on t wikkelbare  oppervlak  van  de  derde  klasse 
yS  wordt  vervangen  door  een  kegelvlak  van  de  tweede  klasse 
Y^  en  eene  raaklijn  l  aan  y^* 

B,  Deze  raaklijn  l  valt  te  zaraen  met  de  draaglijn  der 
punteninvolutie. 
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Geval  A. 

48.  Met  het  oog  op  de  voorgaande  opmerking  omtrent 
de  wederkeerigheid  van  dit  oppervlak  met  het  geval  A  der 
voorgaande  groep,  kunnen  zonder  vernieuwing  van  bewezen 
de  volgende  eigenschappen  worden  afgeleid. 

Het  oppervlak  heeft  eene  dubbelrakende  ontwikkelbare, 
welke  is  overgegaan  in  eene  rechte  l^n  t;  elk  vlak  n  door 
deze  rechte  l^n  t  bezit  drie  raakpunten,  zoodat  men  haar 
eene  drievoudig  rakende  ontwikkelbare  kan  noemen.  De 
constructie  der  beschryvende  lynen^  liggende  in  een  vlak 
door  deze  lijn  gebracht,  is  wederkeerig  met  de  constructie 
van  (37). 

In  het  vlak  n  vormen  de  beschrijvende  Ignen  een'  drie- 
hoek. Uit  elk  hoekpunt  van  dien  driehoek  kan  een  om- 
hullingskegel  aan  het  oppervlak  beschreven  worden;  deze 
kegel  is  van  de  tweede  klasse  en  raakt  aan  u  De  beschrg- 
vende  l^nen  van  het  oppervlak  gigden  bg  hare  beweging 
langs  t  en  twee  dezer  kegels. 

De  dubbelkromme  is  eene  scheeve  kromme  van  de  derde 
orde  c^. 

49.  Men  kan  bg  dit  oppervlak  de  klemvlakken  bepalen, 
gelgk  in  de  voorgaande  groep  de  klempunten  bepaald  zgn; 
men  komt  dan  tot  een  aantal  soorten,  gelgkstaande  met  dat 
van  geval  A  der  voorgaande  groep.  Het  heeft  evenwel  ook 
geen  bezwaar  in  dit  geval  de  klempunten  op  te  sporen; 
hierdoor  moet  men  dan  tot  dezelfde  verdeeling  komen.  Om 
deze  klempunten  te  construeeren  kan  men  den  volgenden  weg 
inslaan. 

De  vlakken  door  t  sngden  de  dubbelkromme  c^  in  drie 
punten ;  wordt  zulk  een  vlak  raakvlak  aan  c^  dan  vereenigen 
zich  twee  dezer  punten;  het  vlak  wordt  een  klemvlak, 
het  derde  punt  wordt  een  klempunt  op  c^  en  de  twee 
beschrgvende  Ignen,  die  zich  in  dit  klempunt  vereenigen, 
worden  tot  eene  grenslgn.  Daar  er  door  eene  Ign,  buiten 
eene  kiomme  van  de  derde  orde  gelegen,  aan  die  kromme 
vier  raakvlakken  kunnen  worden  gebracht,  zoo  ontstaan  de 
volgende  soorten: 
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a.  Door  t  kunnen  vier  bestaanbare  raakvlakken  aan  c^ 
gebracht  worden. 

b.  Door  t  kunnen  twee  bestaanbare  en  twee  toegevoegd 
imaginaire  raakvlakken  aan  c?  gebracht  worden. 

c.  Door  t  kunnen  geen  andere  dan  imaginaire  raakvlak- 
ken aan  <fi  worden  gebracht ;  alle  koorden  die  t  sngden  heb- 
ben bestaanbare  eindpunten. 

d.  Door  t  kunnen  slechts  imaginaire  raakvlakken  aan 
(fi  worden  gebracht;  alle  koorden  die  t  sngden  hebben  toe- 
gevoegd imaginaire  eindpunten. 

De  bgzondere  gevallen  worden  verkregen  wanneer  t  öf 
wel  in  een  osculatievlak  van  c^  ligt,  öi  wel  de  snglgn  is  van 
twee  osculatievlakken.  Geeft  men  aan  t  nu  deze  byzondere 
standen,  dan  ontstaan  dezelfde  b^zondere  gevallen  als  bg 
dat  geval  der  voorgaande  groep,  dat  met  dit  wederkeerig  is. 

De  ylakke  doorsnede  van  het  oppervlak  is  cene  kromme 
yan  de  vierde  orde  met  drie  dubbelpunten,  die  naar  om- 
standigheden keerpunten  kunnen  worden. 

De  gegeven  beschouwing  kan  dienen,  om  de  vormen  van 
den  omhuUingskegel  bg  het  geval  A  van  de  vorige  groep 
af  te  leiden. 

Geval  -B. 

50.  De  wederkeerigheid  van  dit  oppervlak  met  het  opper- 
vlak B  van  de  voorgaande  groep  geeft  de  navolgende  eigen- 
schappen. 

Men  brenge  door  t  een  vlakkenbundel,  die  een  kegelvlak 
van  de  tweede  klasse,  van  hetwelk  t  eene  raaklgn  is,  vol- 
gens kegelsneden  sngdt;  beschouwt  men  elke  kegelsnede  als 
homoloog  met  een  puntenpaar  der  involutie  op  «,  dan  zullen 
de  raaklijnen  uit  de  puntenparen  dezer  involutien  aan  de 
kegelsneden    de   beschrijvende  lijnen  van  het  oppervlak  zgn. 

Het  oppervlak  kan  ook  ontstaan  door  de  beweging  eener  Ign 
langs  de  lijn  t,  welke  laatste  aan  twee  kegelvlakken  van  de 
tweede  klasse  raakt,  en  getrokken  is  door  het  sngpunt  van 
twee  beschrgvende  lijnen  dezer  kegelvlakken  ;  de  beschrgvende 
Ign   moet   dan  ook  aan  beide  kegelvlakken  rakende  blgven. 
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Het  oppervlak  bezit  eene  dubbel-kegelsnede  en  een  punt, 
dat  de  eigenschap  heeft,  dat  elke  Ign,  door  hetzelve  getrok- 
ken, tot  een  omhuUingskegel  van  het  oppervlak  behoort. 

Even  als  bg  geval  B  der  voorgaande  groep  laat  zich  dit 
oppervlak  in  drie  soorten  verdeelen;  deze  verdeeling  geeft 
na  het  aldaar  behandelde  geene  aanleiding  tot  bezwaren. 

Ook  alle  verdere  eifi^enschappen  van  dit  oppervlak  geven 
met  het  oog  op  de  wederkeerigheid  van  dit  oppervlak  met 
het  vroeger  behandelde  geene  stof  tot  nieuwe  opmerkingen. 

October  1888. 


ALGEMEENE  OPMERKINGEN  OVER  DE 
GEVONDENE  OPPERVLAKKEN. 


Ten  einde  het  overzicht  van  de  gevondene  groepen  van 
oppervlakken  te  vereenvoudigen  wordt  hier  bygevo^d  eene 
tabel  van  de  verschillende  resultaten  in  de  voorgaande  be- 
schouwingen verkregen.  Zg  worden  vergeleken  met  de  orde- 
ningen van  BoHN,  Salmon,  Cremona  en  Oatlet.  Men  kan 
deze  tabel  beschouwen  als  eene  aanvulling  en  uitbreiding 
van  de  nummers  in  Salkon-Fiedlsrs  Geometrie  des  Raumes 
aangegeven.  Bg  hare  samenstelling  is  alleen  rekening  ge- 
houden met  de  verdeeling  in  groepen  en  de  daarin  voorko- 
mende hoofdgevallen,  terwijl  voor  de  verdere  indeeling  naar 
gelang  der  klempunten  naar  den  tekst  verwezen  wordt. 

Het  is  verder  niet  zonder  belang  na  te  gaan,  in  welke  groe- 
pen enkele  meer  bekende  scheeve  oppervlakken  van  de  vierde 
orde  hunne  plaats  vinden.  Na  de  gegevene  ontwikkelingen 
kan  dit  zonder  bezwaar  geschieden.  Hier  volgt  dus  eene 
aanwgzing  daaromtrent  dezer  oppervlakken.  *) 

a.  Het  normalen-oppervlak.  Dit  oppervlak  wordt  beschre- 
ven door  de  normalen  van  eeu  oppervlak  van  de  tweede 
orde,  getrokken  aan  de  punten  eener  vlakke  doorsnede 
evenwgdig  aan  een  der  hoofdvlakken.  Als  meetkundig  be- 
wezen mag  worden  aangenomen,  dat  dit  oppervlak  ook  kan 
ontstaan  door  uit  het  middelpunt  eener  kegelsnede  c^  eene 
loodlgn  op  te  richten  op  het  vlak  n  dezer  kegelsnede; 
neemt  men  nu  twee  punten  op  deze  loodlgn  aan  en  trekt 
men    door    het    eene    eene    Ign  d,  evenwgdig  aan  eene  der 


*)  Daar  het  yoornamelijk  het  doel  is,  de  oppervlakken  ia  de  gevondene 
groepeering  op  hunne  plaats  te  stellen,  200  wordt,  wat  betreft  de  meet- 
ledige  eigenschappen,  verwezen  naar  de  handboeken  van  Beschrijvende 
Meetkunde. 
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assen  van  c^,  en  door  het  andere  eene  l^n  d\  evenwijdig 
aan  de  tweede,  dan  z^n  d^  êl  en  c^  de  richtlenen  yan  het 
oppervlak.  Het  vlak  n  vormt  b^  dit  oppervlak  eene  door- 
snede van  de  vierde  orde,  overgegaan  in  de  kegelsnede  c^  en 
de  Ign,  die  de  snijpunten  van  d  en  d^  met  n  verbindt,  d.  i. 
de  oneindig  ver  gelegene  Ign  van  tt.  De  dubbelkromme 
bestaat  dus  uit  (2,  dH  en  de  beiden  snijdende  oneindig  ver 
gelegene  lijn  van  n.  Het  normalenoppervlak  behoort  dus  tot 
de  tweede  groep,  geval  C.  Is  c^  eene  ellips,  dan  behoort 
het  tot  de  soort  6;  is  c^  eene  hyperbool,  dan  tot  de  soort 
c;  is  c^  eene  parabool,  dan  tot  de  soort  e. 

b.  De  cirkelconoïde.  Deze  heeft  tot  richtlijnen  een  cir- 
kel c^y  gelegen  in  een  vlak  ti,  eene  Ign  d,  en  tevens  loopen 
de  beschr^vende  l:gnen  evenwijdig  aan  een  vlak  a  of,  met 
andere  woorden,  sneden  de  oneindig  ver  gelegen  lyn  van 
a.  Zooals  door  te  vergelijken  met  het  vorige  geval  bl^kt, 
behoort  dit  oppervlak  eveneens  tot  de  tweede  groep,  geval  (7; 
de  dubbelkromme  bestaat  uit  de  l^n  d,  de  oneindig  ver  ver- 
wijderde Ign  van  a,  en  eene  l^n  l  door  het  snijpunt  D  van 
d  met  n  evenwgdig  aan  de  sn^lgn  van  n  en  a  getrokken. 
Valt  D  binnen  den  cirkel  c^,  dan  behoort  het  tot  de  soort 
c;  valt  D  buiten  c^,  dan  behoort  het  tot  de  soort  a,  b  of 
e,  naar  gelang  l  den  cirkel  sn^dt,  niet  snydt  of  raakt. 

c.  De  wig  van  Wallis.  Dit  is  een  bijzonder  geval  van 
de  cirkelconoïde;  de  lijn  d  loopt  bij  dit  oppervlak  evenwfl- 
dig  aan  w,  hare  projectie  op  n  is  eene  middellgn  van  den 
cirkel  c*  en  het  richt  vlak  a  staat  loodrecht  op  d.  De  dub- 
belkromme bestaat  uit  de  l^n  d  en  de  oneindig  ver  verwg- 
derde  Ignen  van  a  en  n;  de  l^n  l  en  dus  ook  de  punten 
D  en  ly  liggen  nu  geheel  op  oneindigen  afstand  van  cK 
Het  oppervlak  behoort  dus  tot  de  tweede  groep,  geval  C, 
soort  6.  Er  zgn  twee  klempunten  op  rf,  zoodanig  gelegen, 
dat  hunne  projectiën  op  n  in  den  omtrek  van  c^  vallen  en 
twee  op  de  oneindig  ver  verwgderde  Ign  Z,  liggende  in  de 
vlakken  door  d  rakende  aan  den  cirkel  gebracht.  De  klem- 
vlakken  zgn  de  vlakken,  door  de  klempunten  op  d  even- 
w^dig  aan  a  gebracht,  en  de  raakvlakken  door  d  aan 
den  cirkel  c*.  Het  oppervlak  heeft  vier  grenslgnen ;  de  lood- 
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l^n   ait    de    klempunten    van   d  op  tt,    en  de  beschryvende 
l^nen  liggende  in  de  klemvlakken  door  d. 

d.  Het  oppervlak,  ontstaande  door  de  homologe  punten 
van  twee  projectieve  puntenrgen  op  twee  in  de  ruimte  ge- 
legen kegelsneden  te  verbinden. 

Volgens  de  wijze  van  ontstaan  beschreven  in  de  tweede 
groep,  geval  -4,  kan  het  oppervlak,  dat  tot  dubbelkromme 
eene  scheeve  kromme  van  de  derde  orde  (fi  heeft,  ontstaan 
door  eene  koorde  van  deze  kromme  te  laten  glijden  langs 
een  kegelvlak  van  de  tweede  orde,  welks  top  op  c^  ligt. 
üit  twee  punten  van  c*  deze  Ignen  projecteerende,  verkrggt 
men  de  raakvlakken  van  twee  kegeloppervlakken  van  de 
tweede  orde,  welke  met  elkander  in  projectief  verband  staan; 
daar  het  oppervlak  volgens  het  behandelde  in  de  tweede 
groep  A  met  zich  zelf  wederkeerig  is,  kan  het  dus  ook 
ontstaan  door  de  verbinding  der  homologe  punten  van  twee 
projectieve  puntenr^eu  op  twee  kegelsneden. 

e.  De  cilindroïde.  Men  denke  zich  in  een  ciliudervlak 
van  de  tweede  orde  twee  willekeurige  vlakke  doorsneden 
Ci^  en  Cg^  geconstrueerd,  gelegen  in  de  vlakken  «  en  /?. 
Verschuift  men  nu  c^j*  in  /9,  zoodanig  dat  alle  punten  lynen 
beschrijven  evenwijdig  aan  de  sn^lgn  /  van  a  en  /y,  en  ver- 
bindt men  dan  de  punten,  die  oorspronkelyk  op  dezelfde 
beschr^vende  lijnen  van  den  cilinder  lagen,  dan  ontstaat 
eene  cilindroïde. 

Het  is  duidel^k,  dat  men  te  doen  heefb  met  een  bgzonder 
geval  van  het  oppervlak,  ontstaande  door  de  verbinding  van 
de  homologe  punten  van  twee  projectieve  puntenrijen  op  twee 
kegelsneden.  Er  ontstaat  dus  in  elk  geval  een  oppervlak 
tot  de  tweede  groep  behoorende;  het  zal  geheel  omschreven 
z^n,  zoodra  men  de  dubbelkromme  kent. 

De  beide  vlakken  a  en  /?  door  l  gebracht  sneden  de 
cilindroïde  volgens  kegelsneden;  de  Ign  l  is  dus  eene  dub- 
bell^n;  voor  het  geval  dat  c^^  en  c^^  l  sngden  blgkt  dit 
ook,  door  dat  zij  twee  over  elkaar  liggende  beschr^vende 
Ignen  vertegenwoordigt.  De  beschrgvende  lijnen  der  cilin- 
droïde loopen  verder  alle  evenw^dig  aan  een  vlak  y,  door' 
evenwfldig    aan    de    oorspronkel^ke  beschrgvende  lijnen  van 
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den  cilinder  gebracht;  zy  sneden  dus  de  oneindig  ver  ver- 
wgderde  lijn  Zoo  van  y.  Deze  lijn  /oo  vertegenwoordigt  twee 
oneindig  dicht  b^  elkander  gelegen  lijnen.  Men  beschouwe, 
om  zich  hiervan  te  overtuigen,  de  doorsnede  c^  in  a.  Men 
verkrijgt  in  het  algemeene  geval  der  tweede  groep  C  de 
klempunten  en  de  grenslijnen  door  uit  D  en  D'  de  raak- 
lijnen  aan  c^  te  trekken,  welke  dus  in  het  algemeen  vier 
in  getal  z^n.  In  dit  geval  kunnen  er  evenwel  alleen  grens- 
lijnen ontstaan,  wanneer  men  raaklijnen  trekt  aan  c^  even- 
wijdig aan  Z,  de  beide  punten  D  en  1)\  uit  welke  de 
raaklijnen  getrokken  worden  zijn  dus  in  het  oneindige  te 
zamengevallen. 

De  cilindroïde  behoort  alzoo  tot  de  tweede  groep,  geval 
E  en  wel  tot  de  soorten  a,  6  of  c  of  d  naar  gelang  l  den 
cilinder  sn^dt,  niet  snijdt  of  raakt. 

/.  Het  scheeve  tongewelf.  Dit  oppervlak  heeft  tot  richt- 
lenen twee  gelgke  cirkels  c-^  en  c^  in  evenwgdige  vlakken, 
benevens  de  normaal  d  der  vlakken,  die  den  afstand  der 
middelpunten  van  de  cirkels  midden  door  deelt. 

Uit  een  punt  P  van  d  de  kegelvlakken  construeerende, 
die  tot  richtlynen  hebben  c^^  en  c^^^  ziet  men,  dat  deze 
kegels  twee  gemeenschappelijke  stralen  hebben,  welke  ge- 
richt zijn  naar  de  oneindig  ver  verwyderde  cirkelpunten  van 
de  evenwijdige  vlakken  en  twee  andere  gemeenschappelyke 
stralen,  welke  tot  het  oppervlak  behooren.  De  lijn  d  is  dus 
eene  dubbellijn. 

Door  d  vlakken  leggende,  ziet  men,  dat  deze  gedurig 
twee  evenw]gdige  beschrijvende  lijnen  van  het  oppervlak  be- 
palen; het  oppervlak  bezit  dus  in  het  oneindig  ver  verwij- 
derde vlak  eene  dubbelkromme.  Uit  het  punt  A  van  rf,  dat 
den  afstand  der  evenwijdige  vlakken  midden  doordeelt,  den 
richtkegel  van  het  scheeve  tongewelf  construeerende,  ziet 
men,  dat  deze  richtkegel  van  de  tweede  orde  is,  en  dat  de 
lyn  d  er  op  ligt;  het  scheeve  tongewelf  heeft  dus  eene 
dubbelkromme  bestaande  uit  de  Ign  c?,  benevens  eene  deze 
sngdende  kromme  van  de  tweede  orde,  gelegen  in  het  on- 
eindig ver  gelegen  vlak.  Het  oppervlak  behoort  alzoo  tot 
de  afdeeling  B  van  de  tweede  groep. 
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Projecteert  men  uit  de  punten  van  d  de  oneindig  ver 
verwijderde  kromme  op  het  vlak  van  cj^,  dan  ontstaat  een 
cirkelbundel,  gaande  door  het  snypunt  D  van  d  met  dit 
vlak  en  rakende  aan  eene  Iga,  door  D  getrokken  loodrecht 
op  de  door  D  gaande  middellyn  van  c^.  Deze  cirkels  sng- 
den  c^  volgens  evenwijdige  koorden ;  de  dubbelrakende  ont- 
wikkelbare  bestaat  dus,  behalve  uit  d,  uit  een  cilinder  van 
de  tweede  orde,  welks  beschrijvende  Ignen  d  loodrecht  krui- 
sen. Grenslgnen  zgn  die  beschrijvende  lynen,  die  met  d  en 
de  middelpunten  der  cirkels  in  een  vlak  liggen  en  d  in  de 
klempuntea  sngden.  Twee  andere  grenslynen  vindt  men  door 
uit  d  raakvlakken  aan  de  cirkels  te  leggen;  zy  zijn  onbe- 
staanbaar als  d  door  de  cirkels  heen  loopt,  anders  bestaan- 
baar; zy  geven  aanleiding  tot  klempimten  in  de  oneindig 
ver  verwyderde  dubbelkromme.  Het  oppervlak  behoort  dus 
tot  de  tweede  groep,  geval  By  soort  b  of  c. 
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GROEPEERING. 

ÜUBBELKROMME. 

dubbel-kake: 
ontwikkela 

EERSTE  GROEP. 

p     pc     > 

Twee   elkander  kniiseiide  bosUianbare 
lijnen  d  en  ö^. 

Twee   elkander   kruisende  toejrevoe^d 
imaginaire  lijnen. 

Twee   oneindig  dicht  bij  elkander  lig- 
gende lijnen  deP  zz  d. 

Twee   elkander   kniisondt 
lijnen  d  en  d*. 

Twee   elkander  kruisende 
imaginaire  lijnen. 

Twee   oneindig  diclit  bij 
gende  lijnen  d(P  ^^  d. 

1         "• 

1 

E. 

Schee ve  kromme  van  de  derde  orde  c*. 

Kegeisnede  c^  met  eeue  lijn  d,  die  één 
punt  met  haar  gemeen  heeft. 

Twee   elkander  kruisende  bestaanbare» 
lijnen  d  en  tfy  beiden  gesneden  door  de 
lijn  /. 

Twee   elkander   kruisende   toegevoegd 
imaginaire  lijnen,  gesneden  door  /. 

Twee  oneindig  dicht  bij  elkander  lig- 
gende lijnen  dd'  =:d,  gesneden  door  /. 

Ontwikkelbaar  oppervlak 
klasse  7». 

Kegelvlak  van  de  tweede 
daaraan  rakende  lijn  d. 

Twee   elkander  kruisende 
lijnen  d  en  d\  beiden  gosi 
lijn  /. 

Twee   elkander  kruisende 
imaginaire  lijueu  gesneden 

Twee   oneindig  dicht  bij 
gende  lijnen  dd^  •=.  d,  gesi 

1 

I>. 

Een  rechte  lijn  /,  welke  als  drievoudige 
lijn  optreedt. 

als  A. 

als  A. 
als  A. 

Ontwikkelbaar  oppervlak  ' 
klasse  y\ 

Kegelvlak  van  de  tweede 
de  daaraan  rakende  lijn  /. 

De  rechte  lijn  /,  welke  / 

De  rechte  lijn  /,  drievoud 

1 

1     e  en  I>. 

Scheeve  kromme  van  de  derde  orde  e^, 

Kegelsnede   e^  met  de  lijn  d,  die  één 
punt  met  haar  gemeen  heeft. 

Als  C  en  D  van  de  voorgaande  groep. 

Drievoudig  tellende  reclit 
als  A. 

als  C  en  D  van  de  voors 
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Sciences.  Boston  1887.  New  Series.  Vol.  XIV.  Part 
2.  80. 

Proceedings  of  the  American  philosophical  Society.  Phi- 
ladelphia  1887.  Vol.  XXIV.  N^.  125.  8^. 

Proceedings  of  the  Academy  of  natural  Sciences.  Phi- 
ladelphia  1887.  Part  1—2.  8». 

Ch.  A.  Ashburnbb.  The  geologie  distribution  of  nattiral 
gas  in  the  United  States.  St.  Louis  1886.  8^. 


The  geologie  relations  of  the  Kan- 


ticoke  disaster.  1887.  8^. 

American  Journal  of  Science.  New  Haven  1887.  3<^  Se- 
ries. Vol.  XXXIV.  NO.  199—202.  8^. 

American  Journal    of  Philology,  edited  by  B.  L.  GiL- 
DBRSLEEVB.  Baltimorc  1887.  Vol.  VIII.  N^.  3.  8^ 

American  chemical  Journal,  edited  bylHAREMSEN.   Bal- 
timore  1887.  Vol.  IX.  NO.  6.  80. 

Johns  Hopkins  University  Studies  in  historical  auJ  po- 
litical  Science.  Baltimore  1887.  5*^  Series.  N^.  X.  8^ 

Journal  of  the  American  medical  Association.    Chicrigo 
1887.  Vol.  IX.  NO.  20-23.  40. 

2h^^  Annual  Report  of  the  Secretary  of  the  State  Board 
of  Agriculture   of  the   State   of   Michigan.   L&nsing 

1886.  80. 

Publications  of  the  Washburn  Observatory  of  the  Uni- 
versity of  Wisconsin.  Madison  1887.  Vol.  V.   8». 
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Bulletin   of   the  Califomia  Academy   of  Sciences.  San 
Francisco  1887.  VoL  IL  N^  7.  8°. 

Proceedings   of  the   Canadian  Institate.  Toronto  1887. 
3d  Series.  Vol.  V.  Fase.  1.  8». 

Memorias  de   la   Sociedad   cientifica   >Antonio  Alzate'*. 
Mexico  1887.  Tomo  I.  N».  4.  8^ 

Boletin  de  Estadistica  del  estado  de  Paebla.  Puebla  de 
Zaragoza  1887.  Tomo  I.  N^.  12—14.  fol. 


AANGEKOCHT. 

De  Navorscher.  Amsterdam  1887.  Nieuwe  Serie.  Jaarg. 
20.  Afl.  12.  80. 

Jaarboek  der  Rgks-üniversiteit  te  Leiden,  1886—1887. 
Leiden  1887.  8". 

La  grande  Encyclopédie.  Inventaire  raisonné  des  Scien- 
ces, des  Lettres  et  des  Arts.  Paris  1887.  Livr.  106— 
109.  40. 

Journal  des  Savants.  Paris,  Novembre  1887.  4®. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques.  Paris  1887.  2«  Sé- 
rie. Tomé  XI.  Décembre.  8°. 

Annales  de  Chimie  et  de  Physique.  Paris  1887.  6«  Série. 
Tomé  XII.  Décembre.  8°. 

E.  Maindron.  L' Académie  de  Sciences.  Histoire  de  l'Aca- 
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démie.   Fondation   de   Tlnstitut    national.    Bonaparte 
membre  de  l'Institut  national.  Paris  1888.  8^. 

The  London,  Edinburgh,  and  Dublin  phiiosophical  Ma- 
gazine and  Journal  of  Science.  Loudon  1887.  5^^ 
Series.  Vol.  XXIV.  N^.  151.  8°. 

Annals  and  Magazine  of  natural  History.  London  1887. 
5*^   Series.  Vol.  XX.   N».  120.  8°. 

Report  of  the  55^^  and  56^^  meeting  of  the  British 
Association  for  the  Advancement  of  Science.  London 
1886—1887.  2  Vol.  8». 

Annals  of  Botany.  Oxford  1887.  Vol.  I.  N^.   1.  8°. 

Astronomische  Nachrichten.  N^.  2812—2816.  4°. 

Göttingische  gelehrte  Anzeigen.  1887.  N^.  24.  1888. 
NO.  1.  80.  ' 

Veröffentlichungen  des  kais.  Gesundheitsamtes.  Berlin 
1887.  Jahrg.   11.  N^.  47-50.    [O. 

Corpus  inscriptionum  latinarum.  Berolini  1887.  Vol. 
XIV.  fol. 

Berichte  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft.  Berlin 
1887.  5t«r  Jahrg.  Heft  8.  8°. 

Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Leipzig  1887.  Neue 
Folge.  Band  XXXII.  Heft  4.  8». 

Bibliotheca  zoologica.  II.  bearbeitet  von  O.  TASCkEN- 
BBRG.  Leipzig  1887.  Lief.  4.  8^. 

Dingler*s  polytechnisches  Journal.  Stuttgart  1887.  Band 
CCLXVI.  Heft  8-10.  8^ 
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Der  zoologische  Garten.    Frankfart  a.M.  1887.    Jahrg. 
28.  NO.  10.  8«. 

Archives    des    Sciences   physiqaes  et  naturelles.  Genève 
1887.  3e  Période.  Tomé  XVIII.  N^  11.  8^. 


TEN  GESCHENKE  OP  IN  RUIL  ONTVANGEN 
IN  DE  MAAND  JANUARI  1888. 

NEDEELAND. 

Bedragen  van  het  statistisch  Instituut.  Amsterdam  1887. 
N».  3.  80. 

Revue  internationale  scientifique  et  populaire  des  fal- 
sifications  des  denrées  alimentaires.  Amsterdam  1888. 
1«  Année.  Livr.  3.  40. 

Tgdschrift  uitgegeven  door  de  Nederlandsche  Maat- 
schappij ter  bevordering  van  Nflverheid.  Haarlem 
1887.  4e  Reeks.  Deel  XI.  Afl.  12.  8^. 

12^e  Jaarverslag  omtrent  het  zoölogisch  station  der  Ne- 
derlandsche dierkundige  Vereeniging.  Leiden  1887.  8^. 

Plora  Batava.  Leiden  1887.  Afl.  279—280.  4°. 

Nota  over  de  uitkomsten  der  waarnemingen  van  het 
slibgehalte  der  Nederlandsche  rivieren  door  G.  Lelt. 
'sGravenhage  1887.  4°. 

(üitg^even   door   het   Departement  van  Waterstaat, 
Handel  en  N^verheid). 
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Bgdragen  tot  de  taal-,  land-  en  yolkenkunde  van  Neder- 
landsch-Indië,  uitgegeven  door  het  koninklgk  Institnut 
voor  de  taal-,  land-  en  volkenkunde  van  Nederlandsch- 
Indie.  'sGravenhage  1888.  5<i«  Reeks.  Deel  IIL  Afl. 
1.  8^ 

Reis  in  Oost-  en  Zuid-Borneo  van  Eoetei  naarBanjer- 
massin  door  C.  Bock.  'sGravenhage  1887.  2^^  Ge- 
deelte. 4^. 

(Uitgegeven  door  het  koninklijk  Instituut  voor  de  taal-, 
land-  en  volkenkunde  van  Nederlandsch-Indië). 

Sepp*s  Nederlandsche  Insecten.  'sGravenhage  1887.  2^» 
Serie.  Deel  IV.  N».  83—36.  4^ 

J.  DiBKS.  De  vondst  van  gouden  voorwerpen  en  gou- 
den merovingische  munten  te  Dronrgp.  Leeuwarden 
1887.  80. 

L.  Seebübier.  Versuch  einer  Systematik  der  Neu-Guinea 
Pfeile.  40. 

(Separat-Ahdruck  aus  interna tionales  Archiv  fürEthno- 
graphie.  Band  I). 

J.  W.  MoLL.  De  toepassing  der  paraffiue-insmelting  op 
botanisch  gebied.  8^. 

(Overgedrukt  uit  het  Maandblad  voor  Natuurweten- 
schappen. 1887.  N^.  5—6).  - 

Statistiek  van  het  Eoningrgk  der  Nederlanden.  Nieuwe 
Serie.  Staten  van  de  in-,  uit-  en  doorgevoerde  voor- 
naamste handelsartikelen  gedurende  de  maand  No- 
vember 1887.  'sGravenhage  1887.  fol. 

Yerzamelingstabel  der  waterhoogten  langs  de  kusten  van 
de  Noordzee,  de  Zuiderzee  en  de  Nederlandsche  rivie- 
ren, waargenomen  in  de  maand  Augustus  1887.  fol. 

9OBKQS8CU.   OBB    KOK.    A|(AI).    VA^    WKTKNSCfl.  X^ 
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Verzamelingstabel  der  waterhoogten  volgens  de  bladen 
der  zelfregistreerende  peilschalen,  waargenomen  in  de 
maand  Augustus  1887.  fol. 

NEDEELANDSCH  OOST-INDIÈ. 

Notulen  van  de  algemeene-  en  bestu  urs-vei^aderingen 
van  het  Bataviaasch  Genootschap  van  Kunsten  en 
Wetenschappen.  Batavia  1887.  Deel  XXV.  Afl.  3.  B^. 

Nederlandsch -Indisch   plakaatboek,    1602  —  1811,    door 
Mr.  J.  A.  VAN  DEK  Chys.  Batavia  1887.  DeelIV.  8<>. 
(Uitgegeven   door   het   Bataviaasch  Genootschap  van 
Kunsten  en  Wetenschappen). 

Tgdschrift  voor  ngverheid  en  landbouw  in  Nederlandsch- 
Indië,  uitgegeven  door  de  Nederlandsch-Indische  Maat* 
schappg  van  Ng verheid  en  Landbouw.  Batavia  1887. 
Deel  XXXV.  Afl.  6.  8^ 

Geneeskundig  Tgdschrift  voor  Nederlandsch-Indië,  uit- 
gegeven door  de  Vereeniging  tot  bevordering  der 
geneeskundige  Wetenschappen  in  Nederlandsch-Indië. 
Batavia  1887.  Deel  XXVII.  Afl.  4.  8«. 

Catalogus  van  de  militaire  geneeskundige  Bibliotheek 
te  Weltevreden.  Batavia  1887.  8°. 

BELGIË. 

Annuaire  de  TAcadémie  royale  des  Sciences,  des  Lettres 
et  des  beaux-Arts  deBelgique.  1888.  Bruxelles  1888. 
54e  Année.  8°. 

F.    FliATBAU.    Eecherches   expérimentales   sur  la  vision 
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chez  les  arthropodes.  Bruxelles  1887.  Part  1— 2.  8^ 
(Extrait  des  Bulletins  de  1* Académie  royale  de  Bel- 
gique.  8®  Série.  Torae  XIV). 

F  E  A  N  K  E  IJ  K. 

Comptes  rendus  des  séances  de  TAcadémie  des  Sciences. 
Paris  1887.  Tomé  CV.  N^.  25—26.  Tomé  CVI. 
N^  1—3.  40. 

Bulletin  de  TAcadémie  de  Médecine.  Paris  1887— 1888. 
3«  Série.  Tomé  XVIII.  N^.  51—52.  Tomé  XIX.  N^ 
1-8.  80. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France.  Paris 
1887.  Tomé  XV.  N^  7.  8^ 

Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  la  Société 
de  Biologie.  Paris  1887.  8«  Série.  Tomé  IV.  N^ 
82—88,  40-42.  Tomé  V.  N^  1.  8«. 

Journal  d'Hygiène.  Paris  18B7— 1888.  Année  14.  Vol. 
Xni.  NO.  588-592.  40. 

Bulletin  de  la  Société  philomatique  de  Paris.  1887. 
7e  Série.  Tomé  XI.  N^.  4.  8». 

GEOOT-BEITTANNIÈ    EN    IERLAND. 

Proceedings  of  the  royal  Society.  London  1887.  Vol. 
XLIII.  NO.  260.  80. 

Proceedings  of  the  royal  Institution  of  Great  Britain. 
London  1887.  VoL  XII.  Part  1.  80. 

List  of  the  members  of  the  royal  Institution  of  Great 
Britain.  London  1887.  80. 
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Plroceedings  of  the  royal  geographical  Society.  London 
1887.  New  SerieB.  Vol.  X.  N^  1.  8^. 

Monthly  Notices  of  the  royal  astronomical  Society. 
London  1887.  Vol.  XLVHI.  No.  2.  8^ 

Journal  of  the  royal  Asiatic  Society  of  Great  Britain 
and  Ireland.  London  1888.  New  Series.  Vol.  XX. 
Part  1.  8\ 

Astronomical  and  magnetical  and  meteorological  Ob- 
servations  made  at  the  royal  Observatory,  Greenwich, 
in  the  year  1885.  London  1887.  4^ 

G.  B.  AiEY.  Numerical  lunar  theory.  London  1886.  4P. 

Journal  of  the  royal  geological  Society  of  Ireland.  Du- 
blin 1887.  New  Series.  Vol.  VIU.  Part  2.  8^. 

OOSTfiNEUK-HONGAEUR 

Mittheilungen  der  anthropologischen  Gesellschaft.  Wien 
1885—1887.  Band  XV.  Heft  4.  Band  XVU.  Heft 
8—4.  8«. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesell- 
schaft. Wien  1887.  Band  XXXVII.  N».  3—4.  8°. 

E.  Baum.  Ein  Combinations-Studium  über  die  Entwick- 
lungs-Geschichte  der  Erdkruste.  .Wien   1887.  8^ 

Zeitschrift  des  Ferdinandeums  für  Tirol  und  Vorarlberg. 
Innsbruck  1887.  3«  Folge.  Heft  31.  8°. 

Verhandlungen  des  Vereins  ftir  Natur-  und  Heilkunde. 
Presburg   1884—1887.    Neue  Folge.  Heft  5—6.  8^. 
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Mittheilungen  des  naturwissenschaftlichen  Vereines  fdr 
Steiermark.  Graz  1887.  Jahrg.  1886.  8». 

DÜITSCHLAND. 

Sitzungsberichte  der  Gesellschaft  naturforschender  Freon- 
de.  Berlin  1887.  Jahrg.   1887.  8°. 

Archiv  fdr  pathologische  Anatomie  und  Physiologie  und 
far  klinische  Medicin.  Berlin  1887.  Band  CIX.  Heft 
2.  Band  XC.  Heft  1—3.  8». 

Abhandlungen  ans  dem  Gebiete  der  Natnrwissenschaf- 
ten,  herausgegeben  vom  naturwissenschaftlichen  Ve- 
rein.  Hamburg  1887.  Band  X.  4°. 

Inhoud : 

E.  WoHLWiLL.  Joachim  Jangius  and  die  Erneuerung  atomistischer 
Lehren  im  17  Jahrhundert. 

J.  KiESSLD^o.   Beitrage  zu  einer  Chronik  ungewöhnlicher  Sonnen- 

und  HimmelsfarbungeiL. 
6.  Neümateb.  Die  Thatigkeit  der  Deutschen  Seewarte  wahrend  der 

ersten  12  Jahre  ihres  Bestehens. 
H.  Kbüss.    Die    Farben-Korrektion    der  Femrohr-Objektive  von 

Gauss  iind  von  Fraunhofer. 
A.  Volles.  XJeber   die  Messung  hoher  Potentiale  mit  dem  Qua- 

drant-Elektrometer. 

F.  WiBEL.  I.  Die  Schwankungen  im  Cblorgebalt  und  Hart^rade 
des  Elbwassers  bei  Hamburg.  —  II.  Chemiscb-antiquarisobe  Mit- 
teilungen. 

C.  GoTTscHB.  Die  Mollusken-Faune  des  Holsteiner  Gesteins. 
K.  Kbaefelin.  Die  Deutschen  Süsswasser-Bryozoen. 
K  MöBius.  Das  Flaschentierchen  (Folliculina  ampulla). 

G.  Pf£?fb&.  Beitrage  zur  Morpbologie  der  Dekapoden  und  Isopoden, 
G.  SxuHLMAinf.  Zur  Kenntniss  des  Ovariums  der  Aalmutter  (Zoar- 

ces  viviparus  Cuv.). 

Zeitschrift  der  historischen  Gesellschaft  fur  dieProvint 
Posen.  Posen  1885.  Jahrg.  1.  Heft  1  —4.  8^. 
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Jenaische  Zeitschrift  fiLr  Naturwissenschaft,  heraaage- 
geben  von  der  medicinisch-naturwissenschaftlicher  6e- 
sellflchaft.  Jena  1887.  Band  XXI.  Heft  3—4.  8^ 

Zeitschrift  des  Yereins  für  thüringische  Geschichte  und 
Altertumskunde.  Jena  1887.  Neue  Folge.  Band  V. 
Heft  8—4.  80. 

Zoologischer  Anzeiger.  Leipzig  1887.  Jahrg.  X.  N^. 
268—270.  8^ 

R.  Hoppe.  Grunert's  Archiv  der  Mathematik  und  Phy- 
sik.  Leipzig  1887.  2*^^  Reihe.  Teil  V.  Heft  4.  Teil 
VI.  Heft  1.  8°. 

Petermann's  Mitteilungen  aus  Justus  Perthes'  geogra- 
phischer  Anstalt.  Gotha  1887.  Band  XXXIH.  N^. 
10—12.  Band  XXXIV.  N».  1.  Erganzungsheft  N^ 
88.  40. 

C.  P.  TiBLE.  Babylonisch-assyrische  Geschichte.  Gotha 
1888.  Teü  IL  8°. 

B.  Symons.  Die  Lieder  Edda.  Halle  a/S.  1888.  BandL 
1»^  Halfte.  Götterlieder.  8°. 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften,  herausgegeben  im 
Auftrage  des  naturwissenschaftlichen  Vereins  fur  Sach- 
sen  und  Thüringen.  Halle  a/S.  1887.  4^  Folge.  Band 
VL  Heft  3—4.  8\ 

Correspondenz-Blatt  des  naturwissenschaftlichen  Verei- 
nes. Regensburg  1887.  Jahrg.  40.  8<>. 

Sitzungsberichte  der  mathematisch-physikalischen  Classe 
der  kön.  bayr.  Akademie  der  Wissenschaftien.  Mün- 
chen  1887.  Heft  2.  8°. 
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Sitzungsberichte  der  philosophisch-philologischen  und 
historischen  Classe  der  kön.  bayr.  Akademie  der  Wis- 
senschaften. München  1887.  Heft  3.  Band  II.  Heft 
1—2.  80. 

Die  Cisterzienser- Abtei  Bebenhausen,  bearbeitet  von  Dr. 
E.  Paulus,  herausgegeben  vom  Württembergischen 
Altertums-Verein.  Stuttgart  1887.  4°. 

ZWITSEELAND. 

Verhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft.  Basel 
1887.  Theil  Vm.  Heft  2.  8\ 

ITALIË. 

Atti  della  reale  Accademia  dei  Lincei.  Roma  1887. 
Serie  4«.  Rendiconti.  Vol.  EI.  Fase,  6-7.  4^ 

Memorie  del  regio  Istituto  Veneto  di  Scienze,  Lettere 
ed  Arti.  Venezia  1887.  Vol.  XXII.  Parte  3.  4». 

Inhoud : 

A.  Globia.  Monamenti  della  Universita  di  Padova. 

A.  Paziekti.  Considerazioni  generali  inlomo  al  la  termodinamica 

A.  DE  ZiONO.   Sopra   iino  scheletro  fossile  di  Myliobates,  esistente 

nel  Museo  Gazola  in  Verona. 
G.  A.  PiRONA.  Due  Chamacee  nuove  del  terreno  oretaceo  del  Friuli. 
A.  Favaro.  Miscellanea  (ialileiana  inedita. 

Atti  del  reale  Istituto  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed 
Arti.  Venezia  1887.  Serie  6.  Tomé  V.  Disp.  2— 9.  80. 

Atti  della  reale  Accademia  delle  Scienze.  Torino  1887 — 
88.  VoL  XXm.  Disp.  1.  8^. 

Mittheilungen  aus  der  zoologischen  Station  zu  Neapel. 
Berlin  1887.  Band  VIL  Heft  3—4.  8°. 
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BoUettino  delle  pubblicazioni  Italiane.  Firenze  1887. 
N».  48-49.  8». 

Atti  del  GoUegio  degli  Ingegneri  ed  Architetti.  Palermo 
1887.  Nö.  2.  40. 

A.  Fayabo.  Per  la  edizione  nazionale  delle  opere  di 
Galileo  Galilei.  Firenze  1888.  4°. 

Atti  della  Societa  Toscana  di  Scienze  naturali.  Pisa 
1887—89.  Processi  Verbali.  Vol.  VI.  Adunanza  del 
13  Novembre  1887.  8°. 

RUSLAND. 

Mémoires  du  Comité  géologique.  St.  Pétersbourg  1887. 
Vol.  II.  NO.  4—5.  Vol.  DL  N^.  3.  4». 

Inhoad: 

4.  J.  ScHKALHAüSBN.  Die  Pflanzenreste  der  artinskischen  und  per- 

misohen  Ablagerangen  im  Osten  des  europaischen  Rasalands. 
6.  A.  Patlow.  Le  presqulle  de  Samara  et  les  Gegoulis. 

Vol.  IIL  N«.  8: 

Th.  Tsghbbnyschew.  Die  Fauna  des  mittleren  und  oberen  Devon 
am  West-Abhange  des  Urals. 

Bulletins  du  Comité  géologique.  St.  Pétersbourg  1887. 
Tomé  VI.  N^.  8«10.  8^. 

Verslagen    van   het   keiz.  aardrgkskundig  Genootschap. 
St.  Petersburg  1887.  Deel  XXIII.  N».  5.  8°. 
(In  het  Russisch). 

AZIË. 

Transactions  of  the  seismological  Society  of  Japan. 
Yokohama  1887.  Vol.  XL  8», 
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AMERIKA. 

Index-Catalogue  of  the  Library  of  the  Surgeon-Generars 
Office,  ü.  S.  Array.  Washington  1887.  Vol.  VIII. 
(Legier-Medicine).  4°. 

Journal  of  the  American  medical  Association.  Ghicago 
1887—1888.  Vol.  IX.  N».  24—27.  Vol  X.  N^.  1.  4°. 

Johns  Hopkins  University  Circulars.  Baltimore  1887. 
Vol.  VIL  NO.  60—62.  4^. 

American  Journal  of  Mathematica,  edited  by  S.  Nbw^ 
coMB.  Baltimore  1888.  Vol.  X.  N^.  2.  4». 

Johns  Hopkins  university  Studies  in  historical  aiidpo- 
litical  Science.  Baltimore  1887.  b^^  Series.  N^.  XI.  8°. 

Memorias  de  la  Sociedad  cientifica  »Antonio  Alzate*'. 
Mexico  1887.  Tomé  I.  N».  5.  8^. 

Boletin  de  Estadistica  del  estado  de  Puebla.  Puebla  de 
Zaragoza  1887.  Tomo  I.  N^.  15—26.  fol. 

Archivos  do  Museu  Macional  do  Bio  de  Janeiro.  1885. 
Vol.  VI.  40. 

Inhoud : 

C.  F.  Ha&tt.  Contribuicoes  para  a  ethnologia  do  valle  do  Amazonas. 
J.  B.  DB  Laceeda.  Coat.ribiii9ao  para  a  anthropologia  do  Brazil. 
J.  R.  Peixoto.  Novos  ealudos  craaeometricos  sobre  os  Botocudos. 
L.  Netto.  liivestiga9oes  sobre  a  archeologia  Brazileira. 

Bevista  do  Observatorio,  publica9ao  mensal  do  imperial 
Observatorio  do  Rio  de  Janeiro.  1887.  Anno  II. 
NO.   11,  40. 

BOEKGESCH.    UEK    1L0S.    AKAD.   VAN    WLTEMaCH.  10 
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AUSTRALIË. 

Journal  and  Proceedings  of  the  royal  Society  of  N.  S. 
W.  Sydney  1887.  Vol.  XX.  8°. 

F.  W.  Edgkwoeth  David.  Geology  of  the  vegetable 
creek  tin-mining  field,  New  England  district,  N.  S. 
W.  with  mapa  and  sections.  Sydney  1887.  4®. 

Annual  Report  of  the  department  of  mines,  N.  S.  W. 
for  the  year  1886.  Sydney  1887.  fol. 

F.  Mc.  CoY.  Prodromus  of  the  zoology  of  Victoria ;  or 
figures  and  descriptions  of  the  living  species  of  aH 
classes  of  the  Victorian  indigenous  animals.  Mel- 
boume  1887.  Decade  XV.  roy.  8®. 


AANGEKOCHT. 

Oud-HoUand.  Nieuwe  Bgdragen  voor  de  Geschiedenis 
der  Nederlandsche  Kunst,  Letterkunde,  Ngverheid,  enz. 
Amsterdam  1887.  Jaarg.   5.  Afl.  4.  4». 

De  Navorscher.  Amsterdam  1888.  Nieuwe  Serie.  Jaarg. 
21.  NO.  1.  80. 

Oeuvres  complètesde  Bartolomeo  Borghesi.  Paris  1879  — 
1884.  Tomé  IX.  Part  1—2.  40. 

L%  grande  Encyclopédie.  'Inventaire  raisonné  des  Scien- 
ces, des  Lettres  et  dea  Arts.  Paris  1887.  Livr. 
110-114.  40. 
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Journal  des  Savants.  Paris,  Décembre  1887.  4^. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques.  Paris  1888.  2« 
Série.  Tomé  XII.  Janvier,  8^. 

Annales  des  Sciences  naturelles.  Paris  1887.  7*  Série. 
Zoölogie.  Tomé  III.  N^.  1—6.  Botanie.  Tomé  VI. 
NO.  2.  80. 

Annales  de  Chimie  et  de  Physique.  Paris  1888.  6« 
Série.  Tomé  XIII.  Janvier.  8^. 

Monthly  microscopical  Journal.  Transactions  of  the 
royal   microscopical    Society.    London    186'J — 1877. 

Vol.  i~xvm.  80. 

Journal  of  the  royal  microscopical  Society.  London 
1878-1879.  Vol.  I-U.  8o. 

The  London,  Edinburgh,  and  Dublin  philosophical 
Magazine  and  Journal  of  Science.  London  1888,  5**' 
Series.  Vol.  XXV.  No.  152.  8o. 

Annals  and  Magazine  of  natural  History.  Londen  1888. 
6^^  Series.  Vol.  I.  No.  1.  8o. 

Journal  of  Anatomy  and  Pbysiology  normal  and  pa- 
thological.  London  1888.  Vol.  XXIL  Part  2.   80. 

The  zoological  Record  for  1886.  London  1887.  80. 

Annals  of  Botany.  Oxford  1887.  Vol.  1.  No.  2.  80. 

Gottingische  gelehrte  Anzeigen.   1887.  No.  25.  8o. 

Astronomische  Nachrichten.   1887.  No.  2817— 2823.  40. 
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Veroffentlichungen  des  kais.  Gesundlieitsamtes.  Berlin 
1887.  Jahrg.  XI.  N«.  51—52.  Jalirg.  XII.  N».  1- 
3.  40. 

Berichte  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft.  Berlin 
1887.  Band  V.  (General  Versammlungs-Hefl).  8». 

Archiv  für  Naturgeschicbte.  Berlin  1887.  Jahi^.  53. 
Band  I.  Heft  2.  Band  II.  Heft  2.  8". 

A.  BoBTTicHB£.  Die  Akropolis  von  Athen.  Berlin  1888. 
roy.  8». 

Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Leipzig  1888.  Neae 
Folge.  Band  XXXIII.  Heft  1.  Beiblatter.  Band  XI. 
Stück  11—12.  80. 

Zeitschriit  fOr  physikalische  Chemie.  Leipzig  1887.  Band 
I.  Heft  11—12.  8». 

Der  zoologische  Garten.  Frankfort  a.  M.  1887.  Jalu^. 
28.  N».  11.  80. 

Dingler's  polytechnisches  Journal.  Stutigart  1887 — 1888. 
Band  CCLXVI.  Heft  11—13.  Band  CCLXVH.  Heft 
1—3.  80. 

Bibliothèque  universelle  et  revue  Suisse.  Lausanne  1887. 
3«   Période.  Tomé  XXXVI.  No.    107—108.  80. 

Archives  des  Sciences  physiques  et  naturelles.  Genève 
1887.  3»   Penode.  Tomé  XVIII.  N».  12.  80. 
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TEN  GESCHENKE  OP  IN  RUIL  ONTVANGEN 
IN  DE  MAAND  FEBRUARI  1888. 

NEDERLAND. 

Catalogus  van  de  Bibliotheek  der  vereenigde  doopsge- 
zinde Gemeente  te  Amsterdam.  1888.  Deel.  IL  2^» 
en  3d«  Afdeeling.  roy.  8°. 

De  Volksvlgt,  t^'dschrift  voor  ngverheid,  landbouw,  han- 
del en  scheepvaart.   Amsterdam  1887.  N®.  5 — 8.  8^ 

N.  QunïT.  De  wervelbew^ng.  Amsterdam  1888.  Aca- 
demisch proefschrift.  8^. 

Tijdschrift  uitgegeven  door  de  Nederlandsche  Maatschappg 
ter  bevordering  van  Ngverheid.  Haarlem  1888.  4«  Reeks. 
Deel  Xn.  Afl.  1.  8^. 

B.   J.   Stokvis.    Voordrachten    over   Homoeopathie,  ge-^ 
houden    aan    de   Amsterdamsche   Universiteit.    Haar- 
lem 1888.  8^ 

Recueil  des  travaux  chimiques  des  Pays-Bas.  Leide  1887. 
Tomé  VL  N^.  1-7.  8°. 

Verslag  aan  den  Koning  van  de  bevindingen  en  hande- 
lingen van  het  geneeskundig  Staatstoezicht  in  het 
jaar  1886.  'sGravenhage  1887.  4^. 

Graphische  voorstelling  van  de  sterfte  van  kinderen  be- 
neden het  jaar  in  elke  gemeente  van  Nederland  in  het 
vfljgarig  tijdperk  1880—1885.  Plano. 

Tgdschrift  van  het  koninklgk  Instituut  van  Ingenieurs. 
1887—1888.  'sGravenhage  1888.  Afl.  2.  l^^  Ge- 
deelte. Afl.  3.  2^«  Gedeelte.  4^ 
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ïgdschrift  voor  Entomologie,  aitgege?en  door  de  Ne- 
derlandsche  entomologische  Vereeniging.  'sGravenhage 
1888.  Deel  XXXI.  Afl.   1.  8^. 

Archief  voor  Nederlandsche  Eerkgeschiedenis,  onder  re- 
dactie van  J.  G.  R.  AcquoY  en  H.  C.  Rogge.  'sGra- 
venhage  1885—1887.  Deel  I— ü.  8». 

Bfldragen  voor  vaderlandsche  Geschiedenis  en  Oudheid- 
kunde. 'sGravenhage  1888.  3^^  Reeks.  Deel  IV.  Afl, 
2.  8«>. 

Algemeen  Nederlandsch  Familieblad.  Tgdschrift  voor 
geschiedenis,  geslacht-,  wapen-,  zegelkunde,  enz.  'sGra- 
venhage  1888.  Jaarg.  5.  N^.  1.  4°. 

Aanwinsten  van  het  munt-,  penning-  en  zegelkabinet 
van  het  Friesch  Genootschap  voor  Geschiedenis  en 
Oudheidkunde  van  10  September  1886 — 10  October 
1887.  Leeuwarden  z.  j.  8^. 

Verzamelingstabel  der  waterhoogten  langs  de  kusten  van 
de  Noordzee,  de  Zuiderzee  en  de  Nederlandsche  rivie- 
ren, waargenomen  in  de  maand  September  1887.  fol. 

Verzamelingstabel  der  waterhoogten  volgens  de  bladen 
der  zelfregistreerende  peilschalen,  waargenomen  in  de 
maand  September  1887.  fol. 

NEDERLANDSCH  OOST-INDIÈ. 

Tgdschrift  voor  ngverheid  en  landbouw  in  Nederiandsch- 
Indië,  uitgegeven  door  de  Nederlandsch-Indische  Maat- 
schappö  van  Nflverheid  en  Landbouw.  Batavia  1888. 
Deel  XXXVL  Afl.  1.  8\ 
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Dr.  L.  C.  TAN  DBR  BüKG.  De  geneesheer  in  Nederlandsch- 
Indië.  Batavia  1887.  Deel  IL  8«>. 
(Uitgaven  door  de  Vereeniging  tot  bevordering  der  ge- 
neeskundige Wetenschappen  in  Nederlandsch-Indië.) 

Scheta-taalkaart  van  Sumatra,  samengesteld  door  E.  F. 
Holle  en  J.  L.  A.  Brandbs.  1887.  Schaal  1 :  2000000. 

BELGIË. 

Bulletin  de  l'Académie  royale  de  Médecine  de  Belgique. 
Bruielles  1887.  4«  Série.  Tomé  I.  N».  11.  Tomé  IL 
NO.  1.  8«.      . 

Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège. 
Bruxelles  1888.  2«  Série.  Tomé  XIV.  8». 

F.  DB  PoTTBB  en  J.  Bbogokaebt.  Geschiedenis  van  de 
gemeenten  der  provincie  Oost- Vlaanderen.  Grent  1887. 
Deel  XLL  80. 

F  B  A  N  K  B  IJ  K. 

Gomptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 
Paris  1888.  Tomé  CVL  No.  4-7.  40. 

Bulletin  de  l'Académie  de  Médecine.  Paris  1888.  3<  Série. 
Tomé  XIX.  No.  4-7.  80. 

Journal  d'Hygiène.  Paris  1888.  14*  Année.  Vol.  Xm. 
NO.  593-596.  40. 

Revue  internationale  de  l'Electricité  et  de  ses  applica- 
tions.  Paris  1885—1888.  Tomé  I— V.  Tomé  VI, 
NO.  49—50.  roy.  80, 
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GHOOT-BRITTANNIÈ    EN   IERLAND. 

Proceedings  of  the  royal  Society.  London  1888.  Vol. 
XLIII.  NO.  261—262.  S^. 

Monthly  Notices  of  the  royal  astronomical  Society. 
London  1888.  VoL  XLYffl.  N^.  3.  8». 

Proceedings  of  the  royal  geographical  Society.  London 
1888.  New  Series.  Vol.  X.  N^.  2.  8^. 

Journal  of  the  royal  microscopical  Society.  London  1887. 
Part  6\  1888.  Part  1.  8°. 

Proceedings  of  the  Cambridge  philosophical  Society. 
Cambridge  1887.  Vol.  VI.  Part  3.  S^. 

OOSTENRIJK-HONGARIJE, 

W.  ZsiGMONDT.  Mittheilungen  über  die  Bohrthermen  zu 
Harkany,  auf  der  Margaretheninsel  nachst  Ofen  und 
zu  Lippik,  and  den  Bohrbrunnen  zu  Alcsuth.  Pest 
1873.  80. 

Die  KoUectiv-Ausstellung  ungarischer  Kohlen  auf  der 
Wiener  Weltausstellung  1873.  Pest  1873.  8°. 

Füldtani  Közlöny  (Geologische  Mittheilungen).  Zeitschrift 
der  ungarischen  geologischen  Gescllscbaft.  Budapest 
1887.  Kötet  XVII.  Püzet  7—12.  ö». 

L.  Peteik.  Ueber  ungarische  Porcellanerden,  mit  be- 
sonderer  Berücksichtigung  der  rhyolith-kaoline.  Bu- 
dapest 1887.  8». 

(Publicationen  der  kön.  ungarischen  geologischen  An- 
stalt.) 
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DUIT8CHLAND. 

Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen  im  Jahre 

1886,  herausgegeben  von  dem  kon.  preussischen  meteo- 
rologischen Institut.  Berlin  1888.  4^. 

A.  LissAU£R.  Die  prahistorischen  Denkmaler  der  Provinz 
Westpreossen   and  der  angrenzenden  Gebiete.  Leipzig 

1887.  40. 

(Herausgegeben  von  der  naturforschenden  Gesellschaft 
zu  Danzig.) 

Abhandlungen  herausg^eben  von  der  Senckenbergischen 
naturforschenden  Gesellschaft.  Prankfurt  a/M.  1887. 
Band  XV.  Heft  1.  40. 

Inhoad : 

Th.  GBTI.E&  and  F.  Kinkeliv.  Oberpliocan-  Flora  aus  den  Bau- 
gmben  des  Klarbeckens  bei  Niederrad  und  der  Schleuse  bei 
Höchst  a.  M. 

H.  B.  MösGHLBS.  Beitrage  zur  Schmetterlings-Fauna  der  Goldküste. 

F.  NoLL.  Experimentelle  Untersuchnngen  über  das  Wachstum  der 
Zellmembran. 

Chronik  der  königlichen  üniversitat  zu  Greifswald  für 
das  Jahr  vom  15  Mai  1886  bis  15  Mai  1887.  Greife- 
wald.  40. 

F.  SxjSEiiiHL.  De  Platonis  Phaedro  et  Isocratis  contra 
Sophistas  oratione  dissertatio  cum  appendice  Aristo- 
telica.  Gryphiswaldiae  1887.  4°. 

A.  KiBssLiNG.  Coniectaneorum  spicilegium.  IV.  Gryphis- 
waldiae 1887.  40. 

E.  Albreoht.  Anatomische,  histologische,  physiologische 
Untersuchnngen  über  die  Muskulatur  des  Endocardium 
bei  Warmblütem.  Greifswald  1887.  8°. 

BOBKOI8CU.  OER  KON.  AKAD.  VAN  WKTKNSCH.  17 
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W.  Akendt.  Zur  Casuistik  der  Nephrektomie.  Greifs- 
wald  1887.  80. 

6.  BiERBAüH.  Ein  Fall  von  totaler  Ezstirpation  der  Sca- 
pula  wegen  eines  Pibrosarcoms,  Greifewald  1887.  8^. 

P.  BoDEKSTEiN.  Beltrag  zur  Casuistik  von  Deckung  gros- 
aer  Defecte  am  Arm  durch  einen  Bauchlappen.  Greifs- 
wald  1887.  8«. 

O.  BöTTCHBE.  Ueber  die  Anwendung  des  Antipyrin  mit 
besonderer  Berücksichtigung  des  Gelenkrheumatismus. 
Greifewald  1887.  8^. 

E.  (jOhkstadt.  üeber  die  osteoplastische  Fussresection 
nach  Mikulicz.  Greifewald  1887.  8^. 

W.  Dommes.  Radicaloperation  einer  Prostatahypertro- 
phie  complicirt  mit  suppurativer  Gystitis.  Greifewald 
1887.  8°. 

G.  Dos.    Zur   Lehre  vom  Husten.  Greifewald  1887.  8*. 

P.  Elbusgh.  Ueber  entzündliche  Epiphysenlösung.  Greife- 
wald 1887.  80. 

O.  Elfeldt.  Zur  Casuistik  der  Schussverletzungen  der 
Wirbelsaule.  Greifewald  1887.  8°. 

K.  Fabbr.  Ein  Fall  von  schwerer  allgemeiner  Syphilis 
mit  syphilitischer  Enie-Gelenkentzündung.  Greifewald 
1887.  80. 

E.  Fahndkich.  Beitrag  zur  operativen  Bebandlung  des 
Carcinoma  penis.  Greifewald  1887.  8^' 

L.  Fliohter.  Zur  Pathologie  und  Therapie  des  Carci- 
noma Uteri  nebst  casuistischen  Beitragen.  Greifewald 
1887.  80. 
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E.  Fbank.  Zur  Statistik  nnd  Behandlung  der  Querbrüche 
der  Patella.  Greifswald  1887.  8^. 

F.  Fbaitk.  Beitrag  zar  Eenntnis  der  tjpischen  Bauch- 
decken  Pibrome.  Greifewald  1887.  8°. 

K.  Gh)EDiOKE.  Ein  Fall  von  schwerer  Urogenitaltuber- 
kulose  mit  Tendenz  zur  Heilong.  Greifswald  1887.  8^. 

O.  G&AJTOw*  Zur  Wirkung  des  Colchicin.  Gbreifswald 
1887.  8°. 

F.  VON  Gbumbkow.  Beitrag  zur  Aetiologie  der  Perito- 
nitis. Greifewald  1887.  8°. 

H.  Hellenbroich.  Gasuistische  Beitrage  zur  Chirurgie 
des  M^ens.  Greifewald  1887.  8^ 

O.  HiLDEBBAKDT.  Die  Vaginale  Total-Exstirpation  des 
carcinomatösen  Uterus  mit  Anwendung  der  MÜlleb* 
schen  Zangen  nebst  casuistischen  Beitragen.  Greife- 
wald 1887.  80. 

J.  Hoppe.  Ueber  den  Streckapparat  des  ünterschenkels 
und  die  Behandlung  der  Querbrüche  der  Ejiiescheibe. 
Greifewald  1887.  8». 

A.  Jaworowicz.  Ein  Fall  von  Carcinoma  Omenti  majoris. 
Greifswald  1887.  8°. 

Th.  Jüngst.  Experimentelle  Untersuchungen  über  Sedum 
acre.  Greifswald  1887.  8°. 

R.  Eessleb.  Einige  Falie  von  Echinococcus  bepatis  mit 
Berücksichtigang  der  Aetiologie  und  Therapie.  Greife- 
wald 1887.  80. 

F.  EöPPLEB.  üeber  das  Antifebrin.  Greifswald  1 887.  8®. 


—  182  — 

P.    KozuszKiEwicz.    üeber   Pseudoleukaemie.  Greifswald 

1887.  80. 

A.  Eruse.  üeber  die  Beziebungen  des  kohlensaoren 
Ammoniaks  zur  üraemie.  Greifewald  1887.  8®. 

J.  Lemkowski.  Beitrag  zur  Behandlung  primarer  peri- 
nephritischer  Abscesse.  Greifswald  1887.  8®. 

M,  LoBERT.  Ein  Fall  von  Thrombose  der  Pfortader- 
Greifswald  1887.  8°. 

B.  Macks.  Ueber  den  Zusammenhang  zwischen  psychi- 
schen  Störungen  and  Abnahme  des  Eörpergewiclits. 
Greifswald  1887.  8°. 

J.  MoERLiN.  Ueber  indirecte  Stemalfracturen.  Greifswald 
1887.  8^ 

M.  NiESEL.  Ueber  die  Wirkung  fortgesetzter  kleiner 
Dosen  von  Schwefel  beim  gesunden  Menschen,  Greife- 
wald 1887.  8°. 

O.  Olbeioh.  Zwei  Falie  einer  Complication  von  Carci- 
noma  uteri  mit  Graviditaet.  Greifswald  1887.  8^. 

L.  Pbrnicb.  Ueber  die  Wirkung  localer  Blutentziehon- 
gen  auf  acute  Hautentzündungen.  Greifswald  1887,  8®. 

J.  PoMOBSKi.  Ein  Fall  von  Rankenneurom  der  Inter- 
costalnerven,  Fibroma  molluscum  und  Neurofibroma. 
Greifswald  1887.  8<>- 

A.  Peoske.  Ein  Fall  von  Dermoidcyste  des  linken 
Ovariums.  Greifswald  1887.  8^. 

S.  Rahmeb.  Der  gegenwartige  Stand  der  Lehre  vonden 
Lungenerkrankungen  und  von  der  Todesursache  nach 
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doppelseiiiger  Vagusdurchschneidang  am  Halse  und 
experimentelle  Beitrage  zu  dieser  Frage.  Grei£arw^ald 
1887.  80. 

W.    La    Boche.  Experimentelle  Beitrage  zur  Ëisenwir- 
kung.  Greifswald  1887.  8\ 

A.  Sauer.  Ein  Beitrag  zur  Lehre  von  der  Perspiratio 
insensibüis,  Greifswald  1887.  8^. 

C.  ScHiNEB.  Zur  Gasuistik  der  Leberkrankheiten.  Greifb- 
wald  1887.  8^. 

O.  BcHi&MBB.  Experimentelle  Stadie  über  reine  Linsen- 
contusionen.  Greifswald  1887.  8^. 

C.  ScHLEicH.  Ueber  einen  Pall  von  pulsirenden  Kno- 
chensarcom  (Sarcoma  aneurysmaticum)  des  Oberschen- 
kels mit  Spontanfractur  des  Femur  und  des  Humerus 
nebst  Bemerkungen  über  die  Aetiologie  einiger  Formen 
von  Spontanj&racturen.  Greifswald  1887.  8°. 

0.  ScHÖM ANM.  Ueber  Leukaemie  in  verscheidenen  I-iebens- 
altern  mit  besonderer  Berücksichtigung  eines  Falies 
im  758teii  Jahre.  Greifswald  1887.  S\ 

M.  ScHRÖDEE.  Die  Mitchell  Playfair'sche  Mastkur  in 
den  Irren-Anstalten.  Greifewald  1887.  8^. 

£•  Setleb.  Zur  Gasuistik  der  Hodensarcome.  Grei&wald 
1887.  80. 

E.  Stbin.  Ueber  die  Wirkung  fortgesetzter  kleiner  Dosen 
Yon  Eampher  beim  gesunden  Menschen.  Greifswald 
1887.  80. 
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6.  Thümmbil.  Ueber  einen  Pall  von  allgemeiner  Carci- 
nose  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  kliniaehen 
Verlaufes.  Greifewald  1887.  8«. 

Y.  ÜLLRicH.  Zor  Gasuistik  der  Unterbindungen  des 
Truncus  anonymus.  Greifawald  1887.  8^. 

M.  Wbinbet.  Zur  Gasuistik  der  Leukaemie  bei  Prauen. 
Greifswald  1887.  8^ 

S.  Whndland.  üeber  die  Total-Exstirpation  des  car- 
cinomatosen  Uteros.  Greifewald  1887.  8^. 

O.  Wbstphal.  Ueber  einen  in  akute  Leukaemie  uberge- 
henden  Fall  von  Pseudoleukaemie.  Greifewald  1887.  8^ 

H.  ZiBLSTOEFï.  Ein  Pall  von  Unterleibscyste  (Pancreas- 
cyste?). Greifewald  1887.  8°. 

W.  Jawobowicz.  üeber  die  Hydrazinverbindungen  einiger 
Amidobenzolsulfonsauren.  Greifewald   1887.  8^. 

K.  F.  Kbtkl.  Anatomische  Untersuchungen  über  die 
Gattung  Lemanea.  Greifewald  1887.  8^. 

W.  KocH.  Die  conforme  Abbildung  des  hyperbolischen 
Paraboloids  auf  einer  Ebene.  Greifewald  1887.  8^. 

P.  Pasche.  üeber  Toluol-  und  Toluidendisulfosauren  und 
über  die  Constitution  der  sechs  isomeren  Toluoldisul- 
fosauren.  Greifewald  1887.  8^. 

A.  BauNK.  De  excerptis  nEPi  toy  TftN  hpodn  fLks' 
OMHPON  BIOY  ab  Athenaeo  Servatis.  Qryphiswaldiae 
1887.  80. 

B.  BüscH.  Laut-  und  Pormenlehre  der  anglonorman- 
nischen  Spraehe  des  XIV  Jahrhunderts.  Greifewald 
1887.  80. 
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G.  Fbanke.  De  notninum  propriorum  epithetis  Homeri- 
cis.  GryphiswaWue  1887,  8°. 

Ph.  Pbucht.  Metrisches  und  sprachlichee  zu  Cynewiüfe 
Elene,  Juliana  und  Grist.  Greifswald  1887.  8°. 

L,  GiBSCHBif.  Die  charakteristischen  Unterschiede  der 
einzelnen  Schreiber  im  Hatton  MS.  der  Gura  pasto- 
ralis,  Greifswald  1887.  S^ 

A.  Haase.  Die  Schlacht  bei  Nürnberg  Tom  19  Juni 
1502.  Greifswald  1887.  8». 

G.  Elinke.  Quaestiones  Aescbineae  criticae.  Lipsiae 
1887.  8ö. 

P.  Maetens.  Geschichte  der  französischen  Synonymik. 
Teil  I.  Die  Anfönge  der  französischen  Synonymik. 
Stralsund  1887.  8^. 

W.  Meus.  Zur  Legation  des  Bischofs  Hugo  von  Die 
unter  Gregor  VIT.  Greifswald  1887.  8^. 

R.  Ffeitkio.  De  librorum  quos  scripsit  Seneca  de  ira 
compositione  et  origine.  Gryphiae  1887.  8°. 

H.  Philipsen.  Ueber  Wesen  und  Gebrauch  des  bestimm- 
ten  Artikels  in  der  Prosa  Eönig  Alfreds  auf  Grund 
des  Orosius  [hs.  L.]  and  der  Gura  pastoralis.  Greife- 
wald  1887.  80. 

O.  ScHMiDT.  Rousseau  und  Byron.  Ein  Beitrag  zur  ver- 
gleichenden  Litteraturgeschichte.  Greifswald  1887.  8^. 

G.  ScHXJLZE.  Quaestionum  Homericarum  specimen.  Gry- 
phiswaldiae  1887.  8°. 

G.  Steinhaxjseiï.  De  legum  XII  tabularum  patria.  Gry- 
phiswaldiae  1887-  B». 
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O.   WBNin».    Ueber   zwei  Denkschriften  Badetekys  aas 
dem  Frühjahr  1813.  Greifcwald  1887.  8°. 

Zoologischer    Anzeiger.    Leipzig  1888.    Jahrg.  11.  N^. 
271—272.  S\ 

Pührer  durch  das  Museum  Godeffiroy.  Hamburg  1882.  8^. 

ZWITSERLAND. 

Abhandlungen  der  schweizerischen  palaontologischen  Ge- 
sellschaft.  Basel  1887.  Vol.  XIV.  4^. 

Inhoud : 

K.  Haas.  Braohiopodes  rhétins  et  jurassiques  des  Alpes  Vaudoises 

He,  partie. 
KoBT.  Monographie  des  Folypiers  jnrassiques  de  la  Suisse.  7e  partie. 
Th.  Studbb.  Ueber  den  Steinkerm  des  Gehirnraumes  einer  Sirenoide. 
G.  MaüiLakd.  Gonsidérations  sur  les  fossiles  décrits  comme  Alguea. 
P.  DB  LoBiOL  et  BoüBGSAT.  Etudes  sur  les  Molksques  des  conches 

coralligènes  de  Yalfin. 

ITALIË. 

Atti    della   reale    Accademia    dei    Lincei.    Roma   1887. 
Serie  4«.  Rendiconti.  Vol.  III.  Fase.  8—9.  8°. 

Atti  della  reale  Accademia  delle  Scienze.  Torino   1888. 
Vol.  XXIII.  Disp.  2—3.  8°. 

BoUettino    delle    pubblicazioni    It^liane.    Firenze  1888. 
NO.  50-51.  80. 

DENEMARKEN. 

Mémoires  de  la  Sociéte  royale  des  Antiquaires  du  Nord. 
Copenhague  1887.    Nouvelle  Série.  Année  1887.  8®. 
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Bü  8  L  A  N  D. 

Beobachtungen  der  russischen  Polarstation  an  der  Le- 
namüBdung.  1887.  Theil  II.  Lief.  2.  Meteorologische 
Beobachtungen.  4^. 

Description  systématique  des  coUections  du  Musée  ethno- 
graphique  Daschkow.  Moscou  1887.  Livr.  1.  8^. 
(In  het  Russisch.) 

A  Z  I  È. 

Report  on  the  administration  of  the  meteorological  De- 
partment of  the  Government  of  India  in  1886—87.  fol. 

Indian  meteorological  Memoirs.  Calcutta  1887.  Vol. 
III.  Part  2.  fol. 

Meteorological  Obserrations  recorded  at  six  stations  in 
India,  August— September  1887. 

AFRIKA. 

Bulletin  de  la  Société  khédiviale  de  Géographie.  Le 
Caire  1887.  2e  Série.  N^.  12.  8^. 

AMERIKA. 

Report  of  the  C!ommissioner  of  Education  for  the  year 
1885—86.  Washington  1887.  8°. 

Report  of  the  Surgeon-General  of  the  Army  to  the  Se- 
cretary  of  War  for  the  year  ending  June  30,  1887. 
Washington  1887.  8». 

American  chemical  Journal,  edited  by  Ira  Remsen.  Bal- 
timore  1888.  Vol.  X.  N".  1.  80. 

POKILOESCB.  DSg  EON.   AI^AD.  TA^  WETIEMSCfl.  18 


—  1S8  — 

Annals  of  the  astronomical  Obserratory  of  Harvard 
College.  Cambridge  1888.  Vol.  XTIL  Part  2.  4°. 

iDbottd: 

E.  C.  PiCKERUTG.  Zone  obseira^ions  made  with  the  transit  Wedge- 
Photometer. 

h2^  Annual  Report  of  tbe  Director  of  the  astronomical 
Observatory  of  Harvard  College.  Cambridge  1887.  8^. 

Journal  of  the  American  medical  Associaton.  Ghicago 
1888.  Vol.  X.  NO.  2—5.  4^ 

J.    Macoun.    Catalogue    of   Canadian    plants.    Part    3. 
Apetalae.  Montreal  1886.  8o. 
(Geological   and  natural  History  Survey  of  Canada.) 

Boletin  de  Estadistica  del  estado  de  Paebla.  Puebla  de 
Zaragoza  1887.  Tomo  I.  N^.  21—26.  fol. 

Revlsta  do  Observatorio,  publicafao  mensal  do  imperial 
Observatorio  do  Rio  de  Janeiro.  1887.  Anno  2. 
N^  12.  40. 

Anales  de  la  Sociedad  cientifica  Argentina.  Buenos  Aires 
1887.  Tomo  XXIV.  Entr.  2—6.  8°. 

AUSTRALIË. 

R.  voN  Lbndbnfeld.  Descriptive  Catalogue  of  the  Me- 
dusae  of  the  Australian  Seas.  Sydney  1887.  8^ 
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AANGEKOCHT. 

De  Narorscher.  Amsterdam  1888.  Nieuwe  Serie.  Jaarg. 
21.  N^  2.  8«. 

La  grande  Encyclopedie.  Inventaire  raisonné  des  Scien- 
ces, des  Lettres  et  des  Arts.  Paris  1887.  Livr.  115— 
118.  40. 

Journal  des  Savants.  Paris,  Janvier  1888.  4®. 

Annales  des  Sciences  naturelles.  Paris  1887.  7®  Série. 
Zoölogie.  Tomé  IV.  N^.  1—3.  8^. 

Annales  de  Chimie  et  de  Physique.  Paris  1888.  6«  Série. 
Tomé  XHL  Pévrier.  8°. 

The  London,  Edinburgh,  and  Dublin  philosophical  Ma- 
gazine and  Journal  of  Science.  Loudon  1888.  5^^ 
Series.  Vol.  XXV.  N^.  153.  S^ 

Annals  and  Magazine  of  natural  History.  London  1888. 
Q^^  Series.  Vol.  I.   N».  2.  8°. 

L.  Stephen.  Dictionary  of  national  Biogi*aphy.  London 
1888.  Vol.  Xlll.  (Craik-Damer).  8^ 

Astronomische  Nachrichten.  N^.  2824—2826.  4°. 

Göttingische  gelehrte  Anzeigen*  1887.  N^.  26.  1888. 
NO.  2—3.  80. 

Veröffentlichungen  des  kais.  Gesundheitsamtes.  Berlin 
1888.  Jahrg.  12.  N^.  4—7.  4°. 

Berichte  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft.  Berlin 
1887.  Jahrg.  5.  Heft  10.  8^. 
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Aimaleu  der  Physik  und  Chemie.  Leipzig  1888*  Nene 
Folge.  Band  XXXIII-  Hefk  2.  Beiblatter.  Band  XII. 
Stück  1.  80. 

Zeitsclirift  für  physikalische  Chemie-  Leipzig  1888.  Band 
II.  Hefk  1.  80. 

Journal  für  Ornithologie.  Leipzig  1887.  Jahrg.  35. 
Heft  3.  8°. 

Der  zoologische  Garten.  Frankfiirt  a.M.  1887.  Jahig. 
28.  NO.  12.  Jahrg.  29.  N».  1.  8^. 

Dingler's  polytechnisches  Journal.  Stuttgart  1888.  Band 
CCLXVIL  Heft  4-7.  8^. 

Archives  des  Sciences  physiques  et  naturelles.  Genève 
1888.  3e  Période.  Tomé  XIX.  N^.  1—2.  8». 


TEN  GESCHENKE  OP  IN  RUIL  ONTVANGEN 
IN  DE  MAAND  MAART  1888. 

NEDERLAND. 

De  Volksvlijt,  tijdschrift  voor  ngverheid,  landbouw,  han- 
del en  scheepvaart.   Amsterdam  1887.  N^.  9—10.  8®. 

Revue  internationale  scientifique  et  populaire  des  falsi- 
fications  des  denrées  alimentaires.  Amsterdam  1888. 
1®  Année-  Livr.  4.  40. 

T^dschrift  uitg^even  door  de  Nederlandsche  Maatschappg 
ter  bevordering  van  Nijverheid.  Haarlem  1888.  4«  Reeks. 
Deel  XIL  Afl.  2.  8^. 
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Koloniaal  Museum.  Beschr^vende  Catalogus  tevens  hand- 
leiding tot  de  kennis  der  voortbrengselen  van  de 
Nederlandsche  overzeesche  gewesten.  Haarlem  1888. 
Deel  V.  8\ 

S.  J.  FocKEMA  Andeeae.  Bedragen  tot  de  Nederland- 
sche rechtsgeschiedenis.  Haarlem  1888.  1^  Bundel.  8^. 

Onderzoek  omtrent  de  afsluiting  en  droogmaking  van 
de  Zuiderzee,  de  Wadden  en  de  Lauwerzee.  —  De  af- 
sluiting Noord-Holland  —  Wieringen  —  Friesland  en 
de  droogmaking  van  het  gedeelte  der  Zuiderzee  binnen 
die  afsluiting.  A.  De  afsluiting.  1.  De  invloed  der 
afsluiting  op  de  waterkeering  der  provinciën  langs 
de  Zuiderzee.  Leiden,  z.  j.  fol. 

Jaarboek  vau  de  koninkl^ke  Nederlandsche  Zeemacht, 
1886—1887.  'sGravenhage  1888.  8». 

Algemeen  Nederlandsch  Familieblad.  T^dschrift  voor 
geschiedenis,  geslacht-,  wapen-,  zegelkunde,  enz.  'sGra- 
venhage  1888.  Jaarg.  5.  N^.  2.  4^. 

Berichten  en  Mededeelingen  der  Vereeniging  voor  Lyk- 
verbranding.  'sGravenhage  1888. 13^^  Jaarg.  N<^.  1.  8^. 

Annales  de  TEcole  polytechnique  de  Delft.  Leide  1888. 
Tomé  III.  Livr.  4.  4°. 

Inhoud : 

J.  CA&DnffAAi..  Application  des  principes  de  la  geometrie  synthéti- 
que  k  la  solution  des  problèmcs  de  la  geometrie  descriptive. 

Ch.  M.  Schols.  Démonstration  directe  de  la  loi  limite  pour  les 
erreurs  dans  Ie  plan  et  dans  Tcspace. 

298*«  Jaarlgksch  verslag  door  de  hoofd-commissie  aan 
de  leden  van  de  Vereeniging  tot  daarstelling  van  eene 
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algemeene  openbare  Bibliotheek  en  van  een  daaraan 
verbonden  Leeskabinet  te  Rotterdam,  medegedeeld  in 
de  algemeene  Vergadering  van  25  Februari  1888.  8^. 

Werken  van  het  historisch  Genootschap.  Utrecht  1888. 
Nieuwe  Serie.  W.  46—50.  5  Dl.  8^. 

Statistiek  van  het  koninkr^k  der  Nederlanden.  Nieuwe 
Serie.  Staten  van  de  in-,  uit-  en  doorgevoerde  voor- 
naamste handelsartikelen  gedurende  de  maanden  Janu- 
ari en  Februari  1888.  'sGravenhage  1888.  fol. 

Yerzamelingstabel  der  waterhoogten  langs  de  kusten  van 
de  Noordzee,  Zuiderzee  en  de  Nederlandsche  rivieren, 
waargenomen  in  de  maand  October  1887.  fol. 

Verzamelingstabel  der  waterhoogten  volgens  de  bladen 
der  zelfregistreerende  peilschalen,  waargenomen  inde 
maand  October  1887.  fol. 

NEDERLANDSen  OOST-INDIE. 

Geneeskundig  Tijdschrift  voor  Nederlandsch-Indië,  uitge- 
geven door  de  Vereeniging  tot  bevordering  der  genees- 
kundige Wetenschappen  in  Nederlandsch-IndiS.  Batavia 
1888.  Deel  XXVn.  Afl.  5.  8». 

Tgdschrift  voor  nijverheid  en  landbouw  in  Nederlandsch- 
Indië,  uitgegeven  door  de  Nederlandsch-Indische  Maat- 
schappy  van  N^verheid  en  Landbouw.  Batavia  1888. 
Deel  XXXVL  Afl.  2.  8^. 

G.  J.  P.  J.  Bolland.  Schgn  en  wezen.  Algemeene  be- 
schouwingen over  de  begrippen  stof  en  kracht.  Batavia 
1887.  80. 

(Overgedrukt  uit  het  Natuurkundig  Tydschrift  voor 
Nederlandsch-Indië.  Deel  XLVII.) 
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BELGIË. 

Bulletin  de  rAcadémie  royale  des  Sciences,  des  Lettres 
et  des  beaux-Arts  de  Belgiqne,  Bruxelles  1887.  3<^ 
Série.  Tomé  XIV.  N^.  12.  Tomé  XV.  N^.  1.  8^. 

Bulletin  de  rAcadémie  royale  de  Médecine  de  Belgique. 
Bruxelles  1888.  4^  Série.  Tomé  II.  ^\  2.  8^ 

G.  ÜBAGHS.  Notice  biographique  du  géologue  Binkhorst 
tot  den  Binkhorst.  8°. 


Quelques   considérations   sur  les  depots  cré- 

tacés  de  Maestricht  dans  leurs  connexions  avec  les 
couches  dites  Maestrich tiennes  de  Ciply.  Bruxelles 
1887.  80. 

(Extrait  du  Bulletin  de  la  Société  beige  de  Geologie, 
de  Paleontologie  et  d'Hydrologie.  Tomé  I). 

Gompte  rcndu  général  des  séances  et  excur- 


sions   de   la  Société  beige  de  Geologie,  de  Paleonto- 
logie et  d'Hydrologie.  Bruxelles  1888.  8^. 
(Extrait  du  Bulletin  de  la  Société  beige  de  Geologie, 
de  Paleontologie  et  d'Hydrologie.  Tomé  I). 

F  B  A  N  K  R  IJ  K. 

Gomptes  rendus  des  séances  de  TAcadémie  des  Sciences. 
Paris  1888.  Tomé  GVL  N^.  8-12.  i^ 

Bulletin  de  rAcadémie  de  Médecine.  Paris  1888.  3«  Série. 
Tomé  XIX.  N».  8—12.  8^. 

Gomptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  la  Société 
de  Biologie.  Paris  1888.  9«  Série.  Torae  V.  N^  2—3, 
5—9.  8^ 
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Bulletin  de  la  Société   mathématique  de  France.  Paris 

1887.  Tomé  XVI.  N».  1.  80. 

Journal  d'Hygiène.  Paris  1888.  14fi  Année.  VoL  Xm. 
W.  599-601.  4». 

Bevue  internationale  de  TElectricité  et  de  ses  applica- 
tions.  Paris  1888,  4^  Année.  Tomé  VI.  iN<>.  52—54. 
roy.  8°. 

L.  Janmaet  de  Brouillant.  Histoire  de  Pierre  de  Mar- 
teau  imprimeur  a  Cologne.  (XVII^  et  XVIIIe  Siècles). 
Paris  1888.  roy.  8^ 

Bulletin  de  la  Société  Linnéenne  de  Normandie.  Caen 
1881.  3«  Série.  Vol.  V— VI.  2  Dl.  8». 

GROOT-BRITTANNIÈ   EN   IERLAND. 

Proceedings  of  the  royal  Society.  London  1888.  Vol. 
XLIII.  NO.  263.  80. 

Memoirs    of   the   royal   astronomical    Society.    London 

1888.  Vol.  XLTX.  Part  1.  4^. 

Inhoud : 

J.  L.  E.  Dretsk.  A  new  general  catalogae  of  nebulae  and  clusten 
of  stars,  being  the  catalogue  of  the  late  Slr  John  F.  W.  Herschel, 
revised,  corrected^  and  eniarged. 

Monthly  Notices  of  the  royal  astronomical  Society. 
London  1888.  Vol.  XLVIIL  N».  4.  8». 

Proceedings  of  the  royal  geographical  Society.  London 
1888.  New  Series.  Vol.  X.  N».  3.  8°. 

Transactions  and  Proceedings  of  the  botanical  Society, 
Edinburgh  1888.     Vol.  XVIJ.  Part  1.  8^ 
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D  ü  I  T  8  C  H  L  A  N  D. 

Archiv  für  pathologische  Anatomie  und  Physiologie 
und  für  klinische  Medicin.  Berlin  1888.  Band  CXI. 
Heft  1—2.  80. 

Schriften  des  naturwissenschaftlichen  Vereins  fllr  Schles- 
wig-Holstein.  Kiel  1888.  Band  VU,  Heft  1.  S». 

Verhandlungen  des  naturhistorischen  Vereines  der  preus- 
sischen  Rheinlande.  Bonn  1887.  Jahrg.  44.  2*® 
Halfte.  80. 

R.  Hoppe.  Grunert's  Archiv  der  Mathematik  und  Physik. 
Leipzig  1888.  2^  Reihe.  Teil  VI.  Heft  2.  8». 

Zoologischer  Anzeiger.  Leipzig  1888.  Jahrg.  XL  N^. 
273—275.  80. 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften,  herausgegeben  im 
Auftrage  des  naturwissenschaftlichen  Vereins  ftLr 
Sachsen  und  Thüringen.  Halle  a/S.  1887.  4^  Folge. 
Band  VÏ.  Heft  5—6.  8^. 

Fetermann's  Mittheilungen  aus  Justus  Perthes*  geogra- 
phischer  Anstalt.  Gotha  1888.  Band  XXXIV.  Heft 
2—3.  40. 

Sitzungsberichte  der  physikalisch-medicinischen  Gesell- 
schaft.  Würzburg  1887.  Jahrg.  1887.  8». 

298tcr  Bericht  des  naturwissenschaftlichen  Vereins  für 
Schwaben  und  Neuburg.  Augsburg  1887.  8°. 

Sitzungsberichte  der  Gesellschaft  zur  Beforderung  der 
gesammten  Naturwissenschaften.  Marburg  1887.  Jahrg. 
1886  und  1887.  2  DL  80. 

^OB&GBSOH.  DSS  KOM.  AEAD.  YAM  WSTINSC|I.  19 


-  146  — 

XLin — XLVI^  Jahresbericht  der  Pollicliia,  eines  nator- 
wiflsenschaftlichen  Yereins  der  Bheinpfalz.  Dürkheiiii 
1888.  80. 

I  TA  LI  È. 

Atti  della  reale  Accademia  dei  Lincei.  Boma  1887. 
Serie  4\  Rendiconti.  Vol.  IIL  Pasc.  10—11.  4®. 

Annuario  della  reale  Accademia  dei  Lincei.  Boma  1888.8^. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  Italiane.  Firenze  1888. 
N«.  52—58.  8^ 

Atti  della  reale  Accademia  delle  Scienze.  Torino  1888. 
Vol.  XXm.  Disp.  4—5.  8». 

'Annales  de  Gléologie  et  de  Paleontologie,  publiéessons 
la  direction  de  A.  dk  G&egobio.  Palerme  1886.  Liyr. 
1-5.  4«. 

ZWEDEN   EN   NOORWEGEN. 

Acta  Univeredtatis  Lundensis.  Lund  1887—1888.  To- 
mos  XXm.  4^ 

Inhoud: 

J.   AsK.   Om   {prmaliteter  vid  kontrakt  enligt  romenk  och  aremk 

fönnögenhetsratt. 
J.  Faüuon.  Stadia  Hesiodea  1. 
f.  A.  Wttlf?.  Foèmes  inédites  de  Jaan  de  la  Caeva. 
J.  Tht&bn.  Verldsfreden  ander  Napoleon. 
A.  RosEN.  Solation  d'an  probl&me  d'électrostatique. 
S.  G.  Agakdh.  Till  Algernas  Systematik. 

RUM  EN  I  £. 

Analele    Academici  Romane.  Bucuresci  1888.  Seria  II 
Tomulu  Vni.  Sect.  2.  Tomulu  IX.  4®. 


—  147  — 

J.  BiAKü.  Psaltirea  in  versuri  intocmita  de  Dosofteia, 
mitropolitul  Moldovei,  1671—1686.  Bucuresci  1887.8®. 

V.  A.  üiiBOHiA.  Miron  Costin,  opere  complete.  Bucu- 
resci 1888.  Tomul  ü.  8\ 

AZIË. 

Meteorological  Observations  recorded  at  six  stations  in 
India.  October-November  1887.  4®. 

E.  O.  GoTBS  and  C.  Swinhoe.  A  catalogue  of  the  motbs 
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